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FICHE 2 : Espaces vectoriels - (suite)

Exercice 1. Soit E = R3 et F, F1, F2 les sous-espaces vectoriels de E définis par

F1 := {(x, 0, 0) | x ∈ R}, F2 := {(0, y, 0) | y ∈ R}, F := {(x, y, z) | x = y}.

1. Déterminer les sous-espaces vectoriels F1 + F2 et ensuite (F1 + F2) ∩ F .

2. Déterminer les sous-espaces vectoriels F1 ∩ F , F2 ∩ F et ensuite F1 ∩ F + F2 ∩ F .

Exercice 2. Soient F1, . . . , Fk des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que les sous-espaces
sont en somme directe si et seulement si (F1 + · · ·+ Fi−1) ∩ Fi = {0}, pour tout 1 < i ≤ k.

Exercice 3. Soient F1, . . . , Fk des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que les sous-espaces
sont en somme directe si et seulement si

dim (F1 + · · ·Fk) = dim F1 + · · ·+ dim Fk.

Exercice 4. Soit E = R3 et F1, F2, F3 sous-espaces vectoriels de E définis par

F1 := {(t,−t, 0) | t ∈ R}, F2 := {(0, t,−t) | t ∈ R}, F3 := {(t, 0,−t) | t ∈ R}.

1. Montrer que F1 ∩ F2 = {0}, F2 ∩ F3 = {0} et F3 ∩ F1 = {0}.

2. La somme F1 + F2 + F3 est-elle directe ? Vérifier votre réponse.

Exercice 5. Dans chaque cas, vérifier si les deux vecteurs forment une famille libre.

a) u = (2,−3), v = (−1, 1), b) u = (m+ 1,−1), v = (−3,m− 1),m ∈ R.

Exercice 6. Les familles de R3 suivantes sont-elles libres ou liées ?

1. u = (1, 1, 1), v = (1, 1− 1).

2. u = (1, 0,−1), v = (−1, 1, 0), w = (0,−1, 1).

3. u = (1, 1, 0), v = (0, 1, 1), w = (1, 0, 1), z = (−1, 1, 1).

4. u = (1, 1, 1), v = (2,−1, 2), w = (1,−2,−1).

Les familles ci-dessus sont-elles génératices de R3 ? Lorsque la réponse est négative,
on déterminera le sous-espace engendré et sa nature géométrique.

Exercice 7. Donner deux bases du R-espace vectoriel C, et en déduire dimRC. Donner les
coordonnées de z = 3 + 2i dans chacune de ces bases. Même questions pour C considéré en tant
que C-espace vectoriel.

Exercice 8. On considère les sous-ensembles de R4 suivants:

F = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y + z + t = 0},
G = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y = z + t = 0},
H = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x = y = z = t}.
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1. Vérifier que ce sont des sous-espaces vectoriels de R4. Donner une base
et la dimension de chacun d’eux.

2. Quelle est la dimension de F +G ?

3. Montrer que R4 = F ⊕H.

Exercice 9. Soit E le sous-ensemble de R4 défini par

E = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y = 0 et z = 2t}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R4.

2. Déterminer une base B de E.

3. Compléter B en une base de R4.

Exercice 10. Soit a ∈ R et Ea le sous-espace vectoriel de R3 engendré par les trois
vecteurs (1, 1, a), (1, a, 1), (a, 1, 1). Suivant la valeur de a, déterminér la dimension de Ea.

Exercice 11. Pourquoi les polynômes 1, X, X(X − 1)(X − 2) forment-ils une base de l’espace
vectoriel C3[X] des polynômes à coefficients complexes de degré au plus 3 ? Exprimer X2 et X3

dans cette base.

Exercice 12. Soit E := {P ∈ R2[X] | P = λ+ (2λ− 3µ)X + µX2, λ, µ ∈ R}.
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R2[X] (espace vectoriel des polynômes à coefficients
réels de degré ≤ 2) et en donner une base.

Exercice 13. On considère l’équation différentielle (∗) : y′′ + y = 0.
Soit S l’ensemble des fonctions réelles de classe C∞ qui sont solutions de (∗).

1. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de F(R,R). On admettra que dimS = 2.

2. Montrer que cos(x) et sin(x) appartiennent à S.

3. Montrer que la famille {cos(x), sin(x)} est libre.

4. Conclûre.

Exercice 14. Soit E,F,G trois parties de F(R,R) définies par

E = {f ∈ F(R,R) | ∃ a, b, c ∈ R t.q. f(x) = ax2 + bx+ c},
F := {f ∈ E | f(0) = 0}, G := {f ∈ E | deg f ≤ 1}.

1. Montrer que E,F,G sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R).

2. Montrer que E = F +G et que cette somme n’est pas directe.

3. Trouver un supplémentaire de F dans E.

Exercice 15. Soit S := {(uk)k∈N | uk ∈ R uk = 0 k >> 0} l’espace vectoriel des suites réelles
finies. Pour i ∈ N, on définit si = (sik)k ∈ S par sii = 1 et sik = 0 (k 6= i).

1. Expliciter s0, s1, s2.

2. Montrer que la famille {si}i∈N est une base de S.

3. En déduire la dimension de S.

2


