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1. INTRODUCTION

La correspondance de Robinson—Schensted—Knuth, ou correspondance RSK, associe
a un mot, ou plus généralement a une matrice a coefficients entiers positifs, une paire
de tableaux (semi-standards) de méme forme, qui fournit un lien naturel entre matrices,
tableaux de Young, fonctions symétriques et représentations du groupe symétrique.

Dans cet article on va suivre le livre [I] de William Fulton pour comprendre cette
correspondance.

1.1. Notions.

Définition 1.1 (Diagramme de Young). Un diagramme de Young est une collection de
cases, disposées en lignes alignées a gauche, de sorte que le nombre de cases dans chaque
ligne soit décroissant.

Si les longueurs des lignes sont A, A9, ..., A, alors le nombre total de cases est

Ainsi, un diagramme de Young détermine une partition de entier |A|. Réciproquement,
toute partition d’un entier détermine un diagramme de Young.

Définition 1.2 (Partition). Une partition d’un entier positif n est une suite finie d’entiers
positifs
A= (A, )
telle que
M=o 2>2N,>0 et M+ 4+ A, =n.

On note

AEn

pour dire que A est une partition de n, et 'on note |[A| Pentier partitionné par A.

Définition 1.3 (numérotation). Soit A un diagramme de Young. Toute maniere de placer
un entier positif dans chaque case de A s’appelle un numération du diagramme.

Définition 1.4 (Young tableau). Un Young tableau, ou simplement un tableau, est un
remplissage d'un diagramme de Young satisfaisant les deux conditions suivantes :

(1) les entrées sont (faiblement) croissantes le long de chaque ligne;
(2) les entrées sont strictement croissantes le long de chaque colonne.

On dit alors que le tableau est de forme A.
Comme cas particulier, un standard tableau est un tableau dont les entrées sont
exactement les entiers 1,2, ..., n, chacun apparaissant une seule fois.

1.2. Insertion par ligne. Le premier algorithme, appelé insertion par ligne (row-insertion)
ou row bumping, prend un tableau T et un entier positif x, et construit un nouveau ta-
bleau, noté

T <+ x.

Ce nouveau tableau possede une case de plus que T, et ses entrées sont celles de T, avec
une nouvelle entrée égale a z, apres une réorganisation des autres entrées.

La procédure est la suivante. Si x est supérieur ou égal a toutes les entrées de la
premiere ligne de 7', on ajoute  dans une nouvelle case a la fin de cette ligne. Sinon, on
cherche 'entrée la plus a gauche dans la premiere ligne qui soit strictement supérieure a
x. On remplace alors cette entrée par x, et I’entrée ainsi remplacée est chassée.
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On poursuit ainsi ligne apres ligne jusqu’a ce que I'entrée chassée puisse étre placée
a la fin de la ligne considérée. Si une entrée est chassée de la derniere ligne, alors elle
forme a elle seule une nouvelle ligne au bas du tableau.

D’abord, il faut vérifier que le résultat reste un tableau, i.e. ,

(1) les entrées sont (faiblement) croissantes le long de chaque ligne;
(2) les entrées sont strictement croissantes le long de chaque colonne.

On remplace par x 'entrée la plus a gauche dans la premiere ligne qui soit strictement
supérieure a x, donc (1) est vraie. De plus, lorsqu’une entrée y remplace une entrée z,
I’entrée située en dessous, si elle existe, est strictement plus grande que z, par définition
d’un tableau. Ainsi, z reste soit dans la méme colonne, soit se déplace vers la colonne a
gauche. Par conséquent, ’entrée située au-dessus de sa nouvelle position est inférieure ou
égale a y, donc strictement inférieure a z.

1 8|8 1]7]7]8] 1]7]7]8] 1)7]7]8] 1 7|8
2 9 9 insert 7 2 9 9 bump 8 2 8 9 bump 9 2 8 9 insert 10 2 9
4110 4110 4110 419 419

7 7 7 7 7110

Définition 1.5 (Route de bumping). Soit 7" un tableau, et considérons I'insertion par
ligne d’une entrée x dans 7', que ’on note

T <+ x.

Cette insertion détermine une suite R de cases, formée des cases a partir desquelles une
entrée est éjectée au cours de 'algorithme, ainsi que de la case dans laquelle la derniere
entrée éjectée vient finalement se placer.

Cette collection R est appelée la route de bumping de I'insertion par ligne.

1
11717 s
2
2 ’s | 9
1 P9
4
7 M0

Définition 1.6 (Ordre relatif des routes de bumping). Une route de bumping contient
au plus une case dans chacune des lignes, en partant de la ligne supérieure.

Soient R et R’ deux routes de bumping. On dit que R est strictement a gauche de
R’ si, dans chaque ligne contenant une case de R/, la route R possede une case située
strictement & gauche de la case correspondante de R'.

On dit que R est faiblement d gauche de R’ si, dans chaque ligne contenant une case
de R', la route R possede une case située a gauche ou dans la méme colonne que la case
correspondante de R'.

On emploie de maniere analogue les termes stricts et faibles pour comparer les posi-
tions situées au-dessus ou au-dessous d’une case ou d’une ligne donnée.

Lemme 1.7 (Lemme de bumping par ligne). Considérons deux insertions par ligne suc-
cessives : on insére d’abord x dans un tableau T, puis on insere x' dans le tableau obtenu
T < x. Ces deux insertions donnent lieu a deux routes de bumping R et R', ainsi qu’a
deuz nouvelles cases B et B'.
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(1) Six < a', alors R est strictement a gauche de R, et B est strictement a gauche
de B’ et faiblement en dessous de B'.

(2) Si x > ', alors R’ est faiblement a gauche de R, et B’ est faiblement a gauche
de B et strictement en dessous de B.

Démonstration. Supposons d’abord que x < a’. Si x chasse une entrée y dans la premiere
ligne, alors d’apres 'algorithme, 'entrée 3’ qui est chassée par 2’ doit se trouver stricte-
ment a droite de la case ou z a effectué son bumping. En effet, les entrées situées dans
cette case ou a sa gauche sont toutes inférieures ou égales a x. Comme x < 2/, elles sont
donc aussi inférieures ou égales a 2/, et 2’ ne peut pas les chasser.

Ainsi, le bumping effectué par =’ a lieu strictement a droite de celui effectué par x.
On peut répéter ce raisonnement par récurrence en ligne et obtenir deux routes avec R
strictement a gauche de R'.

Il reste & comparer les nouvelles cases B et B’. La route R ne peut pas s’arréter
strictement au-dessus de la route R’ car si pour R’ une entrée est chassée,c’est-a-dire
qu’elle n’est pas maximale, alors pour R, qui est a gauche, une entrée doit étre chassée.
Si R’ s’arréte d’abord, alors la route R ne se déplace jamais vers la droite. Comme nous
avons montré que le tableau reste un tableau apres chaque étape d’insertion,donc la
nouvelle case B est strictement a gauche de B’(impossible d’étre dans la méme colonne),
et faiblement en dessous de B’.

Supposons réciproquement que x > z’. Si x et x’ chassent respectivement des entrées
y et vy’ dans la premiere ligne, alors la case ou le bumping a lieu pour x’ est située soit
dans la méme colonne que celle ot le bumping a lieu pour x, soit a sa gauche.

Dans les deux cas, on obtient y > /. Soit x chasse y, alors y > x.(1)Si x’ chasse x,
ie. x =1, alors y > 4/. (ii)Si x’ chasse ¢y < x, alors on a aussi y > /. Le méme argument
se répete ensuite sur les lignes successives. Il en résulte que la route R’ est faiblement a
gauche de la route R.

Enfin, dans ce second cas, la route R’ doit continuer au moins une ligne en dessous
de la route R. Ainsi, la nouvelle case B’ est faiblement a gauche de B, et strictement en
dessous de B. U

La figure suivante montre les positions de B et B’.

A

B’ ici

x>

B’ ici

1.3. La correspondence RSK. Soit
W = 1T Ty

un mot sur lalphabet [n] = {1,...,n}. On associe a w un tableau P(w), appelé tableau
d’insertion, en insérant successivement les lettres de w par insertion par ligne :

Pw)=(((-+((x1 = 23) <= x3) ) ¢ Tp_1) < T,).
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Autrement dit, si P, désigne le tableau obtenu apres 'insertion des k premieres lettres,
alors

P = (((-+- ((z1 = @) <= x3) ¢ -+ ) < Tp_1) < T).

Cependant, le tableau P(w) ne contient pas toute I'information nécessaire pour re-
trouver le mot w. En effet, il sauvegarde les valeurs insérées, mais il ne sauvegarde pas
l'ordre dans lequel ces valeurs ont été insérées. Or cet ordre est essentiel : deux mots
différents peuvent contenir les mémes lettres, mais dans des ordres différents.

Donc on construit simultanément un second tableau, noté Q(w), appelé tableau d’en-
registrement. A la k-ieme étape, 'insertion de xp dans P,_; ajoute une nouvelle case au
diagramme de Young. On place alors 'entier k£ dans la case correspondante de (). Ainsi,
P(w) enregistre les lettres insérées, tandis que Q(w) enregistre 'ordre des nouvelles cases.

On obtient donc une suite de paires de tableaux

<P17Q1>7 (P27Q2>> LR (PTvQT)v

ou Py et (O ont toujours la méme forme. Le tableau final est

(P(w), Q(w)) = (Pr, @r)-

Le tableau Q(w) est un tableau standard : ses entrées sont les entiers 1,...,r, et la
maniere dont les cases sont ajoutées garantit que les lignes et les colonnes sont strictement
croissantes.Car la case ajoutée a la k-ieme étape est nécessairement un coin extérieur du
diagramme, c’est-a-dire qu’elle n’a pas de voisine a droite ni en dessous. On y inscrit
Ientier k, qui est plus grand que toutes les entrées déja présentes dans Q1. Il est donc
plus grand que 'entrée située a sa gauche, s’il y en a une, et que I’entrée située au-dessus,
s’il y en a une. Ainsi les lignes et les colonnes de ), restent strictement croissantes.

La correspondance précédente peut étre généralisée en remplacant le tableau d’enre-
gistrement standard par un tableau semi-standard. Plus précisément, on part maintenant
d’une paire de tableaux (P,) de méme forme, ou les entrées de P appartiennent a
[n], tandis que les entrées de ) appartiennent a [m]. Le tableau @) n’est plus supposé
standard : ses entrées peuvent donc se répéter.

L’idée est alors de retrouver, a partir de la paire (P, Q)), un objet qui remplace le mot
dans le cas standard. Pour cela, on applique successivement l'insertion par ligne inverse.
A chaque étape, on choisit dans () une case contenant une entrée maximale. S’il y a
plusieurs telles cases, on choisit celle qui est la plus a droite. On supprime cette case de
Q, et 'on applique l'insertion inverse au tableau P en partant de la case correspondante.

Si uy, désigne 'entrée supprimée de @), et si vy, désigne I'entrée chassée de la premiere
ligne de P par cette insertion inverse, on obtient ainsi une suite de couples

(uk, Uk).

En répétant cette opération jusqu’a disparition complete des deux tableaux, on obtient

un bimot
u u PR
W= ( 1 U2 Ur) _
Ul U2 DRI U/f'
Définition 1.8. Un bimot est un tableau de deux lignes de méme longueurs comme
ci-dessus, avec u; € Z, v; € Z, 1 <1 <r.

Le point essentiel est que ce bimot est naturellement ordonné lexicographiquement.
En effet, comme on supprime a chaque étape une entrée maximale de @), les entrées
obtenues dans la premiere ligne vérifient

up Sug <o <w

.
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Il reste a expliquer pourquoi, lorsque deux entrées consécutives de la premiere ligne sont
égales, les entrées correspondantes de la seconde ligne sont ordonnées dans le bon sens.
Supposons donc que

Up—1 = Uk.

Dans le processus inverse, ’entrée uy est obtenue en supprimant dans (J; une case conte-
nant une entrée maximale. S’il y a plusieurs cases contenant cette méme entrée maximale,
on choisit, par convention, celle qui est la plus a droite.

Ainsi, si ug_1 = ug, les deux étapes successives suppriment deux cases portant la
méme entrée dans le tableau (). La case supprimée lors de la premiere de ces deux étapes,
que l'on note B’, est donc située strictement a droite de la case supprimée a 'étape
suivante, que 1’on note B. Autrement dit,

B’ est strictement & droite de B.

On applique alors le lemme de bumping par lignes aux deux insertions correspon-
dantes, vues dans le sens direct. Ce lemme décrit la position relative des routes de bum-
ping de deux insertions successives. Dans la situation ou la nouvelle case associée a la
seconde insertion est strictement a droite de celle associée a la premiere, I'entrée éjectée
de la premiere ligne lors de I'insertion inverse correspondante est plus grande ou égale a
I’autre. Par conséquent, les deux valeurs vy_; et v obtenues par insertion inverse vérifient

Vg1 < Vg
On obtient donc bien la condition lexicographique

Up—1 = Up =  Vp—1 < Ve

U
Uk
sont rangées selon 1'ordre lexicographique :

u u’ , ) , ,
()g(/) <= wu<u oublen u=u etv<v.
v

Ainsi, les colonnes

On obtient donc un bimot lexicographique

ul u2 DERIEY u/l"
w =
Ul /l]2 DY /l)T

Dans cette généralisation, le role du mot est donc joué par un tel bimot. La premiere ligne
enregistre les entrées provenant de (), tandis que la seconde ligne enregistre les lettres
extraites de P par insertion inverse.

Réciproquement, soit
w _ ul u2 PR u?"
Ul UQ DY UT

un bimot lexicographique. On construit une suite de paires de tableaux (Py, Q), 1 < k <
r, de la maniere suivante. On pose d’abord

Pi=[m] @ =[m]

Supposons (Py_1, Qk_1) construit. On inseére vy dans P,_; par insertion par ligne, ce qui
donne un nouveau tableau Pj. Cette insertion ajoute une nouvelle case au diagramme de
Young. On ajoute alors a (J;_; une case dans la méme position, et 'on y place u;. On
obtient ainsi un tableau Q).



INTRODUCTION A LA CORRESPONDANCE ROBINSON-SCHENSTED-KNUTH ET REPRESENTATIONS IRREDUCTII

On sait que chaque P, est un tableau par la construction de l'insertion par ligne.
Il reste a vérifier que chaque (J; est un tableau semi-standard. La croissance faible des
lignes de @)y vient de la condition

up < ug < < U

Il faut donc seulement vérifier la croissance stricte des colonnes.
Supposons que, lors de la construction de ), 'entrée u, soit placée sous une entrée
u;, avec © < k. Nous devons montrer que

u; < Ug.
Raisonnons par contradiction. Si
U; = Uf.
Il s’ensuit que
Ui = Uiy = =+ = Ug.

Par la condition lexicographique, on obtient alors

Vi S Vg1 < <.

On applique maintenant le lemme de bumping par lignes aux insertions successives
des lettres

Uiy Vitly-.-, Uk
Comme ces lettres sont faiblement croissantes, le lemme implique que les nouvelles cases
ajoutées lors de ces insertions se trouvent dans des colonnes différentes. En particulier, la
case ajoutée a 1’étape k ne peut pas se trouver dans la méme colonne que la case ajoutée
a I’étape 1.
Mais cela contredit le fait que ug a été placé sous u; dans ). On doit donc avoir
Ui < Ug.

Ainsi les colonnes de (Q; sont strictement croissantes, et () est bien un tableau semi-
standard.
Donc on a montré

Théoréme 1.9 (Correspondance RSK). Soit RSK(w) = (P, Q). Alors :
(1) Pour les bimots ayant r colonnes, RSK donne une bijection

P, Q) sont semi-standards,
{bimots lexzicographiques ayant r colonnes} +— < (P,Q) | forme(P) = forme(Q) = A,
AT

Les entrées de P sont les éléments de la ligne inférieure de w, et les entrées de ()
sont les éléments de la ligne supérieure de w.

(2) Pour les mots de longueur r, RSK donne une bijection

P est semi-standard,

Q est standard,

forme(P) = forme(Q) = A,
AT

{mots de longueur r} +— < (P, Q)

(8) Pour les permutations, RSK donne une bijection

P, Qsont tableauz standards de forme \, }
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Cette construction possede une traduction naturelle dans le langage des matrices.
Une classe d’équivalence de bimots peut étre identifiée a une collection de couples

(@,7), i€ml, jen,

chaque couple apparaissant avec une certaine multiplicité. Ces données sont entierement
décrites par une matrice

A = (aij) € Mpn(N),

ou l'entrée a;; est le nombre d’occurrences de la colonne (;) dans le bimot. Ainsi,

aij:#{k|uk:i, Uk:j}-

La somme des entrées de la i-ieme ligne compte le nombre de colonnes de w dont
I’entrée supérieure est i. Sous la correspondance RSK, ces entrées supérieures deviennent
les entrées du tableau (). Ainsi on a

n
Z a;; = #{occurrences de i dans @Q}.
j=1

De méme, la somme des entrées de la j-ieme colonne compte le nombre de colonnes
de w dont 'entrée inférieure est j. Sous la correspondance RSK, ces entrées inférieures
deviennent les entrées du tableau P. Donc

Z a;; = #{occurrences de j dans P}.
i=1

Autrement dit, les sommes des lignes de A donnent le contenu de @, et les sommes
des colonnes de A donnent le contenu de P.

1.4. Matrices boules. Maintenant nous donnons un algorithme direct qui associe a une
matrice A une paire (P,Q) = (P(A),Q(A)) de tableaux sans revenir a un mot bi-ligne.
Nous appellerons cette procédure la construction des boules matricielles.

Nous utiliserons la notation suivante pour décrire la position relative de deux cases
dans un diagramme, ou pour comparer les positions de certaines entrées dans une matrice.
Nous dirons qu’une case B’ est Ouest de B si la colonne de B’ est strictement a gauche
de la colonne de B. Nous dirons que B’ est ouest de B si la colonne de B’ est a gauche
de, ou égale a, la colonne de B. Et les mémes notations pour les autre directions.

Soit A = (a(i,j)) une matrice de taille m x n a coefficients entiers positifs ou nuls.
Dans chaque position (i, j) de la matrice, on place a(z, ) boules. Lorsque plusieurs boules
se trouvent dans une meéme position, on les ordonne arbitrairement en les disposant
diagonalement du nord-ouest vers le sud-est.

On numérote maintenant toutes les boules de la matrice en procédant du coin
supérieur gauche vers le coin inférieur droit. A chaque boule, on attribue le plus pe-
tit entier strictement plus grand que tous les entiers déja attribués aux boules situées au
nord-ouest d’elle.Une boule recoit le numéro 1 s’il n’y a aucune boule située au nord-ouest

d’elle.
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Nous appellerons la configuration obtenue la configuration des boules matricielles
associée a A, noté par A, Par exemple,

— N W

N = O

N DN =

®

“©

®

“©

®

“©

“o

La premiere ligne de P = P(A) se lit directement sur cette configuration : on y
inscrit, pour chaque entier, la colonne la plus a gauche dans laquelle cet entier apparait.
De méme, la premiere ligne de Q = Q(A) est obtenue en inscrivant, pour chaque entier,
la ligne la plus haute dans laquelle cet entier apparait.

Pour cet exemple, la premiere ligne du tableau P est (1111112233), la premiere ligne
du tableau @ est (1111222233).

Pour continuer, on forme une nouvelle matrice de boules de la maniere suivante.
Supposons qu’il y ait [ > 1 boules portant le méme numéro k dans la matrice considérée.
On place alors [ — 1 boules dans une nouvelle matrice selon la regle suivante.

Les ¢ boules de AN portant le numéro k sont disposées en une chaine allant du
sud-ouest vers le nord-est. On place une boule a droite de chacune des boules de cette
chaine, sauf la derniere, directement sous la boule suivante. Ainsi, a partir d’une chaine
de longueur ¢, on obtient [ — 1 boules dans la nouvelle matrice.

On effectue cette opération pour chaque entier k. On obtient ainsi une nouvelle
matrice de boules. On définit alors la matrice dérivée de A, notée A, en prenant pour
entrée (i,7) le nombre de boules situées en position (i, j) dans cette nouvelle matrice de
boules.

Enfin, on numérote les boules de cette nouvelle matrice selon la méme regle que
précédemment. On obtient ainsi une matrice de boules numérotées, que I'on note A®.
Dans 'exemple, cela donne la configuration suivante.

Ab A@) —

I
oS O O
—_ o O
o = O

®

@@@

On peut ainsi obtenir la deuxieme ligne du tableau P :(233) et la deuxieme ligne du
tableau Q :(233).

Avec le méme algorithme, on a
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coo
— oo
N
«
I

®

On peut ainsi obtenir la troisieme ligne du tableau P :(3) et la troisieme ligne du
tableau Q :(3).
Enfin, on obtient

11|11 (1]1}2}2|3]|3 1111112222
P= |2]13]3 Q= [2]3]3
3 3

Réciproquement,nous introduisons comment passer d’une paire (P, Q) de tableaux
de Young de méme forme a la matrice correspondante.

Notre opération de base consistait a associer a une matrice A une paire de lignes
de méme longueur, a savoir les premieres lignes de la paire (P, (), ainsi qu'une matrice
B = A’ Si ces deux lignes sont

(v1,...,0.) et (ug, ... u,),

alors la matrice B possede la propriété suivante : lorsque ses entrées sont remplacées
par des boules, et que ces boules sont numérotées du nord-ouest vers le sud-est comme
précédemment, toutes les boules portant le numéro k sont situées au sud-est de la case
placée a la ug-ieme ligne et a la vg-ieme colonne.

Il reste donc a expliquer comment, étant donnée une paire de tableaux-lignes

(U1, ..., 0.) et (g, ... uy),

ainsi qu'une matrice B vérifiant cette propriété, on peut retrouver la matrice A.

Pour cela, on numérote les boules de B d’une maniere différente, avec des numéros
qui peuvent étre plus grands que dans le numérotage précédent, en procédant du sud-est
vers le nord-ouest.

Une boule de B au sud ou a l'est de laquelle il n’y a aucune autre boule recgoit le
plus grand entier k£ tel que la case située a la ug-ieme ligne et a la vi-ieme colonne soit
strictement au nord-ouest de cette boule.

Une fois que toutes les boules situées au sud-est d’une boule donnée ont été numérotées,
on attribue a cette boule le plus grand entier k tel que toutes les boules situées au sud
ou a l'est de cette boule portent des numéros strictement plus grands que k, et tel que
la case située a la ug-ieme ligne et a la vg-iéme colonne soit strictement au nord-ouest de
cette boule.

Nous posons B = A° et P = (1111112233) Q = (1111222233).
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B=A" P = (1111112233), @; = (1111222233).

® | @

S’il existe [ — 1 boules portant le numéro k, on place une boule comme dans le graphe
suivant.

e O
10

o0

Si | =1, on place simplement une boule a la position du k.
Enfin, on a
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Ainsi on retrouve la matrice A

JIN MAN

N W
N = O

NN =
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2. DES APPLICATIONS

Dans cette section,nous allons utiliser la correspondence R-S-K pour montrer une
formule de Cauchy,

HHl—xy _ZSA Ty, Tn) AL, n)
J

=1 j=1 A

ou la somme porte sur toutes les partitions A de longueur au plus min(m,n).

Définition 2.1. A chaque partition A ayant au plus m parts (lignes), on associe un
polynome symétrique
Sx(T1, .oy Tm),
appele polynome de Schur. Ces polynomes peuvent étre définis a 1'aide des tableaux.
A toute numérotation 7' d’un diagramme de Young, on associe un monome, noté x7
qui est le produit des variables z; correspondant aux entiers ¢ qui apparaissent dans T.
C’est-a-dire,

T | | :Enombre d’occurrences de ¢ dans T

Le polynome de Schur sy (z1, ..., T,) est la somme sy(z1,...,2,) = > 27 de tous
les monomes provenant des tableaux T' de forme A utilisant les entiers de 1 a m.

Proposition 2.2. Etant donné une forme \,le nombre de tableauzr de forme A contenant
my fois le symbole 1, mo fois le symbole 2, ..., m, fois le symbole n est égal au nombre
de tableaux de forme X contenant mg(1y fois le symbole 1, mgy(9) fois le symbole 2, ...,
Me(n) fois le symbole n, pour toute permutation o € S,.

Avant la preuve,regardons un exemple important.

Exemple 2.3. A= (r+s+t,r)ym =r+smog=1r+t

a a a a b b
- - iy ——
b |- b 5 7
S —
r
a a | a a | b b
b b ¥ 5
S —
T

Démonstration. Soit A une partition quelconque et fixons un tableau P de forme . Grace
a la correspondance de Robinson—Schensted-Knuth entre paires (P, Q) et matrices A, la
proposition est équivalente a ’assertion suivante :

les deux ensembles

{A:P(A) =P et A apour sommes de lignes my,...,m, }
et
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{A:P(A) =P et A apour sommes de lignes myy, ..., Mom) }
ont le méme cardinal.
11 suffit de démontrer ce résultat lorsque o = (k, k+ 1), pour 1 < k < n, puisque ces
transpositions engendrent le groupe symétrique S,,.
Soit A appartenant au premier ensemble. Ecrivons

B
A=[c],
D

ou B est formée des k — 1 premieres lignes de A, C' des deux lignes suivantes, et D
des lignes restantes.

I1 résulte immédiatement de la construction de P(A) par insertion ligne par ligne
que P(A) = P(B)- P(C)- P(D).

D’apres le cas étudié précédemment — traduit dans le langage des matrices — il
existe une bijection entre les matrices C' ayant pour sommes de lignes my et my 1 et les
matrices C’ ayant pour sommes de lignes my,; et my, telle que P(C) = P(C").

On obtient alors

B
A/ — C/
D
qui est la matrice correspondante dans le second ensemble.
Ainsi, les deux ensembles ont le méme cardinal.

O
Par exemple, on prend
2 2 3
2 1 2
A=13 41
5 1 2

on peut voir que my = 5, m3 = 8 et si on voudrait interchanger la deuxieme ligne et
la troisieme ligne, alors on considere le bimot lexicographique

2222233333333
1123311122223

et puis par la correspondence RSK, on a deux tableaux P,Q

1111122223
P= < 233 >

O - ( 2222233333
—\ 333

Comme l'exemple 2.2, on change le tableau QQ par interchanger s et t.

O = 2222222233
-\ 333

avec cette tableau, on utilise ’algorithme dans la section précédente et obtient la

matrice
4 2 2
1 3 1
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HHl_xy _Z‘S}\(xh"'7$n)3/\(y17"'7ym)7
iYj X

=1 j=1

ou la somme porte sur toutes les partitions A.

Démonstration. On développe d’abord le membre de gauche :

7j=11=1

ou la somme porte sur toutes les matrices

A= (ali,j))i<i<m, 1<j<n

a coefficients entiers positifs ou nuls.
Pour une telle matrice, posons

pour la somme de la j-ieme colonne, et

n

A) = ZaW)

pour la somme de la i-ieme ligne. Alors

alii i(A ri(A
[T 11w =TT TLw.
i=1 j=1 j=1 i=1
En effet, la variable x; apparait une fois pour chaque boule située dans la ligne ¢, tandis

que la variable y; apparait une fois pour chaque boule située dans la colonne j. On peut

donc écrire
n m

row () col(4
i
ou
prow(4) ITl’l(A) . x;n(A)
et
ycol(A) _ yfl( ) y’rc;zn(A)

D’autre part, la correspondance RSK associe bijectivement a une matrice A a coeffi-
cients entiers positifs ou nuls une paire de tableaux semi-standards (P, ) de méme forme
A. Dans cette correspondance, les entrées de P appartiennent a {1,...,n}, et les entrées
de @ appartiennent a {1, ..., m}. De plus, la correspondance conserve les multiplicités : le
nombre d’occurrences de i dans P est égal a la somme de la i-ieme ligne de A, c¢’est-a-dire

#{entrées égales a i dans P} = r;(A),
et le nombre d’occurrences de j dans @) est égal a la somme de la j-ieme colonne de A,
c’est-a-dire
#{entrées égales a j dans Q} = ¢;(A).
Ainsi, si A correspond & (P, @), on a

row(A), col(4) t8(P),,Wt(Q@)

x ="y
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Ici

(P) _ H x;#:{l dans P}’
=1

et
wt(Q H #{j dans Q}

Par la correspondance RSK, la matrlce A correspond a une paire (P, Q) de tableaux
semi-standards de méme forme. Avec la convention utilisée ici, les entrées de P appar-
tiennent a {1,...,n} et enregistrent les indices de colonnes, tandis que les entrées de @
appartiennent a {1,...,m} et enregistrent les indices de lignes.

Ainsi, le nombre d’occurrences de j dans P est

m
CJ(A> - a’(ihj)J

i

I
—

et le nombre d’occurrences de i dans () est

3

Par conséquent,
m n

TTTT (02 = avi@yc@),

i=1 j=1
En regroupant cette derniere somme selon la forme commune A de P et (), on obtient

Zx (P)ywt(@) — Z Z 2VUP) Z yH@)

(P,Q) A P semi-standard Q@ semi-standard
?hape(P):)‘ shape(Q)=A
entries(P)C{1,...,n} entries(Q)C{1,...,m}

Or, par définition de la fonction de Schur comme fonction génératrice des tableaux semi-
standards, on a

Z th(P)th(Q) = Z S)\(,ZE]_, N ,fL’n)S)\CUl, e aym)
PQ) A

En combinant cette égalité avec le développement du membre de gauche, on obtient

HHl—azy _ZSA Ty Tn)SAYL, - Ym)-
idj

=1 j=1 A

Exemple 2.4. Considérons la matrice
2 1 01
A= <1 3 1 0) |
Ici A est une matrice 2 X 4. Ainsi, I'indice de ligne i € [2] correspond aux variables y;,

tandis que I'indice de colonne j € [4] correspond aux variables ;.
Le bi-mot associé est obtenu en prenant a(i, j) copies de la colonne

()
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On obtient donc

112412 2 23

Par la correspondance RSK, cette matrice correspond a une paire de tableaux semi-
standards (P, Q) de méme forme, ol les entrées de P appartiennent a [4] et les entrées
de @ appartiennent a [2]. Avec la convention utilisée ici, les sommes des colonnes de
A déterminent le contenu de P, tandis que les sommes des lignes de A déterminent le
contenu de Q.

En effet, les sommes des colonnes de A sont

<111122222)
w = .

(3,4,1,1).
Ainsi,
cont(P) = (3,4,1,1),
et donc
J}P = I?$§ZE3$4.

D’autre part, les sommes des lignes de A sont
(4,5).

Ainsi,
et done

Le mondéme associé & A est

Dans cet exemple, cela donne

(@191)* (2231) (Tatn) (2192) (2212)* (2392)
En regroupant les puissances des variables x et y, on obtient
TR T3T Y Y-
Ainsi,
2 4

[T TGy = aPye.

i=1 j=1
Cet exemple illustre donc la propriété de préservation du poids dans la correspondance

RSK : les sommes des colonnes de A donnent les exposants des variables x, tandis que
les sommes des lignes de A donnent les exposants des variables y.

Proposition 2.5. Soit f* le nombre de tableauz de Young standards de forme X. Alors

nl = ()

AFn

Démonstration. La correspondance de Robinson—Schensted donne une bijection entre les
permutations de {1,...,n} et les paires (P, Q) de tableaux de Young standards de méme
forme.
En effet, si w € S,,, on applique 'algorithme d’insertion de Robinson—Schensted au
mot
W = WL1wWy * * * Wy.
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On obtient alors une paire

(P(w), Q(w)),
ou P(w) et Q(w) sont deux tableaux de Young standards de méme forme A + n.
Réciproquement, étant donnée une paire (P, ()) de tableaux de Young standards de méme
forme, I'algorithme d’insertion inverse permet de retrouver de maniere unique la permu-
tation w € S,,.

Ainsi, le nombre de permutations de n éléments est égal au nombre de paires de
tableaux de Young standards de méme forme. Si I'on fixe la forme commune ), il y a f
choix possibles pour P et f* choix possibles pour Q. Le nombre de telles paires de forme
A est donc

(f1)2.

En sommant sur toutes les partitions A - n, on obtient

nl =Y ()

AFn

3. INSERTION PAR COLONNE

Définition 3.1 (Insertion par colonne). Il existe une construction duale de I'insertion par
ligne, appelée insertion par colonne ou column bumping. Et on va I'utiliser pour montrer
une autre identité similaire. Elle prend un entier positif x et un tableau 7', et insere x de
la maniere suivante.

Si x est strictement plus grand que toutes les entrées de cette colonne, alors on place
x dans une nouvelle case au bas de la premiere colonne.

Sinon, x chasse ’entrée la plus haute, c’est-a-dire la plus petite, parmi les entrées de
la premiere colonne qui sont > x. L’entrée ainsi chassée est alors déplacée vers la colonne
suivante.

Le processus continue jusqu’a ce que l'entrée chassée puisse étre placée a la fin de la
colonne suivante, ou jusqu’a ce qu’elle devienne I'unique entrée d’une nouvelle colonne.

Analogue a l'insertion par ligne, on a aussi

Proposition 3.2. Soit T un tableau, c’est-a-dire les lignes sont faiblement croissantes et
dont les colonnes sont strictement croissantes. Soit x un entier positif. Alors l'insertion
par colonne de x dans T produit encore un tableau.

Lemme 3.3 (Lemme de bumping par colonne). Soit T un tableau. On insére successive-
ment deux entiers x et x' par insertion par colonne. Notons C et C' les routes de bumping
correspondantes, et B, B’ les nouvelles cases créées par ces deux insertions.

(1) Si x < ', alors la route C" est située strictement en dessous de la route C'. En
particulier, la nouvelle case B’ est strictement en dessous de B et faiblement a
gauche de B.

(2) Six > o, alors la route C' est située faiblement au-dessus de la route C. De plus,
C" continue au moins une colonne plus a droite que C. En particulier, la nouvelle
case B’ est faiblement au-dessus de B et strictement a droite de B.

Démonstration. Supposons d’abord que = < 2/, et que z chasse un élément y de la
premiere colonne. Par définition de I'insertion par colonne, y est ’entrée la plus haute de
cette colonne qui est >x. Ainsi, apres cette opération, la case ou y se trouvait contient z,
et toutes les cases situées au-dessus contiennent des entrées strictement inférieures a x.
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Comme z < 2/, 'entrée y' chassée par 2’ dans la premieére colonne doit se trouver
strictement au dessous de la case ou z a chassé y.

Le méme raisonnement s’applique alors a la colonne suivante,donc la route C’ reste
strictement au dessous de la route C.

De plus, la route C' ne peut pas s’arréter strictement a gauche de la route C’. Si ¢’
s’arréte en premier, alors C, qui reste toujours strictement au-dessus de C’, ne se déplace
jamais en dessous de C'. Par conséquent, la nouvelle case B’ est strictement en dessous
de B et faiblement a gauche de B.

Supposons maintenant que x > x’. Supposons que x et x’ chassent respectivement
les éléments y et 3y’ de la premiere colonne. Puisque 2’ < z, la case dans laquelle z’ chasse
un élément doit étre située au-dessus, ou dans la méme position, que la case dans laquelle
x chasse un élément.

Dans tous les cas, I’élément chassé par 2’ est inférieur ou égal a I’'élément chassé par
x, ¢’est-a-dire

y <y
Le méme argument se répete de colonne en colonne. Ainsi la route C” reste faiblement
au-dessus de la route C.

Enfin, comme les éléments dans la route de C’ sont inférieurs ou égaux a ceux dans
la route de C, la route C” doit continuer au moins une colonne plus a droite que C. La

nouvelle case B’ est donc faiblement au-dessus de B et strictement a droite de B. O
x>
B’ ici
B
<z
B’ ici
Soit

Ur Uo -+ Up
'Ul '02 e U’I‘
un tableau bi-ligne lexicographique. On effectue les insertions par colonne dans I’ordre

Vp — s — VY,

et 'on place ensuite les entrées
Upy .oy Up

dans les nouvelles cases ainsi créées. Le remplissage ainsi obtenu est faiblement croissant
dans les lignes et dans les colonnes, mais ce n’est pas, toujours un tableau.

55\, (]
63— GE)
Cependant, si chaque paire (z) dans le tableau bi-ligne apparait au plus une fois,
alors ce second remplissage est en fait strictement croissant dans les lignes. En remplacant

ce remplissage par son conjugué, on obtient une paire (P, Q) de tableaux dont les formes
sont conjuguées. On appellera cette procédure le placement conjugué de uq, ..., u,.
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Expliquons pourquoi I’absence de paires répétées implique la stricte croissance dans
les lignes. Comme le tableau bi-ligne est lexicographique, on a

up Sug < --- < U

Ainsi, lorsque l'on place les u; dans 'ordre des insertions, les entrées placées sont déja
faiblement croissantes. Le seul probleme possible vient donc du cas ou deux entrées égales
apparaissent :

U; = U, 1< k.
Dans ce cas, puisque la paire (7;) ne se répete pas, on ne peut pas avoir v; = v;. De plus,
I'ordre lexicographique impose alors v; < vy.

On applique maintenant le lemme de bumping par colonne. Comme les insertions
sont effectuées dans 'ordre vy, ..., v,, 'insertion correspondant a v; est effectuée avant
celle correspondant a vy. Or

v; < V.
Le lemme de bumping par colonne implique donc que la nouvelle case créée par 'insertion
de v est strictement au-dessous et faiblement a gauche de la nouvelle case créée par
I’insertion de v;.
Apres conjugaison des positions, cette relation devient

B, est northEast de B;,

c’est-a-dire que By, est faiblement au-dessus et strictement a droite de B]. Par conséquent,
dans Q, 'entrée wuy, est placée strictement a droite de entrée u;.

Ainsi, deux entrées égales ne peuvent jamais apparaitre dans une méme colonne de
Q. Comme les entrées de ) sont déja faiblement croissantes dans les lignes, on en déduit
que les lignes sont faiblement croissantes et que les colonnes sont strictement croissantes.
Donc Q) est bien un tableau.

Proposition 3.4 (Procédure de Knuth pour les matrices 0-1). Soit

Ur U -+ Up
'Ul '02 e U’I‘
un tableau bi-ligne lexicographique sans paires répétées. On effectue les insertions par
colonne
Vp —> Up_1 —> + -+ —> V1.
On note P le tableau d’insertion obtenu.
Pour chaque k, soit By, la nouvelle case créée lors de linsertion de vy,. On construit
un second remplissage Q) en placant uy dans la case conjuguée By,. Alors
(P, Q)
est une paire de tableaur dont les formes sont conjuguées.

Démonstration. Par définition de 'insertion par colonne, I'insertion successive des lettres
Upy.o.y U1

produit un tableau. Ainsi P est bien un tableau. 3
Il reste donc a vérifier que le remplissage (), obtenu en placant les u, dans les
conjuguées des nouvelles cases, est lui aussi un tableau. Par construction, si

forme(P) = A,

alors les cases de () sont les conjuguées des cases de P. Donc

forme(Q) = X
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Les deux formes sont donc conjuguées.
Montrons maintenant que @ est un tableau. Comme le tableau bi-ligne est lexico-
graphique, on a
up Sug < --- <
Ainsi, si ’on place les u;, dans les nouvelles cases, les entrées sont naturellement faiblement
croissantes dans 'ordre des indices. Le seul point a controler est 1’absence d’égalités dans
une meéme colonne de Q).
Supposons donc que
1< k et w; = Uy,.
Comme le tableau bi-ligne n’a pas de paire répétée, on ne peut pas avoir
V; = V.
Or l'ordre lexicographique demande que
v; < Vg.
Les insertions sont effectuées dans I'ordre
Viyeo oy Up.
Ainsi l'insertion de v; a lieu avant celle de v,. Puisque
v < Vg,

le lemme de bumping par colonne implique que la nouvelle case By, créée par l'insertion
de vy, est strictement au-dessous et faiblement a gauche de la nouvelle case B;, créée par
I’insertion de v;.

En passant aux cases conjuguées, cette relation devient : Bj est strictement a droite
et faiblement au-dessus de B]. Par conséquent, dans Q, Dentrée uy, est placée strictement
a droite de 'entrée u;. .

Ainsi, deux entrées égales de () ne peuvent jamais appartenir a une méme colonne.
Comme les entrées de Q sont déja faiblement croissantes dans les lignes, on en déduit que
les lignes sont faiblement croissantes et que les colonnes sont strictement croissantes.

Donc @ est bien un tableau. Finalement, (P, Q) est une paire de tableaux, et leurs
formes sont conjuguées. U

Corollaire 3.5 (L’identité de Cauchy ”duale”). On a l'identité

n

HH(l +zy) = Zs,\(xl, oy ) S (Y1 Ym),

i=1 j=1 A

ou la somme porte seulement sur les partitions A ayant au plus n lignes et au plus m
colonnes.

Démonstration. On développe d’abord le membre de gauche. Chaque facteur 1 + z,y;
signifie que I'on choisit ou non la paire (4, j). Ainsi

[T +2w))

i=1 j=1

est la série génératrice des matrices 0-1 A = (a;;)1<i<n, 1<j<m- Plus précisément, si

m n
= Zaij et Cj(A) = ZCLZ'J',
j=1 i=1
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(4) (4), e1(4)

y o™ On a done

alors le poids de A est z""" -+ a2y

m

r1(A T c1(A em
(1+xzy]) :lel( )xn (A)Zhl( )ym (A)7
i=1 j=1 1

ou la somme porte sur toutes les matrices 0-1 de taille n x m.

D’apres la procédure de Knuth pour les matrices 0-1, une telle matrice correspond a
une paire de tableaux (P, Q) dont les formes sont conjuguées. On choisit la notation de
sorte que

shape(Q) =\ et shape(P) = X,

Le tableau () contient les indices de lignes i, donc ses entrées appartiennent a {1,...,n}.
Le tableau P contient les indices de colonnes j, donc ses entrées appartiennent a {1,...,m}.

De plus, la procédure conserve les multiplicités des lettres. Ainsi, si a; désigne le
nombre de lettres ¢ dans @, alors

a; =1;(A).

De méme, si 3; désigne le nombre de lettres j dans P, alors
Bi = c;i(A).

Le poids de la matrice A peut donc s’écrire

gV @y wHP) — gor L gany By B

En regroupant les matrices A selon la forme A du tableau @), on obtient

V@), wH(P) _ (®) wt(P)
St =3 % >

A shape(Q)=\ shape(P)=\

Or, par définition des fonctions de Schur comme séries génératrices des tableaux semi-
standards,

Z Q) — sa(T1,- .., Tn),

shape(Q)=\
et
Z th(P) - S)\’(yh s 7ym)'
shape(P)=)
Par conséquent,
H H(l + .lely]) = Z S)\(fljl, . ,.len)S)\/(yl, e ,ym)
i=1 j=1 A
Enfin, les tableaux @) ont des entrées dans {1,...,n}, donc A a au plus n lignes. De
méme, les tableaux P ont des entrées dans {1,...,m}, et comme

shape(P) = X,

la partition A" a au plus m lignes, ce qui équivaut a dire que A a au plus m colonnes. Ainsi
seules les partitions A ayant au plus n lignes et au plus m colonnes interviennent. O
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4. REPRESENTATION DE S,

4.1. Actions de S, sur les tableaux. Le groupe symétrique S, est le groupe des
automorphismes de I'ensemble [n], agissant a gauche, de sorte que

(- 7)(i) = o(7(2)).
Dans ce chapitre, T" et T" désigneront des numérotations d'un diagramme de Young a
n cases par les nombres de 1 a n, sans répétition. Le groupe symétrique S,, agit sur
’ensemble de telles numérotations : o - T' est la numérotation qui place o(i) dans la case
ou T place 1.

Pour une numérotation 7', on dispose d’un sous-groupe R(T") de S,,, appelé le groupe
des lignes de T', qui est formé des permutations permutant les entrées de chaque ligne. Si
A=A > >N >0)
est la forme de T, alors R(T') est un produit de groupes symétriques

S>\1 X S)\Q X X S)\k.

Un tel sous-groupe de S,, est appelé un sous-groupe de Young. De méme, on définit le
groupe des colonnes C(T') comme le sous-groupe des permutations préservant les colonnes.
Ces sous-groupes sont compatibles avec 'action :
(1) Rle-T)=0-R(T)-07! et Clo-T)=0-C(T) -0 "
Soient 7 € R(T'), o € S,, on a toujours
o-7-0 Ho(ay) - olar)) = (o(ray) - - - o(Tay))
De plus, on a besoin d’un ordre pour les partitions

Définition 4.1. Soient A = (A1, Ao, ...) et p = (1, f2, . ..) deux partitions de n. On dit
que p est dominée par A, et l'on écrit

= A,
si, pour tout £ > 1, on a
pr ey <A e A

Autrement dit, A domine p si les sommes partielles des parts de A sont toujours supérieures
ou égales a celles de pu.

Lemme 4.2. Soient T et T" deux numérotations des diagrammes de Young de formes
respectives X\ et N'. On suppose que X\ ne domine pas strictement N. Alors exactement
l'une des deux assertions suivantes est vérifiée :

(1) il existe deux entiers distincts qui appartiennent a une méme ligne de T" et a une
meéme colonne de T ;

(2) N =\, etil existe p' € R(T") et g € C(T) tels que
p T =q-T.

Démonstration. Supposons que I’assertion (i) soit fausse. Les entrées de la premiere ligne
de T" doivent alors appartenir a des colonnes distinctes de 7. Il existe donc un élément
q1 € C(T) tel que ces entrées apparaissent dans la premiere ligne de ¢ - T'.

De méme, les entrées de la deuxieme ligne de 7" appartiennent a des colonnes dis-
tinctes de T', donc aussi a des colonnes distinctes de ¢; - T'. 11 existe alors un élément

02 € Clq-T) = C(T),

qui ne déplace pas les entrées égales a celles de la premiere ligne de T”, tel que ces entrées
apparaissent toutes dans les deux premieres lignes de goq; - T'.
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En continuant ainsi, on obtient des éléments ¢,...,q, € C(T) tels que les entrées
des k premieres lignes de T” apparaissent dans les k premiéres lignes de
QQr—1-q - T

En particulier, puisque T" et qi - --q; - T ont la méme forme, on obtient
AN+ A <A+ 4 A
Comme ceci est vrai pour tout k, on a
N =

Or, par hypothese, A ne domine pas strictement \. On doit donc avoir A = X. En
prenant k£ égal au nombre de lignes de A, et en posant ¢ = g - - - q1, on voit que g - T et
T’ ont les mémes entrées dans chaque ligne. 11 existe donc un élément p’ € R(T") tel que

p T =q-T.
U

Maintenant, on définit un ordre linéaire sur ’ensemble des numérotations a n cases
de la maniere suivante.

Définition 4.3 (Ordre sur les numérotations). Soient 7" et 7" deux numérotations. On
écrit

T'>T
si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

a forme de T” est strictement plus grande que la forme de T pour 'ordre lexico-
1) la f de T" est strict t plus grand la fi de T l'ordre lexi
graphique sur les partitions;

(2) les numérotations 7" et T" ont la méme forme, et le plus grand entier qui n’occupe
pas la méme case dans T” et dans T apparailt plus tot dans le mot-colonne de 7"
que dans le mot-colonne de T'.(Attention, on liste les entrée de bas en haut dans
chaque colonne)

Proposition 4.4. Si T' est un tableau standard, alors, pour tout
p € R(T) et  qeC(D),
on a
p-T'>T et q-T <T.
En effet, le plus grand entier de T' déplacé par p est déplacé vers la gauche, tandis que le
plus grand entier de T déplacé par q est déplacé vers le haut.

Corollaire 4.5. Soient T et T deux tableaux standard tels que T' > T. Alors il existe
une paire d’entiers distincts qui appartiennent a une méme ligne de T' et a une méme
colonne de T

Démonstration. Puisque 7" > T, la forme de T ne peut pas dominer la forme de 7".
Supposons qu’il n’existe pas de paire d’entiers distincts appartenant a une méme ligne de
T" et & une méme colonne de 7'. Alors nous sommes dans le cas (i7) du lemme précédent.
Il existe donc
pPeRT) e qeC(T)
telsque p’ - T'=¢q-T.
Comme T et T" sont des tableaux standard, la propriété précédente donne

q-T<T et p T >T.
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On obtient donc 7" < p' - T" = ¢q-T < T. Cela contredit I'hypothese T > T. Par
conséquent, il existe bien une paire d’entiers distincts appartenant a une méme ligne de
T’ et & une méme colonne de T'. O

4.2. Modules de Specht.

Définition 4.6 (Tabloide). Un tabloide est une classe d’équivalence de numérotations
d’un diagramme de Young, avec les entiers distincts 1,...,n, ou deux numérotations sont
équivalentes lorsque les lignes correspondantes contiennent les mémes entrées. Le tabloide
déterminé par une numérotation 7 est noté {T'}. Ainsi,

{T'y={T} <= T =p-T pourun certain p € R(T).

ou on peut définir par I'action de R(T) sur les numérotations, le tabloide associé a
T, noté {T'}, est 'orbite de T sous cette action :

{T}=R(T)-T={p-T|peRT)}
Ainsi, deux numérotations 1" et 7" définissent le méme tabloide si et seulement si elles

sont dans la méme orbite.

Soit maintenant 7" une numérotation d’un diagramme de Young a n cases, remplie
par les entiers 1,...,n, chacun apparaissant une seule fois. On définit deux éléments ar
et by de 'algebre de groupe A par

ar = Z P, br = Z sgn(q)gq.
pER(T) qeC(T)
Ici R(T") désigne le stabilisateur des lignes de 7', tandis que C(T") désigne le stabilisateur
des colonnes de T
Proposition 4.7. Pour p € R(T),q € C(T), on a
prar =ar-p=ar,q-by =br-q=sgn(q)b(T)
ar - ar = #R(T)CLT, bT . bT = #C(T)bT
Le but de cette partie est construire une représentation irréductible pour chaque

classe de conjugaison ou en fait pour une partition A de n.

Définition 4.8. Soit A - n. On note M?* I'espace vectoriel complexe ayant pour base
I’ensemble des tabloides de forme A :

M = T}
{T}
Comme S, agit sur I'ensemble des tabloides, cette action s’étend linéairement a M?, i.e.,

on peut regarde M* comme un A-module & gauche, ot A = C[S,,].
Pour toute numérotation 7" de forme A, on définit

vp=br - {T} = ) sen(q){q-T} € M*.
qeC(T)
I1 faut remarquer que I’élément vy dépend du choix de la numérotation 7.Si 7" = pT'
avec p € R(T), alors {T"} = {T'}, mais en général C(T") # C(T). On a cependant
C(T") = pC(T)p™"
et donc
by = pbrp ™.
Par conséquent,
vpr = bp AT} = pbrp™ {pT} = pbr{T} = pur.
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Ainsi, changer le représentant de la classe {T'} peut changer vy.Et on a une proposition :
Proposition 4.9.
0 - VUr = Vo.T

Lemme 4.10. Soient T et T' deur numérotations de formes respectivement \ et \.
On suppose que A ne domine pas strictement N. S’il existe deux entiers distincts qui
appartiennent a une méme ligne de T" et a une méme colonne de T, alors

br-{T'} = 0.
S’il n’existe pas une telle paire d’entiers, alors
bT . {T’} = :|:UT.

Démonstration. Supposons d’abord qu’il existe une telle paire d’entiers. Soit ¢ la transpo-
sition qui échange ces deux entiers. Comme ces deux entiers appartiennent a une méme
colonne de T', on a t € C(T). Par conséquent, by -t = —by. En effet, multiplier a droite
par t change le signe de chaque élément du groupe des colonnes C(T)).

D’autre part, ces deux entiers appartiennent a une méme ligne de 7. Ainsit € R(T"),
et donc t - {T"} = {T"}. On en déduit

br - {T'} =bp- (t-{T"}) = (br-t) - {T"} = —br - {T"}.

Ainsi, by - {T"} = 0.

Supposons maintenant qu’il n’existe pas de paire d’entiers distincts qui appartiennent
a une méme ligne de 7" et & une méme colonne de T'. Par le lemme précédent, nous sommes
alors dans le cas (i7). Il existe donc p’ € R(T") et ¢ € C(T) tels que p’ - T" = ¢-T. Comme

p € R(T'), on a

{1t ={1"}.
Donc

by AT} =br - {p" T} =br-{q¢- T} =br-q-{T}.
Comme ¢q € C(T), on a brq = sgn(q)by. Par conséquent,
br - {T"} = sgn(q)br - {T} = sgn(q)vr.

Comme sgn(q) = %1, on obtient bien

br - {T'} = +or.

]

Corollaire 4.11. Si T et T’ sont deux tableaux standards avec T' > T, alors by - T' = 0.

Démonstration. D’apres la corollaire 4.5, il existe une paire d’entiers distincts qui appar-

tiennent a une méme ligne de 7" et a une méme colonne de 7', et puis on applique le
lemme 4100 O

Définition 4.12 (Module de Specht). Soit A F n. On définit le module de Specht S*
comme le sous-espace de M* engendré par les éléments vy, lorsque T’ parcourt toutes les
numérotations de forme A. Autrement dit,

S* = wvecte {vr | T est une numérotation de forme \} C M*.

Il résulte de la proposition 4.9 que S* est stable sous 'action de S,. Ainsi, S* est un
sous-C[S,]-module de M*.

Lemme 4.13. Aucun des éléments vy n’est nul. En particulier, les modules de Specht
SA sont tous non nuls. De plus, deuz tels modules ne sont pas isomorphes lorsque leurs
formes sont distinctes.
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Démonstration. En effet, la définition 4.8 indique que les polytabloides vy ne sont pas
nuls, implique que, pour toute numérotation 7" de forme A, on a

(5&) bT'M)\:bT'SA:(CUT#O,
(5b) br-MN =bp-SY =0 siN >\

Expliquons d’abord 1'égalité (5a). L’espace M* a pour base les tabloides {T"} de
forme \. D’apres le lemme précédent, pour tout tel 77, on a

bT : {T/} =0 ou bT : {T/} = :l:UT.
Ainsi, by - M* C Cvy. Mais en prenant 7" = T, on obtient by - {T'} = vy # 0. Donc
I'inclusion précédente est en fait by - M* = Cop.
Comme S* C M*, on a évidemment
by - S* C by - M* = Cor.
Réciproquement, vy € S* par définition du module de Specht. De plus,
br - vr = by - (br - {T}) = b - {T} = #C(T)br - {T}
Ainsi
bT s Ur = #C(T)UT 7& 0.
Il en résulte que by - S* contient un multiple non nul de vy, donc by - S* = Cvp. Cela
prouve (5a).

Pour (5b), soit 7" une numérotation de forme X, avec A’ > A. Alors A ne domine
pas strictement \'. Si aucune paire d’entiers n’était située a la fois dans une méme ligne
de T" et dans une méme colonne de T, le cas (i) du lemme précédent impliquerait
nécessairement \' = \, ce qui contredit A’ > A. Il existe donc une telle paire, et le lemme

donne by - {T'} = 0. Comme les tabloides {T"} forment une base de M*', on obtient
by - M* = 0. Puisque S» C M*', on a aussi

by - SN = 0.

Exemple 4.14. Nous illustrons la relation
br MY =0 lorsque N>\

par un calcul explicite.
Prenons
A=(2,2), N = (3,1),
de sorte que
(3,1) > (2,2)
pour l'ordre de dominance. Considérons le numérotage

112
314

T =

de forme (2, 2). Les colonnes de T" sont

{1,3}, {2,4}.
Ainsi, le stabilisateur des colonnes de T est
Cr ={id, (13), (24), (13)(24)}.
Donc I'antisymétriseur de colonnes associé a T' est
br =id — (13) — (24) + (13)(24).
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si

a b c
T = d ,
on note son tabloide par
{abc|d}.
Par exemple,
{123]|4} désigne le tabloide associé au tableau 111 23 :

Nous calculons maintenant 1’action de by sur le module de permutation M@V Une
base de M1 est donnée par les tabloides

{12314},  {124)3},  {134]2}, {2341}

Nous allons montrer que by annule chacun de ces tabloides.
Tout d’abord,

(13){123[4} = {123]4},
car 1 et 3 appartiennent a la méme ligne du tabloide {123]4}. De plus,
(24){123]4} = {134]2},
et
(13)(24){123]4} = {134]2}.
Ainsi,
br{123]4} = {123[4} — (13){123|4} — (24){123]4} + (13)(24){123|4}
= {123|4} — {123|4} — {134]2} + {134]2}
=0.
De meéme,
(13){124]3} = {234/1},
(24){124]3} = {1243},
car 2 et 4 appartiennent a la méme ligne de {124|3}, et
(13)(24){124]3} = {234/1}.
Par conséquent,
br{124]3} = {124]3} — {234]1} — {124]3} + {234]1}
= 0.
Ensuite,
(13){134]2} = {134)2},
car 1 et 3 appartiennent a la méme ligne de {134|2}. Par ailleurs,
(24){134]2} = {123]4},
et
(13)(24){134]2} = {123]4}.

bone bo{134]2) = {1342} — {134]2} — {123]4} + {123/4}

= 0.
Enfin,
(13){234]1} = {124/3},
(24){234|1} = {234|1},
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car 2 et 4 appartiennent a la méme ligne de {234|1}, et
(13)(24){234/1} = {124]3}.
Ainsi,
br{234|1} = {234]1} — {124|3} — {2341} + {124/3}
= 0.

Nous avons donc montré que by annule chaque tabloide de la base de M@V, 11 en
résulte que
bTM(S’l) = 0.
Ce calcul explicite illustre le fait général suivant : si A > A, alors 'antisymétriseur de
colonnes by associé & un numérotage T de forme \ annule le module de permutation M* .

Ces égalités montrent aussi que les modules S* ne sont pas isomorphes deux & deux.
Supposons en effet que
S~ §¥
avec A > A. Alors l'action de l'algebre A = C|S,] devrait étre compatible avec cet
isomorphisme.
Or, d’apres (5a), 'élément by € A agit non trivialement sur S*, puisque

by - 8* = Cur # 0.

En revanche, d’apres (5b), le méme élément by agit trivialement sur SV, car by-S* = 0. Un
isomorphisme de A-modules ne peut pas transformer une action non nulle d’un élément
de A en une action nulle. C’est une contradiction. Donc

SA o SN
Maintenant, montrons que S* est irréductible.D’apres le théoreme
On a S* est irréductible < S* est indécomposable.Supposons que S* = VW,

alors

Cvr=bp-S*=br-VEbr- W
Sionawvp eV, alors by -V = S\

Théoréme 4.15. Pour toute partition \ de n, le module de Specht S* est une représentation
wrréductible de &,,. De plus, toute représentation irréductible complexe de S,, est iso-
morphe & un unique module S*, ot X parcourt l’ensemble des partitions de n.

Démonstration. On a construit, pour chaque partition A de n, un module de Specht S*,
et I'on sait que chacun de ces modules est une représentation irréductible de &,,.

Il reste & montrer que 1’on obtient ainsi toutes les représentations irréductibles de
S,,, a isomorphisme pres. Or les classes de conjugaison de &,, sont paramétrées par les
partitions de n, par la décomposition des permutations en cycles. Ainsi, le nombre de
classes de conjugaison de G,, est égal au nombre de partitions de n.

D’autre part, pour un groupe fini, le nombre de représentations irréductibles com-
plexes, a isomorphisme pres, est égal au nombre de classes de conjugaison du groupe.
Il y a donc exactement autant de représentations irréductibles complexes de &,, que de
partitions de n.

Comme les modules S*, lorsque \ parcourt les partitions de n, fournissent déja
une famille de représentations irréductibles indexée par les partitions de n, cette famille
est 'ensemble de toutes les représentations irréductibles complexes de &,,. Ainsi, toute
représentation irréductible complexe de &,, est isomorphe & 1'un des S*.

Enfin, I'unicité de A découle du fait que deux modules de Specht S* et S*, avec
A # i, ne sont pas isomorphes, puisqu’ils correspondent a deux éléments distincts de la
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liste complete des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles. Cela conclut
la preuve. O

Lemme 4.16. Soit

0 M — MY
un homomorphisme de représentations de &,,. Si S* n’est pas contenu dans le noyau de
¥, alors

N QA

Démonstration. Soit T une numérotation de A. Comme vy n’appartient pas au noyau de
¥, on a

Par conséquent, il existe une numérotation 7" de X\ telle que

br - {T'} £ 0.

Si A # XN et si A ne domine pas X, alors on est dans le cas (i) du lemme 3.1, ce qui
contredit le lemme 3.9. U

Corollaire 4.17. Il existe des entiers naturels k,y, pour v > X, tels que
M)\ ~ S)\ @ @ (Sl/)@ku)\ '
[N
Démonstration. Pour chaque v, notons k,, le nombre de fois ou la représentation irréductible
S¥ apparait dans la décomposition de M*. Pour voir que ky, = 1, on prend une numérotation
quelconque T' de A et on utilise I’équation (5a).
Comme chaque S” apparait dans M", il existe une projection
MY — S”.
Supposons que S apparaisse aussi dans la décomposition de M?*. Alors la projection de
MY sur S”, suivie d'un plongement de S” dans M?, est un homomorphisme
9 MY — M

dont le noyau ne contient pas S”. Le lemme 3.14 implique alors

A<y,

Remarque 4.18. L’idée derriere le lemme est pour que

bT{T/} 7£ 07
il faut que deux entiers situés dans une méme colonne de 7" ne soient jamais situés dans
une méme ligne de 7T”. Sinon, la transposition de ces deux entiers appartient au groupe
des colonnes de T, donc agit avec un signe —1 dans by, mais elle fixe le tabloide {7"}.
On obtient comme dans le lemme 3.9

br{T"} = —(br{T"}),
d’ou
br{T'} = 0.
Ainsi, les colonnes de T doivent étre distribuées dans les lignes de 7" sans répétition.
L’ordre de dominance mesure exactement la possibilité d’une telle distribution : lorsque
v> A\, la forme v est assez dominante pour permettre cette disposition. Dans le lemme, on

utilise surtout la réciproque négative : sans la dominance , alors le terme correspondant
est nul.
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Proposition 4.19. Les éléments vr, lorsque T parcourt [’ensemble des tableauz standards
de forme X, forment une base de S*.

Démonstration. 1’élément vy est une combinaison linéaire du tabloide {1}, avec coeffi-
cient 1, et d’éléments {q-T'}, pour g € C(T'), avec des coefficients égaux a £1. Remarquons
que, lorsque T' est un tableau standard, on a ¢ - T < T , pour tout élément non trivial

qe C(T).
Il en résulte que les éléments vy sont linéairement indépendants. En effet, considérons

une relation linéaire
E 70T — O,
T

ol la somme porte sur les tableaux standards 7' de forme A. Supposons qu’il existe un
coefficient non nul, et choisissons 7" maximal parmi les tableaux tels que z7 # 0.

Dans le développement de vr, le tabloide {1'} apparait avec coefficient 1, tandis que
tous les autres termes sont de la forme {q- T}, avec ¢ - T' < T. Par maximalité de T, le
coefficient de {T'} dans la relation précédente ne peut donc pas étre annulé par les autres
termes. On obtient alors x7 = 0, ce qui est une contradiction. Ainsi les éléments vy sont
linéairement indépendants.

En particulier, on obtient dimS* > f*, ot f* désigne le nombre de tableaux stan-
dards de forme .

On utilise le théoreme[6.29|que la somme des carrés des dimensions des représentations
irréductibles d’un groupe fini est égale a 'ordre du groupe. Dans le cas de &,,, on a donc

nl=>"(dimSY)* >3 () =nl,

A

rappelons que la derniere égalité vient de la proposition [2.5 grace a la correspondance
bijective entre S, et ’ensemble des paires (P,Q), ou P et Q sont les tableaux standards.
Il s’ensuit que toutes les inégalités précédentes sont des égalités. En particulier,

dim $* = A
pour toute partition A\ de n.

Or les éléments vy, lorsque T parcourt les tableaux standards de forme A, sont
lindairement indépendants et sont au nombre de f*. Comme

f* = dim S*,
ils forment donc une base de S*. U
Exemple 4.20 (Les modules de Specht irréductibles de S3). Les partitions de 3 sont
(3), (2,1), (1,1,1).
Les modules de Specht associés sont donc
SG) SE. gLL1)

Nous les décrivons explicitement a 1’aide des polytabloides.

1. Le module de Specht S©®.
Il n’existe qu’un seul tableau standard de forme (3) :

7= [1]2]3]

S® = Cop

Ainsi

est de dimension 1.
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Comme le diagramme n’a qu’une seule ligne, toutes les permutations des éléments
de cette ligne donnent le méme tabloide. Par conséquent, pour tout o € S3, on a
ovr = UgT = UT.
Donc S® est la représentation triviale :
SB) =~ 1,
Comme ce module est de dimension 1, il est irréductible.

2. Le module de Specht S,
Il n’existe qu’'un seul tableau standard de forme (1,1,1) :

T =[2]

SELD = Cup

Ainsi

est également de dimension 1.

Comme le diagramme n’a qu’une seule colonne, le polytabloide est antisymétrique
par rapport aux permutations des éléments de cette colonne. Par conséquent, pour tout
o€ S3,0na

ovr = Upr = sgn(o)vr.
Donc
SULY o o |
Comme ce module est de dimension 1, il est irréductible.

3. Le module de Specht S&,
Il y a exactement deux tableaux standards de forme (2,1) :

T, = 112 ’ T, — 13]
-3 L2
On pose
U1 = Uy, Vg = Uy,
Alors

S@Y = Cv; @ Cus,.
Nous utilisons la notation suivante pour les tabloides :
{123}, {13)2},  {23[1}.
Les polytabloides associés a T} et T, sont
U1 =V = {12’3} - {23‘1}7
et
vy = vy, = {13|2} — {23]1}.
Le groupe S5 est engendré par les transpositions
s1 = (12), sy = (23).
Nous calculons donc leur action sur la base (vq, vg).
Pour (12), on a
(12){12[3} = {123},
(12){13[2} = {23[1},
et
(12){23]1} = {13|2}.
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Ainsi
(12)v; = (12)({12]3} — {23]1}) = {12]3} — {13|2}.
Or
vr —vp = ({12[3} — {23[1}) — ({13|2} — {23[1}) = {12)3} — {13[2}.
Donc
(12)1)1 = U1 — V2.
De méme,
(12)vy = (12)({13[2} — {23[1}) = {23|1} — {13[2} = —0s.

Ainsi

(12> . {Ul = U1 — Vg,
Vg ——> —Va.

Dans la base (v, v5), la matrice de (12) est donc
1 0
2= (1 )

(23){12[3} = {13[2},
(23){13[2} = {12[3},

Pour (23), on a

et
(23){23|1} = {23]|1}.
Donc
(23)vr = (23)({12[3} — {23[1}) = {13|2} — {23[1} = v,
et
(23)vy = (23)({13]2} — {23[1}) = {12[3} — {23[1} = v;.
Ainsi

Vg —> V1.

(23) : {”1 — U2

Dans la base (v1,v), la matrice de (23) est donc

(3o = (7 o)

Montrons maintenant que S@b est irréductible. Comme
dim SV = 2,

il suffit de montrer qu’il ne contient aucun sous-espace de dimension 1 stable par ’action
de Sg.

Supposons, par I’absurde, qu’il existe un sous-espace stable de dimension 1 :

L=Cwc S®Y.
Comme L est stable par (23), le vecteur w doit étre un vecteur propre de 'opérateur (23).
Or (23) agit par
(23)1)1 = V2, (23)?)2 = V1.
Ses vecteurs propres sont donc, a multiplication par un scalaire pres,
V1 + U2 et V1 — V2,

de valeurs propres respectives 1 et —1.
Par conséquent, si un tel sous-espace stable existe, il doit étre égal a

C(?}l + UQ)
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ou a
(C(Ul — Ug).
Vérifions qu’aucune de ces deux droites n’est stable par (12). On a
(12)(1}1 —+ ’U2> = (12)1}1 —+ (12)112 = ('Ul - U2) + (—Uz) =V — 2’02.

Ce vecteur n’est pas un multiple scalaire de v, + vy. Donc C(v; + vy) n’est pas stable par
Ss.

De méme,

(12)(1}1 - Ug) = (12)1)1 - (12)’02 = (’Ul - UQ) - (-’02) = V1.

Ce vecteur n’est pas un multiple scalaire de v; — vy. Donc C(vy — vy) n’est pas stable par
S3 non plus.

Ainsi S@Y ne contient aucun sous-module non nul propre. Par conséquent, S est
irréductible.

Nous avons donc obtenu les trois modules de Specht irréductibles de Sj3 :
SB) =~ 1, S, S = gy |
Leurs dimensions sont
dim S® = 1, dim S@Y = 2, dim B = 1.

On retrouve ainsi 'identité
124+224+ 12 =6 = |5,
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6. APPENDICE

6.1. Introduction a la théorie des représentations. Soient G un groupe, et K un
corps commutatif.

Définition 6.1. Une représentation linéaire de G est la donnée d’un K-espace vectoriel
V' et d’'un morphisme de groupes

Supposons G fini. Soit V' un K-espace vectoriel de dimension |G|, et soit {e, | g € G}
une base de V. Soit

p:G— GL(V)
définie par
p(g)(en) = egn

pour tous g, h € G, et étendue par K-linéarité. L’application p est un morphisme de
groupes appelé représentation réguliere de G.

On commet souvent I’abus raisonnable de désigner une représentation (p, V') sim-
plement par p, et parfois celui moins défendable de la désigner par V. On note alors
simplement g - v.

pour ce qu’on devrait noter p(g)(v), c.-a-d. 'image d’un vecteur v de V' sous I'action
(via p) d'un élément g de G.

On a donc

g(Av + ") = Agv + gV, (99" v = g(g'v), lev ="
pour tout g,¢' € G, v,v' € V, A € K.

Soit A = C|S,,] l'algebre de groupe de S,,. Par définition, A est l'espace vectoriel
complexe ayant pour base les éléments de S,. Ses éléments sont donc les combinaisons

linéaires finies

Z L0, z, € C,

oc€Sn
et la multiplication est déterminée par la composition dans S, puis étendue par bi-
linéarité.

Une représentation complexe de S,, est équivalente a la donnée d’'un A-module a
gauche. En effet, si
p: S, — GL(V)

est une représentation, alors I'action de S,, sur V' s’étend linéairement en une action de

A
<Z x00> RS Z Tep(o)(v).

oc€Sn €S
Cette formule définit une structure de A-module a gauche sur V. Réciproquement, une
structure de A-module a gauche donne, par restriction aux éléments de la base S, C A,
une représentation de .S,,.
Soient

04221'007 522%7

O'ESn TESn

deux éléments de A, et soient v,w € V.
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Tout d’abord, I'action est linéaire en 1’élément de A. En effet,

(a+p) v= <Z<x0+y0)a> U= Z(xa+y0)p(0)(v)7

O’ESn UESn
donc
(a+p)-v= Z zop(0)(v) + Z Yop(o)(v) =a-v+ - v.
O'GSn O'GSn
et on a
aff = (Z :L‘U(7> (Z yTT) = Z Tolr OT.

oESy TESH o,TESR

Donc

(O.//B) U= Z ToYr p(O’T)(U).
0,TESY
Comme p est un morphisme,
ploT) = p(o)p(T).
Par conséquent,
(@B)-v=">" zoy. p(o)(p(7)(v)).
0,TESR
D’autre part,

a-(B-v) =Y w,p(0) (Z ym(ﬂ(@)) = Y w0y p(0) (p(T)(v)).

TE€Sn TESn 0,7E€Sn
Ainsi,
(@f)-v=a-(8-v).
Définition 6.2 (Degré d’une représentation). Le degré d’une représentation (p, V') de G
est la dimension sur K de l'espace vectoriel sous-jacent V' :

deg(p) = dimg (V).

Définition 6.3 (Vecteur fixe). Un wvecteur fize pour I'action de G sur V' est un élément
v €V tel que
gu =0 pour tout g € G.

Le vecteur nul 0 € V' est toujours fixe par G.
On note
Vé={veV|guv=uv, Vg€ G}
I’ensemble des vecteurs fixes sous G. C’est un sous-K-espace vectoriel de V.

Définition 6.4 (Sous-représentation). Une sous-représentation de (p, V') est un sous-K-
espace vectoriel W C V' stable sous 'action de G, c¢’est-a-dire tel que

gue W pour tout v € W, g € G.

On la note parfois (p, W) C (p, V).
Définition 6.5 (Représentation quotient). Soit W une sous-représentation de V. Alors
'espace quotient V/W est naturellement muni d’une structure de représentation de G,

appelée représentation quotient.
Pour toute classe v + W, on pose

glv+W):=gv+W,

ce qui ne dépend pas du choix du représentant v, puisque W est stable.
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Définition 6.6 (Représentation irréductible). On dit qu'une représentation (p, V') est

wréductible si elle n’admet pas de sous-représentation propre, c’est-a-dire distincte de
{0} et de V.

Définition 6.7 (Somme directe). Si V' et W sont deux représentations de G, leur somme
directe est la représentation V' & W définie par

g-(vew)=gvdguw.

Définition 6.8. On dit qu’une représentation (p, V') est indécomposable si elle n’est pas
somme directe de deux sous-représentations propres (i.e. distinctes de {0} et de V'). Sinon
elle est dite décomposable.

Théoréme 6.9 (Théoreme de Maschke). Soit G un groupe fini et K un corps de ca-
ractéristique ne divisant pas |G|. Soit V' une représentation et W une sous-représentation
non nulle. Alors il existe une sous-représentation W' de V' telle que

V=wWaoWw.
Démonstration. Soit Wy un supplémentaire de W dans V, c’est-a-dire
Soit p le projecteur de V sur W correspondant a cette décomposition, et considérons
P=is Z p(9)pplg) "
|Gl =

Puisque p envoie V sur W et que p(g) conserve W, on déduit que p’ envoie V' sur
W. De plus, pour tout w € W on a

Zp ~Hw)

gEG

Zp “Hw)  car p(g)H(w) €W

gEG

e 3w

geG
=w car char(K){|G].
Ainsi, p’ est un projecteur de V sur W. En posant
W' =keryp/,
on obtient
V=wWaoWw.

Il reste & montrer que W’ est stable par G. Pour cela, montrons d’abord que p’
commute avec 'action de G. Pour tout h € GG, on a

p(h)p/ p(h)™" = |G|ZP pl9)”"p(h)™

geG

Zp hg)p p(gh)~!
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Ainsi,

pour tout h € G.
Maintenant, si x € W’ et g € G, alors

p'(z) =0.
Donc, comme p’ commute avec p(g), on obtient
P'(p(9)(x)) = p(g)p'(z) = 0.
Ainsi,
p(g)(z) € kerp' = W".

Par conséquent, W’ est stable par G. On a donc trouvé un supplément G-stable de W,
ce qui conclut la preuve. O

Proposition 6.10 (Lemme de Schur). Soient V' et W deux représentations irréductibles
d’un groupe G, et ¢ : V. — W un G-morphisme non identiquement nul. Alors :

(1) ¢ est un isomorphisme.

(2) Si de plus V=W est de dimension finie, et si K est algébriquement clos, il existe
un scalaire non nul \ tel que

© = Aidy.
Corollaire 6.11. Soit G un groupe fini d’ordre inversible dans K.
(1) Toute représentation indécomposable est irréductible.
(2) Toute représentation p se décompose en une somme directe
p=p1D--Dpk
de représentations irréductibles.

Théoreme 6.12. Si G est abélien fini, toute représentation irréductible de G sur C est
de dimension 1.

Théoréme 6.13. Soit G un groupe abélien fini, et prenons K = C. Alors toute représentation
wrréductible de G est de dimension 1.

Démonstration. Soit
p:G— GL(V)
une représentation irréductible de G. On peut voir V' comme un CG-module en posant
g-v=p(g)(v), geG veV.
Fixons g € G. 1l faut montrer que 'application linéaire

plg): V—V

est un morphisme de CG-modules. Il faut donc vérifier que, pour tout h € G et tout
veV,ona

p(g)(h-v) =h-p(g)(v).
Or, par définition de I'action,
p(g)(h-v) = p(g)p(h)(v) = p(gh)(v).
Comme G est abélien, on a gh = hg, donc

p(gh)(v) = p(hg)(v) = p(h)p(g)(v) = h- p(g)(v).
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Ainsi,
p(g)(h-v) = h-p(g)(v),
pour tous h € G et v € V. Donc
p(9) € Ende(V).

Comme V est irréductible, le lemme de Schur donne
Endcq(V) =Cldy .
Il existe donc un scalaire A\, € C tel que
p(g) = Ay 1dy .

Comme g € G était arbitraire, cela vaut pour tout g € G.
Par conséquent, tout sous-espace vectoriel W C V est stable par I'action de GG. En
effet, si w € W, alors pour tout g € G,

p(g)(w) = Agw € W.

Alinsi tout sous-espace de V' est un sous-CG-module.
Or V est irréductible, donc ses seuls sous-CG-modules sont 0 et V. Si v # 0, la droite
Cwv est donc un sous-module non nul de V', d’ou

Cv=V.
Ainsi
O
Définition 6.14. (1) Un A-module V' est dit semi-simple si, pour tout sous-module
W de V, il existe un sous-module W' de V tel que
V=WaoWw.

(2) L’algebre A est dite semi-simple si le A-module régulier est semi-simple.

Lemme 6.15. Soit V un A-module semi-simple et W un sous-module de V. Alors W et
V/W sont semi-simples.

Démonstration. Ecrivons
V=WaoW,
ou W’ est un sous-module de V. Alors
V/W = (W & W’)/W ~ W,

donc il suffit de démontrer 1’assertion pour les sous-modules.
Soit donc U un sous-module de W. Alors U est aussi un sous-module de V', donc il
existe un sous-module U’ de V tel que

UaU =V.

On a alors

W=vnw
=UaU)NnW
=UnW)e U NW)
=Ua U NW).
Puisque U’ N W est un sous-module de W, on conclut que W est semi-simple. U

Théoréme 6.16. Soit V un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(1) V' est semi-simple ;
(2) V est somme directe de sous-modules simples ;

(3) V' est somme de sous-modules simples.

Démonstration. L’implication (1) = (2) se démontre exactement comme le corollaire 1.9.
L’implication (2) = (3) est triviale.
Montrons que (2) = (1). Ecrivons

V=PV,

avec V; simple, et soit W < V. Puisque V est de dimension finie, on peut choisir U < V
de dimension maximale tel que

UnWw = {0}.
Supposons que

W+U#YV.
Alors il existe v € V' tel que

vé W+ U.
On peut écrire

v = Z Ui, v; € V.

Il existe alors i tel que
Donc

Vig W+ U.
On a alors

(W+U)NV; = {0},
puisque V; est simple. Cela implique
(U+V,)nW = {0}.

Mais comme

UcU+V; <V,
ceci contredit la maximalité de U. Ainsi
W4+U=V.
Comme U NW = {0}, on obtient
V=WealU.
Donc tout sous-module W de V' admet un supplémentaire, et par conséquent V' est semi-
simple. U

Théoreme 6.17. Soit G un groupe fini et F' =R ou C. Alors tout FG-module non nul
est completement réductible.

Démonstration. Soit V un F'G-module non nul. On raisonne par récurrence sur dim V.
SidimV =1, le résultat est immédiat, car V' est alors irréductible.
Supposons maintenant dim V' > 1. Si V' est irréductible, il n’y a rien a démontrer.
Supposons donc que V soit réductible. Il existe alors un sous-F'G-module U tel que

{0} AU #V.
Par le théoreme de Maschke, il existe un sous-F'G-module W tel que
V=UapW.
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Comme
dimU < dim V' et dimW < dimV,

I’hypothese de récurrence s’applique a U et a W. On peut donc écrire
U:Ul@...@(]h WZWl@"'@Ws,

ou chaque U; et chaque W; est un F'G-module irréductible.
Par associativité de la somme directe, on obtient alors

V=U,®--- oUW, S ---OW,,

ce qui montre que V' est somme directe de F'G-modules irréductibles.
Ainsi, tout F'G-module non nul est completement réductible. O

Théoreme 6.18. L’algebre A est semi-simple si et seulement si tout A-module est semi-
simple.

Démonstration. Sitout A-module est semi-simple, alors en particulier le A-module régulier
est semi-simple, et A est semi-simple par définition.

Réciproquement, supposons A semi-simple, et soit V' un A-module. Puisque V' est
supposé de dimension finie, il existe vq,...,v,, € V tels que

V= i A'UZ'.
i=1

Grace au théoreme 5.16, il suffit de montrer que chaque Av; est semi-simple. Fixons donc
ie{l,...,m}.
L’application
w; : AA — Av;, a+— av;
est un morphisme de A-modules surjectif. On a donc
Av; ~ 4 A/ ker(y;).

Or A est semi-simple, donc le A-module régulier 4 A est semi-simple. Par le lemme 5.15,
tout quotient d’un module semi-simple est semi-simple. Ainsi 4 A/ ker(¢p;) est semi-simple,
et donc Av; est semi-simple.

Par conséquent, V' est somme de sous-modules semi-simples, donc somme de sous-
modules simples. D’apres le théoreme 5.16, V' est semi-simple. Il

Lemme 6.19. (1) Soit V' un A-module semi-simple et soit
V=Vvie---pV,

une décomposition de V' en somme directe de sous-modules simples. Alors, pour
tout A-module simple S isomorphe a un sous-module ou a un module quotient de
V', il existe i € {1,...,m} tel que

S~ V.
(2) Si A est semi-simple, alors il n’y a qu’un nombre fini de A-modules simples, d
1somorphisme pres.
Démonstration. (1) Soit S" <V avec S’ ~ S. Alors il existe T' < V tel que
V=Tas,

et on a alors
S~S ~V/T.

Il suffit donc de prouver I’assertion pour les modules quotients.
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Soit donc T' < V' tel que

S~ V/T.
Puisque S est simple, T est maximal. Soit ¢ € {1,...,m} tel que
V¢ T

On a

V=Vi+T
car 1" est maximal, et

V.nT = {0}
car V; est simple. Il suit que

V=V,el,
et donc

S~V/T ~V,.

(2) C’est une conséquence directe de (1) appliqué au A-module 4A, puisqu’on a vu
dans la preuve du théoreme 6.18 que tout A-module simple S est isomorphe a un
quotient de 4A. En effet, si s € S\ {0}, la surjection

©:4A— S, a+— as
donne
S~ 4A/ker .

Comme 4 A est semi-simple, il se décompose en somme directe finie de sous-
modules simples. Par (1), tout A-module simple est donc isomorphe a l'un des
facteurs simples apparaissant dans une telle décomposition de 4A. Il n’y en a

qu’un nombre fini, ce qui conclut.
O

Exemple 6.20. Soit
G=Ds=(a,bla®>=b"=1, b lab=a"").

On considere maintenant CG comme un CG-module a gauche, c¢’est-a-dire que 'action
est donnée par la multiplication a gauche.
Posons

W = 627r7,/3.

On définit
vo=1+a+d’,
v = 1+ w?a + wa?,
vy = 1+ wa + w?a?,
et
(Y :b'Ui, 220,1,2
Lemme 6.21. Pourt=20,1,2, on a

av; = W ;.
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On étudie maintenant ’action de a et de b sur les éléments w; = bv;.
Puisque
blab=at

et b =, on a aussi

ab = ba~'.
Alors
aw; = a(bv;) = abv; = ba'v;.
Or
a_lvi = w_ivi.
Donc
aw; = w by, = w ;.

Ainsi,

aw; = wﬂwi.

D’autre part, comme > = 1, on a

b'l}z' = W;
et
bwi = b(bv,) = V;.
On obtient donc les relations
av; = w';, aw; = w'w;,
et
bUi = Wy, bwl = ;.

En particulier, les sous-espaces
span(vo, wy), span(vy, wy), span(vsy, ws)

sont stables par I’action de a et par I'action de b. Ce sont donc des CG-sous-modules de
CaG.
Considérons d’abord

span(vg, wp).
Sur cet espace, I’élément a agit trivialement :
avy = Vo, awy = Wy.
L’élément b, lui, échange vy et wy :
bUO = Wy, b’U)O = Up.
Donc
b(?)o -+ wo) = Vo —+ Wo
et
b(’UO - wo) = —(UO - wo).
On pose alors
U1 = C(’UU -+ wo),
et
U2 = C(Uo — U)()).
Sur Uy, on a
a1, b— 1.

C’est donc la représentation triviale. Sur Us, on a

a1, br— —1.
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Ainsi,

span(vg, wy) = Uy & Us.

Considérons maintenant
Us = span(vy, wy).
On a
av; = wuy, aw, = w_lwl,

et

bvy = wy, bwy = vy.
Dans la base (vy,w;), les matrices de a et b sont donc

no=(5 L) me=(7 )

Lemme 6.22. Le CG-module Us est irréductible.

Démonstration. Supposons que Us admette un sous-module non nul propre. Comme
dim U3 = 2,

ce sous-module serait nécessairement de dimension 1.
Supposons que L C Us est stable par GG. En particulier, L est stable par a. Or, dans
la base (v1,w;), 'action de a est diagonale avec deux valeurs propres distinctes :

w et wt.
Les seules espaces stables par a sont donc
Cuq et Cuw;.
Mais aucun de ces deux espaces n’est stable par b, puisque
bv; = wyq, bw; = vy.
Donc U; ne possede aucun sous-module non nul propre. Il est donc irréductible. U

De meéme,
Uy = span(vy, ws)
est irréductible. En effet, dans la base (vy, ws), on a

2 ~1
=5 )= (% ) o= (7 0).
Enfin, les six éléments
Vo, V1, V2, Wo, W1, W2
forment une base de CG. On obtient donc
CG=U,0U,®U;®U,.
Les dimensions sont
dimU; =1, dimU, =1, dim U; = 2, dim U, = 2,
et
1+142+2=6=dimcCG.
De plus,
Us ~ Uy.
Par exemple, I'application linéaire définie par
V] — Wo, Wy — Uy

est un isomorphisme de CG-modules.
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Ainsi, a isomorphisme pres, les représentations irréductibles de Dg sur C sont
pl(a) - 17 pl(b) = 17
pQ(a) =1, pZ(b) =—1,

mo=(5 L) mo=(7 )

Proposition 6.23. Supposons que V et W soient des CG-modules irréductibles. Alors

1, sa VW,

dim(HomCG(V> W)) - {() stV £ W.

Proposition 6.24. Soient V et W deux CG-modules, et supposons que
Homee (V, W) # {0}.
Alors Vet W ont un facteur de composition commun.

Démonstration. Soit
RS Homgg(‘/, W), 0 75 0.
Par le théoreme de Maschke, il existe un sous-CG-module non nul U de V' tel que
V =Ker(¢) & U.
Choisissons un sous-CG-module irréductible X de U.
Comme X N Ker(d) = {0}, la restriction
’l9|X X =W

est non nulle. Son image ¥(X) est donc un sous-CG-module non nul de W. De plus,
comme X est irréductible et que ¥|x est un CG-homomorphisme non nul, le lemme de
Schur implique que

I(X) ~ X.
Ainsi X est un facteur de composition de V' et de W. Par conséquent, V et W ont un
facteur de composition commun. O

Théoréme 6.25 (Artin—-Wedderburn). Soit K un corps algébriquement clos et A une
K-algebre semi-simple de dimension finie. Soient Sy, ..., S, des représentants des classes
d’isomorphisme des A-modules simples. Pour tout i =1,...,r, notons

.
A~ @Kmixmi.
i=1

Démonstration. Puisque A est semi-simple, on peut écrire
AA=Vie--al,

ou chaque V; est un A-module simple. Considérons I'algebre End4(4A), elle est isomorphe
a l'algebre des matrices de taille ¢ x ¢ dont le coefficient en position (i, j) est un élément
de

On a

Homa(V;, V),
munie de la multiplication matricielle usuelle.
Mais, comme les V; sont simples, on peut appliquer le lemme de Schur,

Homa(Vi,V;) = {0} sl V; £V,
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et que
Homa(V;, Vi) = Enda(V;) ~ K.

Regroupons donc les V; qui sont isomorphes deux a deux dans la décomposition de
AA. En posant, pour tout j =1,...,r,

Aj = @ ‘/ia
1<i<t
VZ'ZS]'

on obtient
AA:Al@'@ATZS?nl@'@ST@n”,
ou n; est le nombre de V; isomorphes a S;. On obtient donc
Ends(4A) ~ Enda (Sfa"l) DD Endy (SSB"T)
~ MYy gy X

Maintenant, A est isomorphe, en tant que K-algebre, a Enda(4A)°, I'algebre opposée
a End(4A), ou la multiplication est définie par

a*b=ba.

On a donc

A~ Enda(aA)°
~ (K™ ™ @@ Kmm)°
~ (K™ m) @@ (Kmr)”
~ KMo gy K

le dernier isomorphisme étant donné par la transposition matricielle.
Il reste a montrer que

n; = m;

. . N . . . , on; .
pour tout ¢ = 1,...,7. Par construction, l'algebre K™*" agit par zéro sur S;" si et
seulement si j # 7. On a donc un isomorphisme de A-modules

M X1 ®n;
K i i~ SZ 27

puisque les deux sont isomorphes au quotient de 4 A par les éléments annihilés par K™*™,
Ainsi, on a

2 _ g niXn; __ J; dn; __ . _
n; = dimgK""" = dimgS;”"" = n;dimgS; = nym;.

Comme n; # 0, on obtient

Finalement,

A~ mixm D e xme @Kmlxml
i=1

Pour tout a € A, considérons 'application
R, : AA — 4A, T — Ta.
C’est un morphisme de A-modules a gauche. En effet, pour tous b,z € A, on a
R, (bx) = (bx)a = b(xa) = bR, (z).
On obtient donc une application

@2A—>E7’LdA(AA), CLI—)Ra.
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Cette application est bijective. En effet, si f € Ends(4A), alors, pour tout x € A,
f(@) = f(z-1) =z f(1).

Ainsi f = Ryq). Donc tout endomorphisme A-linéaire de 4A est une multiplication a
droite.
Cependant, la composition des multiplications a droite renverse 'ordre : pour tous

a,b e A,
R, o Ry(z) = R,(2b) = (xb)a = x(ba) = Rp.(z).
Ainsi
R, o Ry, = Ry,.

Par conséquent, 'application a — R, n’est pas un morphisme d’algebres de A vers
Enda(4A), mais un morphisme d’algebres de A vers 1'algebre opposée Enda(4A)°. Au-
trement dit, on a un isomorphisme de K-algebres

A~ Enda(aA)°.
Corollaire 6.26. Avec les notations du théoréme précédent, on a :
(1)
dimg(A) = Zm?
i=1

(2)

dimg (Z(A)) =,

ot
Z(A)={z€ A|za=az, Vaec A}

est le centre de A.

Démonstration. Le théoreme 5.22 implique directement (1). En effet, on a

A @ R,
i=1
donc
dimg(A) = ZdimK Kmixmi — me
i=1 i=1
Pour (2), on utilise le fait que
Z (KM ={\[, |\ e K} ~ K.
Ainsi,
Z(A) ~Pz(xkmm) ~PK.
i=1 i=1

Par conséquent,
dimg (Z(A)) =1

Proposition 6.27. Si U est un CG-module, alors
dim(Homee(CG,U)) = dimU.
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Théoreme 6.28. Supposons que
CG=U,®---aU,

somme directe de sous-C'G-modules irréductibles. Si U est un CG-module irréductible
quelconque, alors le nombre de CG-modules U; tels que

est égal a dimU .

Théoreme 6.29. Soient Vi, ..., V) un systeme complet de CG-modules irréductibles deux
a deux non isomorphes. Alors
k

S (dimViy? = €|

i=1
Démonstration. Ecrivons
cG=U,®---aU,
somme directe de sous-C'G-modules irréductibles. Pour 1 <1 < k, posons
d; = dimV;.
Or on a pour chaque 7, le nombre de CG-modules U; tels que
U ~V,

est égal a d;.
On en déduit que

k k
dim CG = dim Uy + -+ + dimU, = Y _d; dimV; =) _d?.
i=1 =1

Or
dim CG = |G].

Par conséquent,
k

> (dimVi)* =G,

i=1

On peut aussi utiliser un autre outil caractere pour déduire cette égalité.
Définition 6.30 (Caractere d’une représentation). Soit
p:G— GL(V)
une représentation de G. Le caractere de p est la fonction
Xp=Xxv:G—C

définie par
g — Tr(p(g))-
Autrement dit,
Xp(9) = Tr(p(g)).
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Remarque 6.31. Tout caractere
x:G—C
s’étend linéairement en une fonction

X:CG —C.

Plus précisément, si

x:Zagge(CG,

geG

alors on pose

X(@) = agx(g).

geG

Proposition 6.32. Soit
p:G— GL(V)

une représentation de G et x son caractére. Alors

x(1) =dimg(V).

Lemme 6.33. Pour toust,7=1,...,r, on a
X(ei) = dijx;(1).
Corollaire 6.34. Les caracteéres x;, 1=1,...,r, sont deur a deux distincts.
Démonstration. Soient i,j € {1,...,r}. Supposons que
Xi = Xj-

Alors leurs prolongements linéaires a CG sont aussi égaux :
Xi = Xj-
En particulier, en évaluant en e;, on obtient
Xi(e:) = X;j(e:).
D’apres le lemme précédent,
Xi(e:) = xi(1)

et
Xj(€:) = dijx;(1).
Or
Xi(1) = dime(S;) > 0.
Donc

Xi(1) = 0i5x;(1).
Si 7 # j, le membre de droite serait nul, ce qui est impossible. Ainsi

i= .

Théoréme 6.35. On a

> x()P=lal.

X€Elrr(G)
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Démonstration. On a

D’apres la décomposition de 1’algebre de groupe en composantes simples, on a
dim¢(CG) Z dimg(S

Or, pour tout ¢ =1,...,r,
xs; (1) = dime(S;),
puisque xg, (1) est la trace de I'identité de S;. Donc

|G| = Zdlmc ZXS

Enfin, d’apres le corollaire précedent, les caracteres xg,,...,Xs, sont deux a deux dis-
tincts, et ils forment donc exactement l'ensemble Irr(G). Ainsi,

Gl= > x>~

x€Irr(G)
U

Théoreme 6.36. Le nombre de caractéres irréductibles de G est égal au mombre de
classes de conjugaison de G.

Démonstration. Notons

Ci,...,C
les classes de conjugaison de GG. Pour tout i = 1,..., s, posons
Ci=> zeCaG.
zeC;
Nous allons montrer que 6’\1, . ,6’: forment une base de Z(CG).

Tout d’abord, pour tout g € G et tout e =1,...,s, on a

9Ci =g (Z x) = (Z g:ﬂg‘1> g
zeC; zeC;

Or, comme C; est une classe de conjugaison, on a
{gzg~" |z € C;} = C;.

Donc
<Z gargl) g= (Z x) g=Cig

z€C; z€C;

Ainsi
9@ = é\ig
pour tout g € G, et donc
C; € Z(CQ).
Puisque les classes de conjugaison (', . .., Cy sont deux a deux disjointes, les éléments

6\1, e ,6'\5 sont linéairement indépendants.

Il reste & montrer qu’ils engendrent Z(CG). Soit
2= \g € Z(CQ).

geG
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Pour tout h € G, on a
hzh™' = 2.
Or
hzh™ = Aghgh™".
geG
En comparant les coefficients dans la base G de CG, on obtient

)\g - )\hgh—l

pour tous g, h € G. Autrement dit, le coefficient A\, ne dépend que de la classe de conju-
gaison de g.
Ainsi, il existe des scalaires py, ..., us € C tels que

z= Z /L,(/J\Z

i=1

Donc
Z(CG) = span(c{a, . ,6\8}
Par conséquent,
D’autre part, d’apres la décomposition de CG en composantes simples, on a
CG = P CGe;,
i=1

ou les e; sont des idempotents centraux primitifs associés aux r classes d’isomorphisme
de CG-modules simples. Il en résulte que

Z(CG) = P Ce;,
i=1
donc
dim¢ Z(CG) =r.
Ainsi s = r. Or r est le nombre de caracteres irréductibles de GG, tandis que s est

le nombre de classes de conjugaison de G. On en déduit que le nombre de caracteres
irréductibles de G est égal au nombre de classes de conjugaison de G. O

Exemple 6.37.
Z(CS3) =< id, (12) + (13) + (23), (123) + (132) >
Remarque 6.38. Ce que nous voulons pour la représentation irréductible de .S,, est
#{partitions de n} = #{classes de conjugaison de &,,}
= #{représentations irréductibles complexes de &,,}.

La premiere égalité vient de la décomposition des permutations en cycles, la seconde vient
du théoreme [6.25] et théoreme |6.36] Plus précisément, d’apres [6.25 on a

CG = @ o,
i=1

or Z(Cm*mi)y = \;Id,y,,, donc
dim(Z(CQ)) =r

ol r est aussi le nombre de conjugaison d’apres le théoreme [6.36
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