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Introduction

Le projet de L3 dont ce document est le compte-rendu a été encadré
par Serge Parmentier, que je remercie chaleureusement. Son implication,
sa pédagogie et ses explications ont largement contribué a la réussite de ce
projet.

Ce document a pour but de faire découvrir au lecteur les pavages du
disque unité par des polygones hyperboliques. Pour y parvenir, nous nous
arréterons sur plusieurs points clés tels que la géométrie hyperbolique et le
groupe de Mobius. L’étude et la compréhension des pavages est fortement
liée a certains groupes. Ceux-ci sont intrinsequement liés a des topologies
quotient, ce qui motive leur étude — mais nous n’explorerons pas ce point
de vue.

Bibliographie

Les références suivantes ont inspiré ce travail et offrent des pistes pour
approfondir ’étude du sujet :

- Notes de cours de S.Parmentier
- Hyperbolic Geometry, James W.Anderson, Springer (2005)
- Hyperbolic Geometry (London Mathematical Society Student Texts), Birger
Iversen, Cambridge University Press (1993)
- Hyperbolic Geometry, Caroline Series, PDF (2008)



1 Meétrique et géométrie hyperbolique

1.1 Géodésiques de ’espace hyperbolique

Soit S une k-surface de R”, U C R¥ un ouvert, et ¢ : U — S un paramétrage
local de S, c¢’est a dire une immersion injective. Soit m € S.

Définition 1.1 (Plan tangent). On définit le plan tangent a .S au point m
comme ’ensemble des dérivées au point m des courbes lisses tracées sur S :

TmS = {7/(0) | v ]_575[ — Sv")/<0) = m}
C’est un sous-espace affine de R" passant par m, et de direction Im(d,,p).

Définition 1.2 (Métrique Riemannienne). On définit sur S une métrique
Riemannienne c’est a dire la donnée en tout point m de S dun produit
scalaire :

G TnS X TpnS — R
(X,Y) — gn(X,Y)

avec la contrainte que quelque soit le paramétrage de ¢, si X et Y sont des
combinaions linéaires d’éléments de Im(dyp) a coefficients dans C*>°(U), alors
I'application ¢t — gy (X (1), Y (1)) € C(U).

Définition 1.3 (Longuecur d'une courbe). Etant donné un segment I de R,
et une courbe v : I — S, on définit la longueur de ~y, notée I(vy) par

() = / \/gw)(v’(t),v’(t))dt-
I
Définition 1.4. On appelle demi-plan de Poincaré et on note H 1’ensemble
{z € C,Im(z) > 0}.

On observe que H est un ouvert de C, qu’on identifiera a partir d’ici a
R2. Un paramétrage de H se fait par 'application identité :

id: {(z,y) e R?,y >0} — H
(z,y) — x+ 1y



Aussi la différentielle de ce paramétrage est I'identité, et donc le plan tangent
a H en un point z € C est C lui méme. En considérant (., .) le produit scalaire
usuel sur R? ~ C, on va définir sur H la métrique suivante :

V2eH, g, : RZxR? — R

(XY)
Im(2)?

(X,)Y) —

Il en résulte la formule suivante pour la longueur d’une courbe : pour
v: I — H,

I(v) = i

VOO,
Tm(y®)

Exemple : Soient a,b € R, tels que a < b. On parametre le segment
entre ia et ib par 7 : t — it pour tout ¢ € [a, b]. Alors

Im(~(t))

1
[ qa
o

b

= ln(a)

1) :/b VO ®),70)

Soit v : [0,1] — H. On se demande maintenant quelles sont les ap-
plications de H dans lui-méme qui préservent la longueur, c’est a dire les
applications qui vérifient (1) o v) = I() avec ¢ : H — H différentiable.

D’une part,

1) = [ fmoe o)



D’autre part en utilisant la regle de la chaine,

1009) = | Vsl 02 (0, (w010

B /0 \/gm(t)(dv(t)w(w(t)), dyy (7' (1)) dt

Ainsi si Vz € H, VX, Y € R?,

alors 1) préserve la longueur.

La notion de longueur étant défnie, on peut maintenant définir la dis-
tance comme suit : soient z,y € H, on note C,, I'ensemble des courbes
paramétrées, dérivables par morceaux joignant z et y. Alors d(z,y) =
inf{l(v),y € Cyy}, et on appelle géodésique toute courbe réalisant cet infi-
mum. On admet que d définit une distance sur H.

Proposition 1.5. Soient x,y € H. Alors il existe une unique géodésique
entre x et y. De plus cette géodésique est soit un segment de droite verticale,
soit un arc de cercle centré en un point de l’axe réel.

Preuve : On va d’abord traiter le cas ou x et y ont méme partie réelle.
Notons x = a + ib et y = a + ic. Sans perte de généralités on peut supposer
que b < c¢. Nous avons vu dans ’exemple plus haut que le segment de droite
reliant x et y a pour longueur in(§). Soit v : [0, 1] — H une courbe dérivable
par morceaux telle que v(0) = x et v(1) = y. Alors



v(t)
(1)
In(Im(o5)
= in(;)

c’est a dire la longueur du segment reliant x a y. On notera que z —
Im(z) est la projection canonique sur la seconde coordonnée qui s’écrit p :
(r,y) — y dans R?, ce qui justifie que t — In(Im(y(t))) est bien une
primitive de t — I'm(2L ((f)))

On observe egalement que D’égalité est vérifiée si et seulement si Vi €
[0,1], Re(y/(t)) = 0, ie Re(7y) est constante. Les géodésiques entre x et y
sont donc sur la droite verticale passant par x et y. Aussi si 7 n’est pas le
segment vertical reliant = a y, il existe s = a+id sur la droite verticale reliant
x aytel que d < boud>c, et donc v a une longueur supérieure a celle du
segment [z,y|. Ceci justifie que le segment vertical reliant x a y est I'unique
géodésique entre ces deux points.

Traitons a présent le cas général. Si x et y n’ont pas méme partie réelle,
alors il existe un unique cercle centré en un point de I’axe réel passant par
x et y. On va montrer que l'arc de cercle est I'unique géodésique entre x
et y. Notons R son rayon et 2 son centre. Le centre {2 se construit comme
I'intersection de I’axe réel et de la médiatrice entre x et y. Soient a« = Q2 — R
et B = Q4+ R les deux points d’intersection de ’axe réel et du cercle. On
considere 'application f : 2z — —ﬁ, on utilisera dans cette preuve, et on
démontrera plus loin dans la section dédiée au groupe de Mdobius, qu’elle est
une isométrie (bijective) préservant H. La propriété de f qui nous intéresse
est qu’elle transforme le cercle en une droite verticale dont nous savons plus
facilement étudier les propriétés. Soit z € C(€2, R). Alors :



Re(f(2)) = Re (_ L ) ~ Re <_’(ZE) _ Re(z—a)

z—a z—al’ 1z —al?

Mais comme z € C(Q,R), |z — Q" = R? donc |z —a — R|* = R?, d’ou
|z — o> = 2RRe(z — o). Par suite,

Re(z —a)  —1

Re(/(2)) = " 2RRe(z—a) 2R

Ainsi I'image de C'(Q2, R) par f est incluse dans une droite verticale d’abcisse
2‘—;. Puisque f est une isométrie, elle préserve la longueur et donc la distance.
La distance entre les deux points images f(z) et f(y) est donc la distance
entre z et y. Par conséquent, le segment [f(x), f(y)] étant 'unique géodésique
entre ces deux points (ils sont sur une méme droite verticale), alors I'arc de
cercle entre x et y défini plus haut est I'unique géodésique reliant x et y
(puisque f envoie les géodésiques sur les géodésiques).

O

1.2 Notion d’aire hyperbolique

Nous pouvons également définir la notion d’aire a I’aide de la métrique. Pour
cela introduisons d’abord 1’objet suivant :

Définition 1.6. Soit S une surface paramétrée par I'immersion injective
0:UCR? — S CR?: (s,1) — (s, 1).

On appelle premiere forme fondamentale au point (s, t) de S, la restriction
a Im(dspp) du produit scalaire usuel de R®.

Nous serons amenés a considérer la matrice de cette premiere forme fon-
damentale. ¢ est une immersion, et donc une base de Im(dsz ) est 'image
de la base canonique de R* par I'm(d ), ie la base (g—f, %—f). Dans cette

base la matrice recherchée est donc :

_ (%% (%8.%2)
G(s,t) =
(51) (<%>£> <5‘f,%>)

Nous supposerons par la suite que les composantes de cette matrice sont des
applications de C'(U).



Définition 1.7 (Aire). Soit A C U un compact. Alors l'aire de p(A) C S

est
Aire(go(A)):/A\/det(G(s,t))dsdt.

Dans notre cas, rappellons que Vz € H, VX,Y € R?,

XY)

9:(X,Y) = Im(z)?

Puisque la différentielle de notre paramétrage est l'identité, une base de
I'espace tangent est la base canonique de R2, et il vient donc que dans cette

base,
1

.
Im(2)?"?

Nous en déduisons que si A est un compact de H,

Vz € H, G(2)

Aire(A) :/ %dxdy.
AY

Le calcul de l'aire est parfois laborieux, mais nous allons voir que les
mémes applications qui laissent la longueur invariante, laissent 1’aire invari-
ante :

Proposition 1.8. Soit un C*-difféomorphisme h : H — H tel que Vz €
H, VX,Y € R?,
gz(X, Y) = gh(z) (thX, thY)

Alors h préserve laire.

Preuve : Notons z = z+1y, et (ey, e2) la base canonique de R?* ~ C. On
note J,h la matrice jacobienne de h. Il faut montrer que Aire(A) =Aire(h(A)),

/A Vdet(G(z,y)) dedy = /}L(A) Vv det(G(u,v)) dudv.

Remarquons qu’en utilisant la formule de changement de base des formes
bilinéaires, on établit que

l9-(eir €)))s; = [oney(Johes, Jhey)], . =" Lh [gne (e e))],, Joh.



Ainsi, puisque (z,y) — /det(G(z,y)) définit une application continue donc
mesurable, et sous I’hypothese que h définit un C*'-difféomorphisme, la for-
mule de changement de variables indique que

/h(A) Vdet(G(z,y)) dedy = /A Vdet(G(h(u,v))) |det(Jiuwh)| dudv
_ /A Jet(t Ty ) det (G (h(as,v)) ) det(Jiuyh) dude

= /A Vdet(G(u,v)) dudv

en utilisant la remarque précédente et les propriétés du déterminant.

2 Homographies et groupe de Mobius

2.1 Groupe de Mobius, premieres propriétés

Définition 2.1 (Homographie). Soient a,b,c,d € C tels que ad — be > 0.
Une homographie est une application

C:=CuU{o0} —C
az+b

cz+d

Une homographie étant déterminée par quatre nombres complexes, on
intruduit naturellement ’application suivante :

~

¢ : Gly(C) — Hom(C)

b
A= (‘CL b) s ha(z) = B

d cz+d
On vérifie que ¢ définit un morphisme de (Gly(C), x) dans le groupe

~

(Hom(C), o) des homéomorphismes de C :

/! /
Soient A = (CCL 2) et B = (i, Z,), alors

/ b / b/ bd/
o) = (5 T T )) = hao s = () o 6(8)

9



Quitte a multiplier au numérateur et au dénominateur par 'inverse du déterminant
de la matrice associée a I’homographie, on pourra supposer que les matri-

ces sont de déterminant 1, c’est a dire des matrices de SLy(C). Enfin on
appelle Mob*t le groupe des homographies {z — ha(z), A € SLy(C)}. On
notera que Ker(¢) = C*I,, et donc que Mobt = GLy(C)/C*I5 ou encore
Mob = SLy(C)/ £ I en se limitant aux matrices de déterminant 1.

Proposition 2.2 (Générateurs de Mob™). Soient a € R* et b € R. Les
applications z — az +b et J : z —> % engendrent Mob™ .

Preuve : Soit m : z — ‘Zzzis (a,b,c,d € C) une homographie. Si ¢ # 0,

on considere les homographies suivantes :

bc — ad a
2+ —
c c

d 1
fiizr—z+—J iz2— — fo 12—
c z

Puis on vérfie que f; o J o fj = m. Enfin si ¢ = 0, m est déja de la bonne
forme.
R OJ
On peut également considérer 'action de SLy(C) sur C par homographie
pour établir ce résultat utile :

Proposition 2.3. L’action de SLy(C) sur C est strictement triplement tran-
sitive. Autrement dit, étant donnés (21, 22,23) et (wi,ws,ws3) deuz triplets
d’éléments distincts de @, il existe une unique homographie m telle que
m.(z1, 29, 23) = (w1, Wa, W3).

Pour montrer ce résultat mous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4. Soit m € Mob" une homographie admettant 3 points fizes.
Alors m = id.

Preuve : Notons Vz € (@, m(z) = gjig, avec les conventions habituelles
m(oo) = ¢ et m(%i) = 00. Supposons que m # id. Si ¢ = 0, d’une part
m(oco) = oo et donc oo est un premier point fixe, et d’autre part si z € C,

alors 1’égalité m(z) = z nous invite a résoudre I’équation (a —d)z +b =0, et

donc ﬁ est un second point fixe si a # d. Si a = d, I’équation n’a pas de
solutions dans C, sauf si b = 0, auquel cas m = id ce qui est exclu. Ainsi m
admet un ou deux points fixes. Si ¢ # 0, m(oo) = ¢, donc oo n’est pas un

point fixe. Néanmoins la résolution dans C de m(z) = z nous permet de dire
que les points fixes de m sont exactement les solutions de cz?+(d—a)z—b = 0

10



et m admet au maximum deux points fixes. Finalement si m # id, alors m
admet au plus deux points fixes, et donc toute homographie admettant plus
de deux points fixes est I'identité.

O

Preuve de la proposition :

Unicité : Soient m; et my deux homographies envoyant (z1, 29, 2z3) sur
(w1, ws,ws). Alors ml_1 o my admet z1, 29 et z3 pour points fixes. D’apres le
lemme précédent, ml’1 o me = id iIe My = Mmao.

Existence : Dans un premier temps, supposons que (zi, 23, 23) Soit un
triplet d’éléments distincts de C. On montre que

(z = 21)(22 — 23)
(z — 23)(22 — 21)

m(z) =

envoie (z1, 29, 23) sur (0,1,00). De plus puisque (2o — 23)(—23)(22 — 21) —
(—21)(20—23)(20—21) = (22—23) (20— 21)(21—23) # 0, alors m € Mob™. Reste
a traiter le cas ou oo apparait dans 'un des triplets. Pour cela remarquons
que
(22 — 23)
(z — z3)
envoie (00, 29, z3) sur (0,1,00) et que —(22 — 23) # 0 donc m’ € Mob™.

Soit (wy,wsq,ws) un triplet d’élements distincts de C. La méme construc-
tion montre qu'il existe n € Mob™ telle que n envoie (wy,ws, ws) sur (0,1, 00),
de sorte que n=! o m envoie (21, 29, 23) sur (wy,ws, ws).

m'(z) =

O

Elargissons maintenant notre terrain de jeu, et intéressons nous a C' :
z — Z. Plus particulierement, si A € SLy(C), on considerera les applica-
tions z — h4(Z), et on appellera groupe de Mobius, noté Mob la réunion

Mob = {z — ha(2), A € SLo(C)} U{z — ha(%), A € SLy(C)}

L’étude du groupe de Mobius M ob est motivée par ses propriétés géométriques,
notamment la suivante :

Proposition 2.5. Le groupe de Mobius transforme cercles et droites de C
en cercles ou droites.

Preuve : Il suffit de le vérifier pour les générateurs ; autrement dit vu
la construction de Mob, les applications z — az + b, J et C, pour a € R*

11



et b € R. Rappelons d’abord que si z5 € C et R > 0, le cercle est défini par
C(z0,R) = {z €C, |z— z0|2 = Rz} = {z e C, |z|2 —Z2— 279 = R — |zo|2}
et que si a, b, c € R, une droite est définie par

1
{z €C, aRe(z) +bIm(z)+c=0} = {z eC, 5[(a —ib)z + (a+ib)Z] + ¢ = 0}

en utilisant que Re(z) = 2= et Im(z) = _i(;_z). Ainsi cercles et droites

partagent la forme

{z€C, azz+pz+ B2+~ =0}

ouna,y€Ret feC (a+#0siet seulement si c’est une cercle, et respective-
ment a = 0 si et seulement si c¢’est une droite).

Soit z € ((A:, tel que azZ + fZ+ Bz +~v =0, et w tel que w = az + b, et
donc z = “’T_b Alors

azZ+ PZ+Bz+v=0

—bw—10 —-b —w-—b
w—bw +6w +Bw by =0
a a a

& a®|w =0+ af(w—"0) +ab(w —b) +a®y =0
& a®|w]® + (af — b)w + (aff — b)T + a*y + b* — 2Re(aBb) = 0

avec a® € R, (af —b) = (af — b) et a®y + b* — 2Re(afb) € R. Donc w est
élement d’une droite ou d’un cercle.
Siw=J(z) =1, alors z =1 et donc

aZZ+ PEZ+Bz+v=0
11 1 -1
Sa——+p=+—+7=0
w w w w

& Yow 4 fw + Pw +a =0

12



avec une nouvelle fois les conditions sur «, 3, remplies.
Enfinsiw=C(z) =%, 2 =W et,

aZ+PzZ+Bz+7=0
S aww + w4 o+ =0

ce qui montre que les générateurs de Mob transforment cercles et droites en
cercles ou droites. Chaque élément de Mob s’écrivant comme composée de

ces 3 transformations, on a bien le résultat voulu.
O

2.2 Groupe de Mobius de H

Définition 2.6. On appelle groupe de Mébius de H et on note Mob(H) le
sous-groupe de Mob qui préserve H.

On se demande quelle est 1'expression des éléments de Mob(H). Obser-
vons que R = R U {oco} est une droite qui délimite le demi-plan H. En
déterminant les éléments de Mob™ qui préservent R, on obtient les homogra-
phies qui envoient le demi-plan H sur le demi-plan supérieur ou inférireur.
Quitte a composer par C' : z — Z, on trouve ainsi les éléments de Mob qui
envoient H sur lui-méme. Nous allons voir que ces éléments ont une forme
particuliere. Quitte a remormaliser, on peut supposer par la suite que les
matrices associées aux homographies sont de déterminant 1.

Lemme 2.7. Les éléments de Mob tels qui envoient R sur R sont de la forme

az+b

1— m(z) = P avec a,b,c,d € R
2— m(z) = Zgis avec a,b,c,d € R
3— m(z) = ij_—s avec a,b,c,d € iR
4— m(z) = ij_—z avec a,b,c,d € iR

13



Preuve : Soit m : z — %IZ, telle que m(R) = R. Les points
d a b
—1 -1
m™(00) o m(oo) o etm (0) ”

appartiennent donc a R. Suposons que a # 0 et que ¢ # 0. On peut écrire
a = cm(o0), b= —am '(0) = —cm(oco)m (0) et d = —cm ™' (c0)

pour obtenir que

m(z) = az+b _ cm(o0)z — em(o0)m™1(0)
cz+d cz —em~1(o0)

Puisqu’on a choisi que la matrice associée a m est de déterminant 1, on a

— ®m(o0)m ™1 (00) + *m(co)m™(0) = 1

— Plm(oc)(m™(0) — m~(c0))] = 1

et comme m~!(c0), m(oo), et m~1(0) sont réels (a et ¢ non nuls), alors
2 € R, et donc ¢ € R ou ¢ € iR. Il en résulte que a,b,c et d sont ou tous
réel, ou tous immaginaires purs.

Si a = 0, alors ¢ # 0 sinon quoi le déterminant serait nul. On a que

b _
m(l) = C+detm 1(00):—2

sont réels, d’ou
d=—m"'(c0)cet b= (c+d)m(1) = c(m(1) —m(1)m™(c0))
et donc puisque ad — bc = —bc = 1,
c*(m(1)ym™"(00) —m(1)) =1

on retrouve bien que a, b, ¢ et d sont ou tous réels, ou tous immaginaires purs.
Sic=0, alors a # 0 et d # 0. Comme précédemment, on observe que

_a+b

m(0) = = et m(1) .



sont réels, et donc que

b=m(0)d et a = (m(1) —m(0))d
et la condition sur le déterminant impose que

ad — be = ad = (m(1) — m(0))d?

et donc d? est soit réel soit immaginaire pur, et on conclut pareillement.

Ce raisonnement montre que les éléments de Mob* qui envoient R sur
lui-méme sont de la forme m(z) avec a, b, ¢, d tous réels ou tous immaginaires
purs. II se généralise & Mob en observant que C' : z — Z laisse R invariant.

O

Proposition 2.8. Les éléments de Mob(H) sont de la forme :

b
— m(z) = az——:_—d avec a,b,c,d € R
cz
— m(z) = a_z——:_—z avec a,b,c,d € iR
CZ

Preuve : Vu le lemme précédent, nous avons identifié les élements de
Mob qui préservent R, il suffit donc de vérifier que le demi-plan supérieur H
est envoyé sur lui-méme. Pour cela vérifions que si m est de I'une des quatre
formes vues plus haut, alors Im(m(i)) > 0.

cas 1: m(z) = %t avec a,b,c,d € R.

T cz+d
ai +b
I V) =1
m(m(@)) = Im(52)
(ai + b)(d — i)
= Im ( c? + d?
B ad — be
24 d?

>0

15



cas 2 : m(z) = ZE avec a,b,c,d € R.

T cztd
—ait+0b
I 1)) =1
(i) = fn(=5-E0)
(—ai 4+ b)(d + ci)
= Im ( 2+ d?
_ —ad+bc
2+ d?
<0
cas 3 : m(z) = %is avec a,b,c,d € iR. On peut écrire a = ia, b = i3,

c =1y et d=1id, avec o, 3, 7, et J réels.

ai+0b
cz'—l—d)
—a+if
)
—a+if)(—y —id
:fm(< s Z>)

Im(m(i)) = Im(

= Im(

ad — By
72_’_62

—ad + bc
,72_{_62

<0

cas 4 : m(z) = 2t avec a,b,c,d € iR. On peut encore écrire a = ia
TS = cz+d y Uy & )

b=18, c=1ivetd=1, avec «, 3, 7, et § réels.
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—at +0b
—ct+d
a+1if
=1
m(’y+z'6)
(a+1ip)(y — i)
:]m< o2
—ad + [y
- 72+ 62
ad — be
72_‘_52
>0

Im(m(7)) = Im( )

ce qui permet de conclure.
O
Voici maintenant quelques propriétés de Mob(H) qui nous serons utiles
par la suite :

Proposition 2.9. Mob*(H) agit transitivement sur H.

Preuve : Il suffit de montrer que tout point z € H peut-étre envoyé sur
i. Notons z = a + b, alors t : 2 — 2z — a envoie 2z sur ib, et h : z — 7
envoie ¢b sur ¢. Puisque h et t sont des homographies a coefficients réels,
h,t € Mob(H), et puisque m(z) := hot(z) = i, on a bien la transformation
voulue. Si w € H, par cette construction il existe n € Mob(H), telle que
n(w) = i, et donc n~! o m envoie z sur w.

O
En particulier le résutlat reste vrai pour Mob(H).

Proposition 2.10. Les éléments
—1 3
z—az+b, K:z— — et B:z+— —Z
z

engendrent Mob(H), ou a >0 et b € R.

Preuve : On remarque déja que ces trois transformations appartiennent
a Mob(H). D’une part si m(z) = Zjifl avec a,b,c,d € R et ad —bc =1, on
distingue deux cas :
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Sic =0, alors m(z) = 9z + C%, et puisque ad —bc =ad =1, § > 0, m est
dans la bonne forme.
Si ¢ # 0, on pose

f(2) :z—|—getg(z) =c?z+cd

puis on vérifie que m = fo K og.
D’autre part si n(z) = %jfs avec a, b, c,d € iR et ad—bc = 1, on considere
Bon = m, qui est un élement de Mob(H) par composition. Donc n =

B~'om = B om puisque B est une involution.

U
Proposition 2.11. Mob(H) conserve la métrique sur H.

Preuve : Nous avons vu précédemment que pour qu’une application
1 : H — H conserve la métrique, il faut qu’elle vérifie la condition :

Vz € H, VX) Y e R2, gz(Xa Y) = gw(z)(dszy dzqujY)

On va vérifier cette condition pour les générateurs de Mob(H).
Pour ¢ : 2 — az+b, on vérifie que la jacobienne en un point z = z+iy €
a

H est Jy(z,y) = (O 2) , et donc que VX,Y € R?,
(dX,dY)
Gy (X, d Y ) =
ol N TIE):
_ 2 {X,)Y)
-~ atIm(z)?
= gZ<X7 Y)

Pour K : z — _71, la tache est plus ardue : pour z = x+1y, K est bien R-
2 -y 2ay )
@)\ 20y 22—
Quelque soient z et y, det(Jx(z,y)) = W > 0, et donc la jacobienne
est inversible. On peut écrire sa décomposition polaire J (z,y) = OS, avec
O € O5(R), et S € SF*(R). On sait que S = (*Jx (2, y)Jx (2, )2, et donc
1

S=——1I
x2 4 y? 2

différentiable sur H car Im(z) > 0, et on a Ji (7,9) = —oms <
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On en déduit, en utilisant que O est orthogonale, que VX,Y € R?,

(d.KX,d,KY)
Im(K(z))2

9k (2)(d. KX, d.KY') =

(1‘2 +y2)2
y2
(I‘Q + y2)2
y2
(X,Y) (2*+y?)?
(12 + y2)2 y2
(X,)Y)

g 7

= (0SX,08Y)

= (5X,SY)

Enfin pour B : z — —Z, la jacobienne en tout point z = z + iy € H est
Jp(x,y) = (_01 (1)) Cette matrice est orthogonale et donc VX,Y € R?

d,BX,d,BY)
Im(B(z))?
_ XY

~ Im(2)?
= gz(X> Y)

gB(z) (dZBX, dZBY) = <

On a bien montré que les générateurs conservent la métrique et ainsi M ob(H)
préserve la métrique.

O

Proposition 2.12. Mob(H) agit transitivement sur les paires de points
équidistants de H. Autrement dit, si (x,y) et (',y') sont tels que d(x,y) =
d(«',y'), alors il existe m € Mob(H), tel que m.(x,y) = («',y).

Preuve : Soit (z,y) € H x H. Nous avons vu précédemment que les
géodésiques dans H étaient des segments de droite verticale, ou bien des arcs
de cercle d’un cercle centré en un point de ’axe réel. En particulier, si le
cercle en question s’écrit C'(€2, R), en introduisant o = 2 — R, nous avions
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établi que f: 2z — —ﬁ envoie le cercle sur une droite d’abcisse —%{. Or
f € Mob(H) puisque ses coefficients sont réels. On peut donc toujours se
ramener a un segment de droite verticale. Mais, on peut toujours translater
cette segment de droite sur ’axe imaginaire a ’aide d’une translation z —
z+a, a € R. Mieux encore, a ’aide d'une homothétie z — az, a > 0, on
peut envoyer I'image de z en i. Pour finir, on peut toujours supposer que
I'image de y est au dessus de i quitte a commposer par la transformation
z — —% € Mob(H), dont i est un point fixe. On construit ainsi une
transformation s de Mob(H), qui envoie la géodésique entre x et y sur une
géodésique de H qui est un segment de droite verticale de ’axe imaginaire,
dont une extrémité est 7, et dont l'autre extrémité est de partie imaginaire
supérieure a i. Si (z’,y') € H x H, on peut contruire s’ de la méme maniere
de sorte que s'~' os € Mob(H) envoie (x,y) sur (2/,y') tout en préservant la
distance entre ces points.

OJ

2.3 Un autre modele : le disque unité

Nous avons établi un certain nombre de propriétés sur le demi-plan H. Un
autre modele pour la géométrie hyperbolique est le disque unité D(0,1) := D
de C. L’application '

z—1

z+1
est un biholomorphisme qui envoie le demi plan H sur le disque D, qu’on
appelle transformation de Cayley. Sa réciproque est

C:z+—

1
Clzzl—>i1+z

—Z

. Nous savons donc que ces deux ouverts sont biholomorphes, et nous allons
voir que ce biholomorphisme conserve un certain nombre de propriétés de H
vues plus haut.

Comme pour le demi-plan H, nous allons définir sur D une métrique.
D est une surface de R? ~ C paramétrée par I’application id en tout point
z € D. L’espace tangent a D est donc Im(ly) = C, et on munit cet espace
tangent de la métrique suivante : Vz € D, YU,V € R?,

4(U,V)

AUV) = ———F5
OV =y
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Proposition 2.13. La transformation de Cayley C est une isométrie entre
H muni de sa métrique g’ et D muni de sa métrique g°.

Preuve : Pour cela il suffit de vérifier la condition suivante : Vz €
H, VX.,Y € R?,
96 (d-CX,d.CY) = gl (X,Y)

D’une part on observe que Vz = x 4 1y € Hi,

C(Z):Z_?:l_w
z+i T2+ y?

et donc que la matrice jacobienne de C est
Jolny) = 1 ( —4x(y + 1) 22%(y + 1)?
’ @++1)*)? \ =222 + 2(y + 1)? —4da(y+1)
inversible car y # —1. On peut écrire sa décomposition polaire Jo(z,y) =
0S8, et trouver que

). Elle est toujours

B 2 o2
R VR VAN PR

[

S = ("Jo(z,y)Jo(z,y)) I

D’autre part, Vz = x 4+ 1y € H,

.12
Z—1

z+1
B lz+i> — |z —1i
el

2+ (y+1)?—a® — (y—1)°
|z + 4|

1— ‘C(z)2| =1-

|2

_ 4y
\z+i]2
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Ce qui nous permet de montrer que Vz € H, VX,Y € R?,
4(d,CU,d,CV)

96 (d-CX,d.CY) =

(1—|C()[")?
i\’
=4(0OSU,0SV) (T)
_ U 4 |z+d*
B Tzt 162
U,V
— Im(2)?

O

On déduit de cette proposition que les géodésiques de H sont envoyées

sur les géodésiques de D. Mieux encore, les nombreuses propriétés de C' vont
nous permettre d’identifier les géodésiques de D :

Proposition 2.14. Les géodésiques de D sont des arcs de cercles orthogo-
naux a 0D, ou des segments de diametres de D.

Preuve : C € Mob, et donc C envoie les cercles et les droites (donc les
supports des géodésiques de H) sur des cercles ou des droites. Puis on exploite
le fait que C est un biholomorphisme, et donc une application conforme, c¢’est
a dire qu’elle préserve les angles. Ainsi, puisque les géodésiques de H ont pour
support des courbes orthogonales a ’axe réel, les supports des géodésiques
de D sont orthogonaux au cercle unité (= C(R)). Or les droites orthogonales
au cercle unité sont exactement les diametres, et les cercles orthogonaux au
cercle unité sont ce qu’on a défini comme étant les cercles orthogonaux.

OJ

Pour clore cette section, on observera que les propriétés de Mob(H) se
transportent sur D puisque :

m € Mob(H) < ComoC™ € Mob(D)

Autrement dit, le groupe de Mobius du disque est le conjugué par C' du
groupe de Mobius de H.
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3 Inversion de cercle

3.1 Definition et premieres propriétés

On se place dans le plan complexe C. Soient z5 € C et R > 0. On note
C = C(z0, R) le cercle centré en z, de rayon R. Considérons I'application
suivante :

(z—2)

ic: C\{z} — C\ {20} : 2+ 2+ R? s =
|z — zo| Z—Zy

qu’on appellera inversion de cercle. C' est appelé cercle d’inversion. Rap-
pelons que C' = {2 € C, |z — 2| = R?} = {2 € C, |2|° — (Z20 + 27) + |20|° = R?}.
Observons quelques propriétés de i :

1 - L’image d’un point z € C\ {zy} appartient a la demi-droite D d’origine
2o passant par z : D s’écrit {zg + tz | t €]0, 400 [}, donc pour ¢ réel stricte-
ment positif, nous avons

o0+ t2) = 2+ —0 PR A
to(z )=+ ——n—=2+—=200+—5 .
R Ttz otz e

2 - L’ensemble des points fixes de i¢ est le cercle C' : soit z € C\ {20},

2

o — |2+ 220+ R = 2] — 2%
& |2 = (Z20 + 2%) + | 20> = R
& |z — %> = R?

&S zell

3 - ic est une involution, ie i o i = id.

Le comportement de ic est donc le suivant : étant donné z € C\ {2}, ic
envoie z sur la demi-droite d’origine 2y passant par z. De plus, la distance de
ic(2) & zo sur cette demi-droite est inversement proportionelle a la distance
entre z et zp. Il en résulte que le cercle C' est invariant par i¢.
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Par la suite nous serons amenés a considérer plusieurs cercles, et nous
supposerons sauf mention contraire que le cercle d’inversion C' est centré en
0 de sorte que Vz € C*, ic(z) = R;. ic est une transformation de Mobius,
dont nous savons qu’elle transforme cercles et droites en cercles ou droites.
La proposition ci-dessous redémontre ce résultat différemment en donnant
une expression du centre et du rayon du cercle image qui nous sera utile par
la suite :

Proposition 3.1 (Image d'un cercle par i¢). Soit C' = C(z}, R') le cercle
centré en z, € C* de rayon R' > 0. L’image par ic de C' est un cercle si
0¢ C', ou une droite si 0 € C".

Preuve : cas 1: 0 ¢ C".

Soit z € C'. Notons w = ic(z) = R;, donc z = %2. Montrons que w est
élément d’un cercle. Puisque z € C’, nous avons :
|#° = (72 + 220) + |5 |* = R®
R R*, R?_ >
—| — (=2 + —2)) = R*— |z
A G = B LR B
o R R2(@z) + wi) = Jwf’ (R? = |5])
R? — R?
2 — !
S |w + ————— (02 wzy) = ———5
I e
R? — —R*
& o’ = g (W F W) =
(20" — R*) (20" — R*)
c’est a dire w appartient au cercle C” centré en z{ = dff—zizg) de rayon
zo| =R
~R! 2 ~R' R* |/’

R//2 - - + ~ — +
T A FT oy =ty

_ —RY(|z|" = R?) + R* |z
(J20]* — R)?
R4R/2
(= - RoY

ce qui montre que i¢(C’') C C”. D’autre part, cela montre aussi que i¢(C") C
', et donc que i¢ o ic(C”) = C”" Cic(C'). Finalement, i(C") = C".
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cas 2: 0€e (.
. . . 2 2
Si 0 € ', alors R? = |z)|*. Soit 2 € C’, on note w = ic(z) = &, et 2z = £
z vérifie alors I’équation du cerle C’

12> — (Z2) + 220) + |2)]° = R? & 22 — (22h + 22,) = 0
et donc apres substitution,
240 + zhw = R2.
Si on note 2z = x;, + iy, et w = x + 7y, il vient que
2(xxg + yyo) = R
et on reconnait I’équation de la droite D dirigée par (—yy, zj,) qui passe par

le point Qﬁ—f;‘(xg, Yp)- Comme pour le cercle, i(C") C D, et en utilisant que
0

ic(D) C C" et que i¢ est une involution, il vient que ic(C’") = D.
OJ
Voyons maintenant une famille particuliere de cercles qui possedent de
bonnes propriété vis-a-vis de I'inversion ¢ :

Définition 3.2. Soient C' = C(zo, R) et C' = C(z(, R') deux cercles
d’intersection non triviale. C' et C” sont dit orthogonaux si

|20 — 2> = R? + R™,
On note alors C' L C".

La terminologie de cercle orthogonal se justifie ainsi : puisque |z — z|* =
R?*+ R'?, alors le triangle de sommets zj, 2, et un point d’intersection w des
deux cercles est rectangle en w, ou encore la droite passant par zy et w est
orthogonale a celle passant par z{ et w. La proposition suivante motive leur
étude :

Proposition 3.3. Soient C = C(0, R) et C' = C(z{, R') deux cercles
d’intersection non triviale. Alors ic(C") = C" si, et seulement si C' L C.

Preuve : Rappellons que de maniere générale, I'image de C’ par ic est

R22z/ 4 pr2
0 = de rayon R = ( R R

le cercle C” centré en z{ = > —
Tal=r [
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Alinsi,

ic(C) =C" & 2 =2 et R* = R"™
RZ / R4R/2
S = 0 et RP = ——F———
(J20]” — R?) (J20]" — R2)?
& R = (%" = R?)
& 2> = R + R?
sC 1L

O
Notons D le cercle unité fermé de C. On appellera droites hyperboliques,
les diametres de D et les arcs de cercles orthogonaux au bord 9D.

3.2 Constructions a la regle et au compas

Dans cette section, nous allons voir comment tracer a la regle et au compas
les inversions de cercle. On rappelle que trois points A, B, C' non alignés
suffisent a déterminer de maniere unique un cercle, et que celui-ci se trace en
suivant 'algorithme suivant :

- tracer les segments [AB] et [BC],

- tracer les médiatrices de ce deux segments : par construction, leur point
d’intersection I est équidistant de A, B et C, c’est donc le centre du cercle.
- tracer le cercle de centre I passant par 'un des points A, B ou C.

Traitons d’abord le cas de 'inversion d’'un cercle C" passant par €2, le
centre de C. Nous avons vu que ic(C’) est une droite. Il suffit donc de
déterminer deux points images de C’ par i¢. Pour cela, on peut voir que
C et (' se coupent en exactement deux points. Ces deux points de C” sont
donc invariants par ic et sont des points de i¢(C’). Ainsi I'image de C” est
la droite passant par les points d’intersection de C et C".

Pour construire 'image d’un cercle C’ par i¢, nous cherchons trois points
de ic(C"). Dans une situation favorable on peut choisir des points de C'NC’,
mais ce n’est pas toujours possible. On suppose que nous sommes dans la
situation ou C N C" = @. Notons Q le centre de C' et Q' le centre de C'.
L’algorithme suivant permet de construire le cercle image :
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Figure 1: Construction du cercle a partir de 3 points

1 - tracer le segment [Q€)'] ainsi que son milieu 2",

2 - tracer le cercle C” de centre 2" passant par 2 et €,

3 - Q est un point de C”; et donc ic(C") est la droite passant par les points
d’intersection de C et C”. Noter A et B ces deux points puis tracer la droite
(AB),

4 - Noter A’ et B’ les points d’intersections de C’ et C”, puis tracer les seg-
ment [QQA'] et [QB'] : ces deux segments coupent la droite (AB) en deux
points M, et My qui sont par construction deux points images de C".

5 - Pour obtenir un dernier point, noter D un point d’intersection de C” et
de la droite (2€), puis noter " le milieu de [Q2D],

6 - tracer le cercle C" de centre Q0 passant par D et €,

7 - son image par i¢ est la droite passant par les points d’intersections de
C" et C : tracer cette droite.

8 - Celle-ci coupe [Q2D] en un point M; qui est un point image de C’ par ic.
9 - Tracer le cercle passant par My, My et Mj.

27






Pour construire 'unique droite hyperbolique passant par A et B deux
points du disque unité D, on peut procéder comme suit :
- Si 0, A et B sont alignés, alors le diametre passant par ces trois points est
la droite hyperbolique recherchée.
- Sinon on cherche a tracer C” cercle orthogonal & D passant par A et B. Si
A ou B appartient a C', disons A € C', on peut tracer la tangente a C' passant
par A, ainsi que la bissectrice du segment [AB]. Le point d’intersection de
ces deux droites est le centre de C’. Dans le cas défavorable ou ni A ni B
n’est élément de C', on peut suivre la méthode suivante :
1 - Tracer les deux demi-droites partant de l'origine et passant par respec-
tivement par A et par B,
2 - Tracer la droite (AB), elle coupe le cercle C' en deux points distincts D
et F,
3 - Cette droite est I'image par ic d’un certain cercle C” passant par 1’origine
O, D et E. Tracer ce cercle.
4 - C" intersecte les deux demi-droites construites a ’étape 1, noter respec-
tivement F' et G les points d’intersection de C” avec les demi-droites d’origine
O passant respectivement par A et B. Par construction, A = ic(F) et
B =ic(G).
5 - Puisque nous supposons que A et B sont éléments d'un cercle orthog-
onal C’; alors ic(A) = F € C'" en vertu de la propriété ic(C') = C".
Tracer le cercle passant par A, B et F, c’est exactement C’ (on vérifiera
que G =ic(B) € (V).
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Figure 3: Construction d’un arc de cercle orthogonal a partir de deux points
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4 Pavages du disque

4.1 Polygones du disque

On cherche maintenant a généraliser la notion euclidienne de polygone dans
la géométrie hyperbolique. Dans le plan, en géométrie euclidienne, on appelle
polygone une intersection finie de demi-plans fermés, compacte, d’intérieur
non vide. Remarquons que de tels objets sont convexes. De maniere ana-
logue, dans le disque D, @) est un polygone s’il s’écrit comme intersection finie
de demi-disques fermés et s’il est compact d’intérieur non vide. Les cotés d’un
tel polygone sont des géodésiques du disque, ie des segments de diametre ou
des arcs de cercles orthogonaux au bord du disque. Enfin, un angle hyper-
bolique en un sommet s d’un polygone () est défini comme 'angle euclidien
entre les tangentes des deux géodésiques qui forment ’angle au point s.

Considérons maintenant le cas particulier du triangle. On peut vérifier
assez facilement que la somme de ses angles est inférieure a 7 : pour cela
remarquons que chaque triangle hyperbolique est inclus dans le triangle eucli-
dien de méme sommets. Mieux encore, étant donnés les angles d'un triangle
nous pouvons en déduire son aire :

Théoreme 4.1. L’aire d’un triangle hyperbolique dont les angles aux som-
mets valent o, 5 et v vaut m — (a + S+ 7).

Preuve : On se place dans H. On pourra toujours transporter le résultat
sur D via la transformation de Cayley.

Etape 1 : On s’intéresse d’abord a un triangle dont les sommets sont a
Iinfini. L’action de Mob(H) sur R étant triplement transitive, nous pouvons
supposer que les sommets de ce triangle sont —1,1 et co sans changer 'aire.
Puis on calcule I'aire de ce triangle. On remarque pour cela que deux de ses
cotés sont les demi-droites orthogonales & R passant respectivement par —1
et 1, et que le dernier coté est un arc de cercle centré en 0 d’extrémités —1
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et 1 (cf Figure 4). En notant A; ce triangle, on obtient

1
Aire(Ar) = [ — dxdy

AY
1 +o0o 1
-1 Vi—z2 Y

1 -1 Yy—00
= 2/ {—1 dx
0 Yy y=v1—22

2/1 L4
= ——dx
0 \/1—33'2

= 2[arcsin(z)];
_of
2
=7
3,,
2,,
—3 -2 -1 12 3 4

Figure 4: Triangle d’extrémités —1,1 et oo

Etape 2 : A laide d’'un calcul similaire, nous trouvons facilement 1’aire
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d’un triangle A, dont les angles au sommets valent 0, a, et f (o + < 7) :

cos(B) oo q
Aire(Ay) = / (/ - dy) dx
cos(m—a) Vi—a2 Y

cos(B)

= [aTCSin (‘x)]cos(ﬂ’_a)

= arcsin(cos(B)) — arcsin(cos(m — a))

=G-8 -(-5-a
=7~ (a+8)

Etape 3 : Enfin, si Az est un triangle dont les angles au sommets A, B et
C valent respectivement «, 3 et v, alors en prolongeant I'un des cotés, disons
AC, jusqu’a l'axe réel, et en notant X le point d’intersection, on note que

Aire(Asz) = Aire(ABC) = Aire(ABX) — Aire(CBX)
—r (B +0)~ (x—d- (7 7)
=m—(a+F+7)

ol ¢ désigne la mesure de I’angle CBX.
O
On en déduit le résultat suivant sur les polygones hyperboliques :

Corollaire 4.2. L’aire d’un polygone hyperbolique P dont la mesure des
angles de ses n sommets est ay, ..., a, vaut

Aire(P) = (n — 2)m — Z a;

Preuve : La preuve repose sur la construction géométrique suivante :
étant donné un sommet quelconque, nous pouvons tracer les géodésiques
reliant ce sommet aux (n — 3) autres sommets de ce polygone. Se créent
ainsi (n — 2) triangles intérieurs a P. Puisque la somme des angles de ces
triangles est la somme des angles de P, il vient que

Aire(P) = (n —2)m — Z a;
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D

Figure 5: Découpage d'un polygone en triangles

O

Etudions & présent un cas particulier de polygone hyperbolique : les

quadrilateres hyperboliques. Une conséquence du résultat précédent est qu’il

n’existe pas de carré hyperbolique ie un quadrilatere hyperbolique dont les

angles aux sommets valent 7. En effet si un tel quadrilatere @ existait, son
aire serait nulle :

Aire(Q) = 27 — 4% =0

En revanche on peut construire des quadrilateres hyperboliques réguliers
(dont les angles aux sommets sont égaux, et dont les cotés ont méme longueur),
pourvu que l'angle en question soit strictement inférieur a 7.

Exemple : Le quadrilatere régulier d’angle av = 7.

On cherche a tracer ce quadrilatere () dans le disque unité D, en imposant
que @ soit centré en 0. Q) étant régulier, les sommets sont répartis sur un
certain cercle de rayon R < 1 a déterminer, et chaque sommet est équidistant
de ses deux sommets adjacents. Placons donc les sommets en Ret' et
Reii%, et déterminons R.

Nous savons qu’il existe une unique géodésique passant par les points
Re'i et Re7'i, et que celle-ci est un arc de cercle orthogonal & D. Notons
Q = (z0,0) le centre de ce cercle orthogonal, et r son rayon. Ce cercle C"
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s’écrit comme I'ensemble des points (z,y) € R? tels que (z — z0)? + y* =
r2. Un vecteur directeur de la tangente & ce cercle au point Re‘% est un
vecteur orthogonal au gradient de f : (z,y) — (z — x9)®> + y* — 7% en

(Reos(%), Rsin(§)) = (\/5, f) Or la jacobienne de f en ce point est

R R
o = (2~ 7).
Cherchons une expression de xq. Pour cela, remarquons que C" est 'unique

|
cercle orthogonal au cercle unité passant par e's et e, ce qui se traduit
par les relations :

ri=1+r?

R 2 R? 2
<7§—£L'0) +T:7"

Il vient alors que :

_— - — — = -1
To
— R~ "ZR+1=0
V2
1+ R?

et donc que

— (9(B _ 11R? R _ (=2
Szl = <2<¢§ vir) Qﬁ) = (T \/§R>'
%,%), alors

Si (u,v) € R? est orthogonal au gradient de f en (

() (Vhe)) =

= %—H)R:O

— u=vR?
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et donc (R? 1) est un vecteur directeur de la tangente & C’ en (%, \%) De

méme un vecteur directeur de la tangente au cerle orthogonal au disque unité
. T - 31 . : s
passant par €'t et €'t est le vecteur (1, R?) par symétrie d’axe y = z. Ainsi
I’angle 6 formé par les deux tangentes vérifie
1
R2

() ()= |(5)

2 2

d’ou 2R2
0) —
cos () T i
puis en imposant § = 7,
1 2R
V2 1+R!

— R'-2V2R*1+1=0
— R2=+2+1

mais puisque R € [0,1], R? aussi, donc R> = V2 -1, et R = v/v2— 1.
On remarquera que R (et donc @) est constructible a la régle et au compas
puisque obtenu a partir de deux extensions de degré 2.
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Figure 6: Construction de @
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4.2 Contraintes de pavage

Nous allons maintenant introduire un certain nombre de nouvelles notions
pour comprendre comment se traduit mathématiquement 'action de paver.
En particulier nous étudierons I’action de certains sous-groupes I' de Mob™ (D)
(resp. Mob™(H)) sur D (resp. H) par homographie :

['xH-—H: (y,2) — v(2)
Nous supposerons toujours que cette action vérifie la propriété suivante :

Définition 4.3. On dit que I'action de I'" sur D est proprement discontinue
si tout compact C' de D ne rencontre qu'un nombre fini de ses images par I'.
Autrement dit, pour tout compact C, [{y € T', v(C)NC # @} < oc.

Remarquons que Vz € D, {z} est compact, et donc que I'ensemble des
éléments v € T" tels que v(z) = z est fini, ie I', (le stablisateur de z) est fini.
I', étant un groupe fini, nous allons chercher a l'identifier. Pour cela fixons
z € D et intéressons nous pour v € I' < Mob* (D) a la relation v(z) = z
qui le caractérise. Nous sommes amenés a considérer la question suivante
: quels sont les points fixes d'une homographie v € Mob™ (D) ? Plagons
nous dans un premier temps dans H ol nous savons que les éléments de
Mob™(H) sont les homographies dont les coefficients de la matrice associée
sont réels (on suppose toujours cette matrice de déterminant 1). Posons

V2eC,v:z+— Zjig, et étudions cette condition de point fixe :
az+b
Y2) =2 = o z
cz+d

= c*+(d—a)z—b=0.

Le discriminant de ce trinome est (d —a)* +4cb = (d —a)? + 4(ad — 1) =
(a+d)? —4. De la on distingue deux cas selon la valeur de (a+d)?* (qui n’est
autre que le carré de la trace de la matrice associée a ) :

- Si (a+d)? > 4, le discriminant est positif ou nul, et les points fixes de v
sont réels, donc n’appartiennet pas a H.

- Si (a+d)? < 4, le discriminant est négatif, et v admet deux points fixes com-
plexes conjugués. En particulier I'un d’entre eux est élément de H. Puisque
Mob* (H) agit transitivement sur H, nous pouvons supposer que ce point
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fixe est . Nous pouvons maintenant transporter le résultat sur D a l'aide
de la transformation de Cayley C, qui envoie ¢ sur 0. Nous avons que 0 est
I'unique point fixe de f := C oyoC™!, et que f est un biholomorphisme du
disque unité sur lui-méme. En particulier, d’apres la formule de dérivation
des fonctions réciproques,

1 1
N TRIORNTO
et donc |f'(0)] = 1. Ainsi le lemme de Schwarz s’applique, et il existe un

complexe A de module 1, tel que Vz € D, f(z) = Az. En écrivant A = ¥
pour 0 € R, il vient que f est une rotation d’angle 6. En résumé, les éléments
de Mob™ (D), qui admettent un point fixe dans D sont conjugués a une ro-

tation du disque unité.

Par suite, chaque élément non trivial du stablisateur I', admet z pour
unique point fixe, et donc ceux-ci sont tous conjugués, via un méme élément
de Mob™ (D), a une rotation du disque unité. En notant U le groupe des
rotations planes, nous avons donc que I', est conjugué a un sous-groupe de
U. Mieux encore, I', étant fini, il est conjugué a un sous-groupe fini de U,
plus précisément U,,, ou m = |I",|, puisque les sous-groupes finis de U sont
les groupes des racines de 'unité. En particulier, U,,, étant cyclique, il en va
de méme pour I',. Nous résumons cela dans la proposition suivante :

Proposition 4.4. Si laction de I' sur D est proprement discontinue, alors
le stablisateur I', d’un point z € D est cyclique isomorphe a U, pour un
certain m € N.

On dira par la suite qu'une homographie conjuguée a une rotation est une
rotation hyperbolique. Définissons maintenant trois objets importants pour
le pavage :

Définition 4.5. On appelle section de 'action I' x D — D toute partie
S C D recontrant chaque orbite de ’action en un unique point.

En d’autres termes, une section est un systeme de repésentants pour le
découpage de D en orbites induit par 'action.

Définition 4.6. On dit d'un ouvert P de D qu’il est un domaine fondamen-
tal de 'action si :
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— il existe une section S telle que P C S C P (1)

—VyeD\{id}, v(P)NP=o (2)
—-D=J~P). (3)

Définition 4.7. On dit que P est un polygone fondamental si P est un
domaine fondamental, et si P un polygone hyperbolique de D.

Le polygone fondamental est la brique de base des pavages. L’action
d’un groupe I' sur ce polygone fondamental a pour effet de le transporter
dans le disque, tout en préservant ses propriétés telles que ses angles aux
sommets, la longueur de ses cotés, ou son aire (hyperbolique). Les images de
ces polygones pavent alors le disque D. La notion de polygone fondamental
étant relative a l'action de I', et donc a I, il n’est pas toujours facile d’en
déterminer. Nous présentons un moyen de construire de tels polygones :
étant donné z € D tel que I', est trivial, on considere

D.T)={we D, dw,z) <d(y(w),z), Vy € I'\{id}}.

Remarquons dans le cas particulier ou I' est fini que D, (I") est I'intersection
des demi-plans fermés délimités par les médiatrices hyperboliques entre z et
ses images par I'. On appelle ces domaines des domaines de Dirichlet, on
admettra qu’il s’agit de domaines fondamentaux pour l'action de T (pour
une preuve voir p.171 du livre Hyperbolic Geometry de James W.Anderson).

G

Figure 7: Domaine de Dirichlet pour T' = {id, v1, 72, V3 }
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Nous nous intéressons maintenent au cas d'un polygone fondamental P.
Plus particulierement on peut s’intéresser aux sommets de P : certains som-
mets de P sont envoyés sur d’autres sommets via y € I.

Définition 4.8. Deux sommets v; et vy de P sont dits congruents s’il existe
v € I tel que y(vy) = vy. De plus on appellera cycle de sommets les classes
de congruences de sommets de P.

Nous pouvons désormais établir le théoreme suivant :

Théoreme 4.9. Soit P un polygone fondamental pour l’action de I' sur D.
On note (vy,...,v;) un cycle de sommets de P, auquel on associe respec-
tivement (61, ...,0;), les angles auxr sommets. Notons m [’ordre commun des
stablisateurs Ty, des sommets v;, j € [1,], alors

t
mZHJ = 2.
j=1

Preuve : Remarquons déja que les stablisateurs des sommets d'un méme
cycles sont conjugués entre eux, et par conséquent qu’ils ont méme ordre :
en effet, si v; et y(v;) sont dans le méme cycle, alors

h €Ty < hoy(v) =v(v1) &y ' ohoy(v) =v1 &y Tohoy ey,

Soit v; € I tel que 7;(v;) = v1. Observons que si 7y est tel que y(v;) = vy,
alors nous avons

Y(vj) = v1 & 7y (V) = v &y () = v Syt €Dy &y ey,

ce qui montre qu’il existe exactement m éléments envoyant v; sur v;. Or Iy,
étant cyclique, on a I',, = (p) ou p est une rotation hyperbolique d’ordre m.
Ainsi les éléments envoyant v; sur v; sont de la forme p'v;, pour [ € [1,m].
On en déduit qu'il existe m images de P pour lesquelles v; est un sommet.
En réitérant cette démarche t fois, on montre qu’il y a mt images de P pour
lesquelles v; est un sommet. On montre que ces images sont toutes distinctes.

En effet, soient k,1 € [1,1], et p,q € [1,m]. Si pPy(P) = p?y(P), en
particulier, pPyx(P) = plv,(P), et puisque P est un domaine fondamental,
la condition de pavage implique que pPy, = p?y,. Mais pP(vy) = pPyi(vg) =
p(uy), et done puisque p € T, vy = pP~9(0r) = (v, ol vy = 77 (1y) =
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v;. 11 s’ensuit que k = [ et que p = ¢. Les mt images de P sont donc toutes
distinctes. Or P est un domaine fondamental et donc le pavage remplit D.
Le sommet v; étant dans un seul cycle de sommets, la somme des angles en
v1 vaut 27, c’est a dire :

2r =m(b + ...+ 6,)

puisque les éléments de I' < Mob™ (D) préservent les angles.
O
Ce résultat impose déja un certain nombre de contraintes sur les cycles de
sommets d'un polygone. Dans le cas général, notre polygone fondamental P
admet plusieurs cycles de sommets (cy, ..., ¢ ). Pour chaque cycle de sommets
c;, notons t; le nombre de sommets de c;, et (9{ R 0{],) les angles aux sommets

(v, ..., vfj). Notons également m; 'ordre des stabilisateurs des sommets du
cycle ¢;. D’apres le théoreme précédent,

Vj € [L k], mi(6] +...+6]) =2m.

Or nous avons vu précédemment que les polygones hyperbolique ont des
contraintes sur leur aire liées a leurs angles. Plus précisément, en écrivant
§ = Zﬁ;l 0; la somme des angles au sein d’un cycle, alors Zle & est la
somme des angles de ce polygone, et elle vérifie

sinon quoi l'aire serait nulle. Comme pour chaque cycle ¢; on a m;§; = 2,
cette inégalité se réécrit

4.3 Appariements

Intéressons nous maintenant aux applications qui envoient des cotés de P sur
des cotés de P.

Définition 4.10. On appelle appariement une application v € [\ {id} telle
que y(P) N P est un coté de P.
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Si ¢ = (P)N P est un coté de P, alors en composant avec I'inverse de
7, il vient que v7!(c) = v~ (P) N P est aussi un coté de P. c et v~ (c) sont
dits appariés.

Proposition 4.11. Notons 'y le sous-groupe de T' engendré par les ap-
pariements. Alors I' = T',.

Preuve : P étant un domaine fondamental,

D= J~(P)

~yel'
=U@u | @)
veTls ~eI'\I'x
=AUB.

D étant connexe (clairement connexe par arcs), on va montrer AU B est une
union disjointe de deux fermés, pour conclure que I'un est vide par connexité.
Montrons donc que AN B = &.

Soit &« € T, et B € I'. Raisonnons sur les images de P par « et f3.
Déja remarquons que l'intersection a(P) N B(P) est soit vide, soit un coté
, soit un sommet. Sinon il existe z € D tel que z € a(P) N B(P), et donc
al(z)e PNna™'B(P). Douta ' =idet a=p.

- Si a(P) N B(P) est un coté ¢, alors a~(c) € PN a~'B(P) est aussi un
coté de P. Donc a3 est un appariement c’est a dire a3 € I, ou encore
geal,=1T,.

- Si a(P) N B(P) est un sommet s, I'action étant proprement discontinue,
nous savons que s est sommet d’un nombre fini d’images de P par I'. a(P)
et B(P) figurent parmi ces images et donc il existe ay, ..., a, € I tels que

a(P)Nai(P), an(P)Nay(P),..., a.(P)NB(P)
soient des cotés dont s est I'une des extrémités. Mais puisque a(P) N ay(P)
est un coté et que a € Ty, alors par le point précédent, a; € I'y. De méme
ag € Ty, et une récurrence immédiate montre que g € I',.
- Ainsi si @ € Ty et 5 ¢ I, d’apres le principe du tiers exclu c’est que
a(P)NB(P) = 2.
En particulier AN B = @.
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Montrons maintenant que A et B sont fermées. Nous savons que chaque
image y(P) est fermée, comme image d'un compact (les polygones sont fermés
bornés) par une application continue. Dans notre cas pour monter que A et

B sont fermés, il faut montrer qu'une union quelconque d’images de (P)
est fermée. Posons pour I quelconque C' = J,.; 7:(P), et (zn)nen une suite
d’éléments de C' convergeant vers z. Montrons que z € C. Soit ¢ > 0. Le
disque hyperbolique D. = {w € D, d(z,w) < €} ne rencontre qu'un nombre
fini d'images v(P). En particulier la réunion C’ de ces images est fermée
comme réunion finie de fermés. Ainsi pour n assez grand, (z,) € C’, et donc
zeC.
D’ou A et B fermés.

Par connexité de D, puisque A est non vide (P € A), B est vide, ie
r=r,.

O

Ainsi, les appariements constituent un systeme de générateurs de I'. Fi-
nalement, pour comprendre le pavage de D par un polygone P, il faut
d’étudier les ordres des stabilisateurs de ses sommets ainsi que la maniere
avec laquelle I permute les cotés. Nous allons par la suite énoncer le théoreme
de Poincaré qui constitue une réciproque a ces conditions. Pour cela intro-
duisons d’abord certains objets.

4.4 'Théoreme de Poincaré et exemples

Etant donné un polygone P de D & n sommets, on note A I'ensemble de
ses coOtés orientés (donc A est de cardinal 2n). Pour un c6té orienté C', C~*
désigne le méme coté parcouru dans ’autre sens.

On appellera appariement des cotés une involution x : A — A telle que
VC € A, C et ¢’ ont méme longueur hyperbolique, et (xC)~' = +(C)~1. A
chaque coté on peut associer I'isométrie de Mob™ (D) vérifiant oo (*xC) = C et
oc(P)N P = C, de sorte que le demi-plan délimité par un coté s contenant
P soit envoyé sur le demi-plan délimité par s ne contenant pas P. Nous
avons par consrtuction que

—1
Oxc = 0¢g, Oc-1 = 0¢C

Introduisons également l'involution A — A, C = C, qui & un c6té
orienté C' de sommet de départ s associe 'autre coté ayant s pour sommet,
avec s comme sommet de départ. Enfin on note ¢ : A — A : C —— xC.
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On peut assimiler ¢ a une permutation du groupe symétrique de cardinal
2n, et ainsi décomposer 1 en cycles de supports disjoints.

Pour illustrer I'introduction de toutes ces applications voyons un exemple :
On se donne le triangle hyperbolique suivant :

I

S1
53

1%

Figure 8: Appariements pour un triangle hyperbolique

S1 > 83
On considere I'appariement des cotés suivant @ x : ¢ sy — 59

S3 —— 81

On cherche a déterminer les cycles de sommets/cotés. Pour cela on
s’appuie sur l'application 1. De la méme maniere que la décompostion en cy-
cles disjoints d’une permutation o s’obtient en étudiant les orbites de ’action
{1,...,n} — o({1,...,n}), nous pouvons déterminer les cycles en se donnant
un sommet/coté, puis en itérant ¢ sur celui-ci jusqu’a revenir au point de
départ.

De 1& nous obtenons le cycle de cotés (s1, s, 53,5, ) et respectivement
le cycle de sommets (K, J,J, K). De méme on montre que les deux autres
sommets sont points fixes pour .

45



Etablissons le théoreme de Poincaré. Notons A7, ..., A] les cotés ori-
entés d’un cycle ¢; (ie ¥(A4;) = A;y,). Notons of, ..., 07 les isométries
d’appariement associés aux cotés, Sy, ..., S/ les sommets initiaux des cotés
orientés, et 61, ..., 9}? les angles aux sommets de ceux-ci.

Théoréme 4.12 (Poincaré). Supposons que pour chaque cycle c;, il existe

m; € N* de sorte que
t
U
Fm
k=1

J

Alors pour chaque cycle c;, ¥; = o0103...0{ est une rotation hyperbolique

d’ordre m; centrée en Aj. L’action de ' = ({oc, C € A}) sur D est pro-
prement discontinue et admet P pour polygone fondamental. De plus, les
relations d’appariement entre les isométries d’appariement sont

— my .
Oc-1 =00, Oy = acl, Y7 =1d

pour C' € A.

Revenons a l'exemple du triangle, et étudions le cas général a ’aide du
théoreme de Poincaré. On se donne un triangle A de sommets A, B, C, et
on supose qu’il existe p, q,r € N* tels que les angles aux sommets de A, B et
C valent respectivement

Afin que A soit d’aire non nulle, il faut aussi supposer que 04 +0g + 0o < ,
11,1
ie o —|— ;s Tr < 1.
Ecrivons AB = a, BC' = b, AC = ¢, ou tous les cotés sont parcourus dans
le sens horaire. On se donne 'appariement trivial suivant :
a—a
*:¢b—>b
cr—>c
On vérifie comme précédemment que les cycles de cotés sont (a, c™t), (b,a™!)
et (c,b71), et donc chaque sommet est envoyé sur lui-méme. Les conditions

du théoreme de Poincaré sont remplies puisque les entiers p, ¢ et r convien-
nent.
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Déterminons les isométries d’appariement qui réalisent ces derniers. Pour
chaque sommet nous cherchons donc ¢ une rotation hyperbolique centrée
en ce sommet, d’ordre I'entier m; associé¢ au sommet. Chaque coté de A
se trouve sur une géodésique du disque qui se trouve étre un segment de
diametre ou un arc de cercle orthogonal. Notons «, (5 et v les inversions
par rapport aux cercles sur lesquels se trouvent a,b et c. Ces applications
préservant les angles, on vérifie que la composée v est une rotation de centre
A d’angle %’T dans le sens direct. Plus généralement, on vérifie que a l'aide
des propriétés de a, 5 et v que l'on a les relations

P =id, (1) = (a7)" = (af)" = id

puis que o, = fBv, 0, = ay et 0. = af.
A titre d’exemple, voici le pavage du disque D par des triangles dont les

angles aux sommets valent 7, 2 et Z.

273

042:52

Figure 9: Pavage de D avec le triangle (2,3,7)
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