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Chapitre 1

Quelques mots sur ’axiome du choix

1.1 Axiome du choix et formes équivalences

Définition 1.1.1

Soit X un ensemble, une fonction de choiz sur X est une fonction f : P(X)\{0} — X

telle que :
VA € P(X)\{0}, f(A) € A

Axiome 1.1.2 (Axiome du choix)
Tout ensemble admet une fonction de choix.
Théoréme 1.1.3

L’axiome du choix est équivalent a I’énoncé suivant :

Soit I un ensemble quelconque non vide, et (A;);c; famille d’ensembles tous non vides,

alors :
[J4:#0
icl
Démonstration :

(=) Supposons I"axiome du choix.
Soit (A;)ier une famille d’ensembles tous non vides, posons A = (J,.; 4;, alors il existe
une fonction de choix sur A, notons la f : P(A)\{0} — A, alors Vi € I, A; € P(A)\{0},
et donc f(A;) € A,.
Posons alors :
(9(0))ier = (f(A))ier € | [ As.

el
d’ou Hie[ Az 75 @
(<) Supposons que tout produit d’ensembles non vides est non vide.
Soit X un ensemble, si X = (), la fonction vide convient.
Sli X # (), alors HAGP(X)\{Q} A # 0, alors il existe (z4)acp(x)\{0} € HAGP(X)\{@} A, posons
alors :



f o PXON\{0} — X
A = Ta
¢’est une fonction de choix sur X. OJ

Définitions 1.1.4

Soit (X, <) un ensemble partiellement ordonné.

i) Un élement = € X est dit mazimal si :Vy € X,z <y=xz=y
i) X est dit inductif si toute partie totalement ordonnée de X admet un majorant dans

X.
Lemme 1.1.5 (Lemme de Zorn)
Tout ensemble inductif admet un élément maximal.

Remarque : Le lemme de Zorn est un énoncé équivalent a ’axiome du choix permettant
des preuves d’existence non constructives, par exemple :

Sur un corps quelconque tout espace vectoriel admet une base.

Tout idéal d’un anneau est contenu dans un idéal maximal.

Tout corps admet une cloture algébrique.

Tout filtre est contenu dans un ultrafiltre (cf partie 2.2).

1.2 Pathologies

[’axiome du choix est un outil puissant qui permet de démontrer certains résultats telle-
ment contre intuitifs qu’on en revient a questionner la véracité de celui-ci, le paradoxe de
Banach-Tarski en est un exemple frappant (cf partie 3.2).

On peut de méme mentionner que l’axiome du choix permet de construire des ensembles
non Lebesgue mesurables sur R"”, ce qui méne également a certaines discussions sur la
tribu de Lebesgue, nous en verrons un exemple dans R? en partie 3.3.

Cependant, si on suppose que toute partie de R est Lebesgue mesurable, en particulier
que I'axiome du choix est faux, alors (sans rentrer dans les détails des démonstrations) on
arrive également a des résultats étranges. Par exemple dans ce cas, cet enoncé est vrai :

Il n’existe pas d’injection de R/Q dans R

Quand bien méme, il existe une injection de R dans R/Q.



Chapitre 2

Complément de topologie

2.1 Topologie produit

Définition 2.1.1
Soit (X, 7;)ier une famille d’espaces topologiques, posons X = [[,.; X; 'espace produit.

Un cylindre ouvert dans X est une partie C' telle que :
C={reX|VieF,xe0;}

ou FC I finieetViel O; €.

On considére alors une famille d’ensembles 7 C P(X) telle que :
U € 7 ssi pour tout x € U, il existe un cylindre ouvert C' de X tel que x € C' C U.

7 définit une topologie sur X, c’est la topologie produit.
Démonstration :

Montrons que 7 vérifie les axiomes d’une topologie :
ler,XerTpour F=10
Soit (Uy)ier € 71, soit x € Uiel U; alors 4i € I,x € U;, et donc il existe C' un cylindre
ouvert tel que :
reCcU; cJus,

iel
et donc (J,., U; € 7.
Soit (Us)ieq1,..n} € bt soit o € Mi_, Us, alors pour tout i € {1,...,n},x € U, alors il
existe C; un cylindre ouvert tel que x € C; C U; et alors on a :

n n
x € ﬂc, Q ﬂUu
i=1 i=1

or une intersection finie de cylindres ouverts est un cylindre ouvert, et donc (._, U; € 7.
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7 est donc bien une topologie sur X. O]

Remarque : Les ouverts de 7 sont les réunions de cylindres ouverts.
De plus, (X, 7) coincide bien avec le cas fini et dénombrable vu en cours.

Définition 2.1.2

Soient X un ensemble, (Y}, 7;);cr une famille d’espaces topologiques, i € [ et f: X — Y]
des fonctions.

Posons F = (f;)icr-
On définit 7 la topologie induite par F telle que :

Uert < UC X etVueUJF CI finie et
Viel, U, et telsqueue{x e X |Vie F, fi(x) e U;} CU
Remarque : La preuve que 7 définit une topologie sur X est similaire a celle de la topologie
produit.

7 est la plus petite topologie rendant les f; continues.

En effet, pour tout i € I, O; € 7, £, (0;) = {x € X | fi(x) € O;} € 7 donc f; est
continue.

De plus, si 7y est une topologie sur X rendant continues les f;, alors pour U € 7,

VueU3IF CLAU) € [[ritelsqueuc{zre X |VieF fi(x) €U} CU,

el

alors u € ﬂ Y U;) CU, or f7HU;) € 7y car f; est continue pour 7,

i€F
et donc U C U ﬂ 71 (U;) CU donc U = U ﬂ 71 (U) € 7, dont T C 7.
FCI finiei€eF FCI finieieF

Théoréme 2.1.3
Soient X un ensemble, (Y, 7;);c; une famille d’espaces topologiques, et pour tout i € I,
fi : X = Y; un fonction et 7 la topologie induite par (f;)ies.

Soient (Z,77) une espace topologique et g : Z — X une fonction, alors :
9€C((Z,12),(X,7)) <= fiogeC((Z,72),(Yi, 7))
Démonstration :

(=) Si g est continue, comme les f; sont continues par apport a 7, f; o g est continue par
composition.

(<) Supposons Vi € I, f; o g continue.
Soit U € 7, montrons que g~ (U) € 7.

Pour z € g7 (U) posons u = g(z) € U, alors :
alors 3F C [ finie et (O;) € HT,- telsqueue {r e X |VieF, fi(x) € O;} CU,

el



alors u € ﬂ 710 C U,
i€F
alors z € gfl(ﬂ f7H0y) C g U),
i€F
alors z € m(fz 0g) 1 (0;) C g7 (U),
i€F
avec (f; 0 g)71(0;) € 77 car f; o g est continue, alors :
((fio9) (O)) € 72
i€F

On a donc :
Vze g '(U;), V. €75,2€ V. C U,

et alors g~ (U) = |
Théoréme 2.1.4

ceg-1) V= € Tz, g est donc continue. m

Soit (X, 7i)ier une famille d’espaces topologiques tous non vides.
Posons X =[]

(i),

alors la topologie produit sur X est la topologie induite par (m;);e;-

ier Xi et 0 X — X; la projection sur la ™ coordonnée, notons m;(z) =

Démonstation :

Notons 7 la topologie produit et 7y la topologie induite par (m;);es

Montrons que id : (X, 7) — (X, 79) est continue.

mooid : (X,7) = (X;,7;) est continue car 7 rend les (m;);c; continues, alors d’aprés le
théoréme précédent, id : (X, 7) — (X, 1) est continue, et donc 75 C 7.

Réciproquement, soit C' un cylindre ouvert dans X (C' € 7), alors il existe F' C [ finie et
(O;) € [l,ep i tels que :

C = {reX|Viel m)eO}
{reX|Vielxen(0)}
= Nicr i (03) € To.

Or les ouverts de (X, 7) sont les réunions quelconques de cylindres ouverts, donc 7 C 79,
dou7=m. N

2.2 Filtres, ultrafiltres et théoréme de Tykhonov

Remarque : Dans cette section, on admet et utilise librement 1’axiome du choix.
Définition 2.2.1
Soit X un ensemble non vide, un filtre sur X est une famille F C P(X), F # () vérifiant :
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i)Si A,B € F,alors ANB € F.

ii)SiAe F,BC X et AC B, alors B € F.

iii) 0 ¢ F.

Remarque : On a toujours X € F, en effet comme F # (), alors il existe A € Fet AC X,
donc X € F d’apreés (ii)

De plus pour A C X, on ne peut pas avoir A € F et X\A € F car sinon AN (X\A) =
0 € F, c’est impossible d’aprés (iii).

Ezemples : Soit X un ensemble non vide, { X} est un filtre.

Si X est infini, S C X, S5 # (), alors {A C X | S C A} est un filtre, on les appelle les flitre
PrINCIPAUL.

Le plus important, {A C X | AL est fini} est un filtre, c’est le filtre de Fréchet sur X.
Démontrons pour le filtre de Fréchet (notons le F) :

i) Soient A, B € F, alors (AN B)t = A% U BE et est donc fini, alors AN B € F.

ii) Soient A € F, B C X tels que A C B, alors B C Al et AL est fini donc B également,
d'ou B € F

iii) 0° = X, et X est infini donc () ¢ F.

F est donc bien un filtre.

Définition 2.2.2

Une famille A C P(X) est une base de filtre si toutes les intersections finies d’éléments
de A sont non vides.

Théoréme 2.2.3

Soit X un ensemble non vide. Pour toute base de filtre A C X, il existe un filtre sur X
contenant A, le plus petit tel filtre est défini par :

F={BCX|3IneNet3Ay,... A, [)A C B}
=1

Démonstration :

Montrons que F est un filtre :

Soient A, B € F, alors il existe Ay,...,A,,By,...,B,, € A tels que [_; 4 C A et
N, B; € B, et alors :

(N A)n(()B) € AnB,
i=1 i=1
doat ANB e F.
Soient A € F et B C X tels que A C B, alors il existe Aq,..., A, € A tels que :
(lAicAcCB,
i=1



donc B € F.

Pour finir A est une base de filtre donc () ¢ F car sinon il y aurait une famille finie
d’éléments de A d’intersection vide. Alors F est bien un filtre.

De plus, on a évidemment A C F. Prenons maintenant G un filtre sur X contenant F.
Soit A € F, alors il existe A;,..., A, € Atels que (), A; C A, et comme G est un filtre
et Vi e {1,...,n},A; € G, alors : A €g.

D’ou F C G. m
Définition 2.2.4

Un filtre U sur X est un wultrafiltre si pour tout filtre F sur X on a :

UCF=U=F.
Si on considére § = {F € P(X) | F est un filtre sur X}, alors les ultrafiltres sur X sont
exactement les éléments maximaux de § pour l'inclusion.
Théoréme 2.2.5 (ou axiome de 'ultrafiltre)
Pour X un ensemble non vide, tout filtre sur X est contenu dans un ultrafiltre.
Démonstration :

Soit F un filtre sur X fixé, posons :
£ ={g filtre sur X | F C G},

£ est partiellement ordonné par C, montrons qu’il est inductif.

Soit ) C £ totalement ordonné, posons V., = Ufe@ F. Yo majore évidemment ),
montrons qu’il est dans £.

Soient A, B € YV, alors il existe G,H € ) tels que A € G et B € H, et comme ) est
totalement ordonné, ou bien A, B € G, ou bien A, B € ‘H, dans tous les cas, ANB € Y,
car G, H sont des filtres.

Soient A € Vo, B C X tels que A C B, alors il existe G € ) tel que A € G, et alors
comme G est un filtre, B € V.

De plus, VG € 9),0 ¢ F car G est un filtre sur X et donc ) ¢ V... Voo est un filtre.
Finalement, VG € 9), F C G alors F C V., et donc Yy, € £ : (£, C) est inductif.

D’aprés le lemme de Zorn, £ admet un élément maximal, notons le i/ € £, donc F C U et
pour tout G filtre sur X tel que U C G, alors F C G donc G € £ et alors par maximalité
de U, U =G, U est donc un ultrafiltre sur X. O

Théoréme 2.2.6
Un filtre F sur X est un ultrafiltre ssi VA C X, A€ F ou X\A € F
Démonstration :

(=) Supposons qu’il existe A C X tel que A ¢ F et X\A ¢ F, alors F U {A} est une
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base de filtre.

En effet, soient By, ..., B, € F, supposons BiN---NB,NA = (alors BijN---NB, C X\A,
or BiN---NB, € F donc X\A € F : absurde, donc ByN---N B, NA# 0.

Alors il existe un filtre contenant F U { A}, en particulier il contient strictement JF, alors
F n’est pas un ultrafiltre.

(<) Supposons que F ne soit pas un ultrafiltre sur X, alors il existe G filtre sur X tel que
FCGg.

Soit A € G\F, alors A ¢ F. Si X\A € F, alors X\A € G, absurde car A € G, donc
X\A ¢ F. O

Remarque : On va chercher a cerner le comportement d’un filtre quand on lui applique
une fonction f: X — Y.

Cependant, pour un filtre F sur X, {f(A) | A € F} n’est pas forcément un filtre, en effet
si f n’est pas surjective, Y ¢ {f(A) | A € F}.

D’ou la définition suivante :

Définition 2.2.7

Soient X et Y deux ensembles non vides, F un filtre sur X et f: X — Y une fonction.
Alors f(F)={ACY | f7Y(A) € F} est un filtre, qu'on appelle filtre image de F par f.

Théoréme 2.2.8
Le filtre image d’un ultrafiltre est un ultrafiltre.
Démonstration :

Soient X, Y deux ensembles non vides, f : X — Y une fonction et U/ un ultrafiltre sur
X.

Soit A CY, oubien A € f(U) : O.K.
Ou bien A ¢ f(U), alors :

fH(A) ¢ U et donc X\f1(A) elU
car ¢’est un ultrafiltre, or :

X\fTHA) = TN (A) = [THY\A) € U, done Y\A € f(U),
f(U) est donc bien un ultrafiltre. O
Définition 2.2.9

Soient X un espace topologique et x € X, on note V, la famille des voisinages de x, c¢’est
un filtre.

Pour F un filtre sur X et x € X, on dit que F converge vers x si V, C F.
Remarque : On utilise les filtres pour étendre la notion de convergence quand les suites

ne suffisent plus & démontrer certaines propriétés, par exemple dans un produit non dé-
nombrable d’espaces topologiques.



Montrons un exemple du lien entre filtre et convergence :
Pour une suite (z,,) : N — X, notons F le filtre de Fréchet sur N et x(F) le filtre image
de F par (x,), soit [ € X, alors :

T, — 1

n—o0

vV eV, AN e NNVn > Nz, € V

VW eV, {neNz, ¢V} est fini
YV eV, 2 1(V)C est fini
YV e Vl,x_l(V) e F
YV e,V ex(F)
Vl - Sﬂ(F)
x(F) converge vers L.

rerreey

Théoréme 2.2.10

Soit X un espace topologique.
X est séparé ssi tout filtre convergent sur X a une unique limite.

Démonstration :

(=) Si X est séparé, soit F un filtre sur X convergent vers z € X.

Soit y € X tel que F converge vers y. Supposons x # y, comme X est séparé, il existe
UeV,yet VeV, telsque UNV =0, alors V ¢ F car sinon UNV = () € F : absurde.
Alors V, € F, donc F ne converge pas vers y.

(<) Supposons que X ne soit pas séparé.

Soient z,y € X tels que z # y. Alors V(U, V) € V, x V,,UNV # 0.

Posons B={UNV |U €V,,V €V,}, alors B est une base de filtre.

En effet, pour Uy NV4,...,U,NV, € B, alors (_, U;NV; = (N, U:) N (N7, Vi) # 0 car
N Ui €Veet N, Vi €V,

Prenons alors F un filtre sur X contenant B, alors V, C F et V, C F, donc F converge
vers x et y, il n’y a pas unicité de la limite. O]

Théoréme 2.2.11

Soient X, Y deux espaces topologiques, x € X et f: X — Y une fonction, alors :
f est continue en z ssi f(F) converge vers f(z) pour tout filtre F convergent vers z.

Démonstration :

(=) Supposons f continue en z.
Soit F un filtre convergent vers x, soit V un voisinage de f(z), alors f~1(V) est un
voisinage de x car f est continue, alors :

fH(V)yev, CF,
alors V' C f(F), donc f(F) converge vers f(x).

(<) Réciproquement, si f(F) converge vers f(x) pour tout filtre F convergent vers x.
Soit V un voisinage de f(x), on sait que f(V,) converge vers f(z), alors V' € f(V,) et
donc f~H(V) € V, : f est continue. O
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Théoréme 2.2.12

Soit (X;)ser une famille d’espaces topologiques non vides et soit X = []..; X; muni de la

topologie produit.

el

Un filtre F sur X est convergent ssi chacun des filtres image 7;(F) est convergent.
Démonstration :

(=) m : X — X, est continue, alors si F est convergent sur X, m;(F) 'est sur X; d’aprés
la proposition précédente.

(<) Supposons maintenant que Vi € I, m;(F) converge vers z(i) € X;, montrons alors que
F converge vers © = (2(4));er.

Soit V' un voisinage de x, qu’on suppose de la forme V = {y € X | Vj € J, 7m;(y) € U;}
ou J C [ fini et U; ouvert de X; contenant z(j).

Pour tout j € J, U; € m;(F) car U; voisinage de x(j) et m;(F) converge vers z(j). Alors :

J

7 1(U;) € F et donc V = ﬂ ' (U;) € F
jeJ
car J est fini et F est un filtre.

En toute généralité, si V' est un voisinage contenant z, alors il contient une réunion de
cylindres ouverts contenant elle méme x, en particulier, il existe C un cylindre ouvert tel
que z € C' C V donc V € F, alors F contient bien tous les voisinages de x. F converge
donc vers . O

Théoréme 2.2.13

Soient X un espace topologique, U un ultrafiltre sur X et z € X.
Alors U converge vers x ssi x € [\, A, avec A ={AC X | AcU et A fermé}

Démonstration :

(=) Supposons que U converge vers .
Soit A € U fermé, supposons par I'absurde que = ¢ A, alors X'\ A est un voisinage de x,
alors X\ A € U, c’est absurde, donc x € A, d'ott € [, 4 A.

(<) Siz €\ e A, soit V un ouvert contenant x.
SiV ¢U, alors X\V €U et X\V est fermé, donc x € X\V, c’est absurde, donc V € U.

Si maintenant V' est un voisinage de x, alors il contient un ouvert contenant = et donc
V e F, il converge vers . |

Théoréme 2.2.14

Soit X un espace topologique séparé, alors :

X est compact ssi tout ultrafiltre sur X est convergent.
Démonstration :

(=) Supposons que X ne soit pas compact.
Soit (O;)ier un recouvrement ouvert de X, alors (OE)Z-G 7 forme une base de filtre, en effet,
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pour J C [ fini, si () e OE = (), alors | e O; = X donc X admet un sous recouvrement
ouvert fini, ¢’est absurde, donc [ ic OJD. £ .

Alors (OE) rer est contenue dans un ultrafiltre, notons U. U n’est pas convergent car :
Vee X,Jie€l,xe0;etalors O; ¢ U or O; € V,.

(<) Si X est compact, posons U un ultrafiltre sur X et 4 = {A € U | A est fermé}.

A a la propriété d’intersection finie non vide car A C U et donc (4.4 A # 0 car X est
compact, alors pour z € ()4 4 4, le théoréme précédent nous indique que U converge vers
x. O

Théoréme 2.2.15 (Théoréme de Tykhonov)

Soit (X;);er une famille d’espaces topologiques non vides, posons X = [],_; X; muni de
la topologie produit, alors :

X est compact ssi chacun des X; est compact.

il

Démonstration :
(=) Supposons X compact.
Comme Vi € I, m; est continue, alors X; = m;(X) est compact.

(<) Supposons que chaque X; soit compact.

Soit U un ultrafiltre sur X, alors m;(/) est un ultrafiltre sur X;, et il est convergent car
X, compact, et ce pour tout ¢ € I, alors U est convergent. Tout ultrafiltre sur X est donc
convergent : X est compact. 0

Les résultats des chapitres suivants sont tirés des références [TW16] et [CMO09].
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Chapitre 3

Paradoxe de Banach-Tarski

3.1 Introduction

Définition 3.1.1

Soit F' un groupe (de neutre e), c’est un groupe libre (de rang 2) s'il existe a,b € F' tels
que F = (a,b) et a,b n’ont pas de relation algébrique.

. Fipka  gFn=1pkn o£ e sin est pair
Cest a dire, Vn € N*,Vky, ..., k., Z\{0}, & 7 . » bail.
! nZA\ 0 afibhz o pkneigkn £ e sin est impair.

De méme, soit F' un semi groupe (de neutre e), F' est un semi groupe libre (de rang 2),
¢'il existe a,b € F tels que F' = {a*b" ... a*b" | n e N ky, ... kp,l1,..., 1, €N} eta,b
n’ont pas de relation algébrique.

Remarque : En gardant les notations de la définition précédente, si on considére
A={a,b,a”t b7}, alors F = {c;...c, | c1,¢1,...,¢, € A} est Pensemble des mots sur
A.

On dit quun mot ¢; ..., ¢, € F est réduit si : Vi € {1,...,n—1},¢; # c;rll.

Quitte a simplifier, on peut considérer que tous les mots de F' sont réduits.

On peut alors reformuler le fait que a,b n’ont pas de relation algébrique en disant que
tout mot sur A réduit non trivial est différent de I'identité.

Définition 3.1.2

Soient G' un groupe agissant sur un ensemble X et £ C X, E # ().

On dit que E est G dédoublable il existe Aq,..., A, Bi,...,B, C E deux a deux
disjoints et g1, ..., gm, h1,...,h, € G tels que :

i=1 j=1

Pour un groupe agissant sur lui méme par multiplication a gauche, on dit que G est
dédoublable si G est G dédoublable.
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Remarque : On peut supposer dans la définition précédente que les (g; - A;)icf1,....m}
(hj-Bj)jeqa,...ny forment une partition de E respectivement, quitte a prendre des ensembles
A; et B; plus petits pour assurer le caractére disjoint. On supposera par la suite que c’est
le cas.

On notera dans la suite U les réunions disjointes.

Le paradoxe de Banach-Tarski stipule que la boule unité est SO3(R) dédoublable, on va
chercher a démontrer ce résultat (cf théoréeme 3.2.9).

Théoréme 3.1.3
Un groupe libre F' de rang 2 est dédoublable.
Démonstration :

Notons F = (o, 7). Pour p € {0,071, 7,771}, notons

Wi(p)=A{cx...con € F'|c1 =p}
I’ensemble des mots commencant par p.
Alors F =W (o) UW (e YU W (r) U W (r~ 1) U {e}.

Mais F'= W (o) U(o-W (o)), en effet, o - W (o) correspond aux mots ne commengant
pas par 0. De méme, F = W(7)U (7 - W(771)), donc F est dédoublable. O

Proposition 3.1.4

Un semi groupe libre S engendré par o, 7 contient deux sous ensembles disjoints A et B
telsqueoc-S=Aet7-5=B8B.

De plus, tout groupe ayant un semi sous groupe libre de rang 2 contient un ensemble
dédoublable.

Démonstration :

Si A est 'ensemble des mots commencant par o et B I’ensemble des mots commencant
par T,alors A=c-Set B=71-S5,et ANB = 0.

Si S est inclus dans un groupe, alors S est dédoublable car S =01 - A=7"1.B. n
Proposition 3.1.5

Si G est dédoublable et agit sur X librement, (i.e V(g,2) E G x X, g-x =x = g =€),
alors X est G dédoublable.

En particulier, si F' est un groupe libre de rang deux agissant sur X librement, alors X
est F' dédoublable.

Démonstation :

Soient Ay,..., Ay, By,..., B, C G disjoints et g1, ..., Gm, h1,...,h, € G tels que

G=Jgi- A =|Jh- Bj (G est dédoublable).

i=1 j=1
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Par ’axiome du choix, posons M un ensemble contenant exactement un représentant de
chaque G orbite sur X, alors {g- M | g € G} forme une partition de X.

En effet, les orbites forment une partition de X donc :

reX <— yeX,xeG-y
— Hgy)eGxXax=g-y
<~ JgmeGxMzx=qg-ycg-M
= € Uyeqg- M.

De plus la réunion est disjointe car s’il existe g, h € G tels que (g- M) N (h- M) # (), alors
il existe my,my € M tels que g - my = h - my et donc my,my € G - my or my,my € M
donc m; = ma, et alors h™'g-m; = my, donc h™lg =eie h=g.

Définissons alors pour S C G, S* ={g-M | g € S}.

Alors X = G" = (UL, 9i- Ai)" = UL 9: - A],

de méme, X = J;_, h; - B;. Et Ay,..., Ay, By, ..., By, sont disjoints,

donc A, ..., Ar By, ..., B C X également, donc X est G dédoublable. O

3.2 Décompositions paradoxales

Théoréme 3.2.1

6 2 3 2 -6 3
Posonsaz%- 2 3 -6 etT:%- 6 3 2
-3 6 2 -3 2 6

Alors 0,7 € SO3(R) et elles engendrent un sous groupe libre de SO3(R) de rang deux.
Ce sont les rotations de Sato.

Alors SO3(R) a un sous groupe libre de rang 2.

Démonstration :

On remarque aisément que ooT = I3 et 777 = I3, de plus, det(r) = det(c) = 1, d’ou
o, 7 € SO3(R).

Montrons quun mot réduit non trivial en o, 7,01

.71 ne peut pas étre Is.
Remarquons que si w est un tel mot et w = e, alors en conjugant par o, et éventuellement
en inversant w, on peut supposer que w termine par un o.

Définissons quatre matrices :

6 2 3 2 -6 3
My=| 2 3 =6 |, M.,=| 6 3 2
36 2 3 2 6
6 2 -3 2 6 -3
M:=|2 3 6 |, M-=| -6 3 2
3 -6 2 3 2 6



Remarquons que M, =7-0,M, =7-7,M; =7-07' M~ =7-7! alors quitte a diviser
par une puissance de 7 on peut se restreindre a des mots en M,, M., M, M_.

Soient ky,...,k, € Z tels que ky > 0,Vi € {2,...,n— 1}, k; #0.

Posons alors w = M¥n Mkt MF2 MFL M, | les puissances négatives correspondent aux
puissances de M~ ou M.

On veut montrer que 7 Nw(1,0,0) # (1,0,0), avec N = Y7 ki + 1.

On va s’intéresser & w(1,0,0), la premiére colonne de w.

Dans la suite on travaille modulo 7 pour simplifier les calculs (la relation d’appartenance
€ correspond a l'appartenance modulo 7). Définissons quatre ensembles de vecteurs :

Ve, = {(3,1,2),(5,4,1),(6,2,4)}
V- = {(3,2,6),(51,3),(6,4,5)}
V. = {(3,5,1),(5,6,4),(6,3,2)}
V- = {(1,5,4),(2,3,1),(4,6,2)}

Ces quatre ensembles vérifient les propriétés suivantes (vérification simple) :

(1) YweV,uV,uV-, Muvel,
(2) YweV- uUV,uV-, M veV-
(3) YweV,uV,uV.-, MuwveV,
(4) YweV-uUV,uV,-, M-veV~

Mais M,(1,0,0) = (6,2, —3) = (6,2,4) € V,, alors par (1), M* M,(1,0,0) € V,.

Ensuite par (3) ou (4) en fonction du signe de ky, M*2 M M,(1,0,0) € V, U V.

De méme, par (1) ou (2) en fonction du signe de ks, alors Mk MF*2 MF M, (1,0,0) €
V, UV,

On itére jusqu’a k,, et alors on se retrouve avec w(1,0,0) € V, UV - UV, UV .

Or aucun vecteur dans V, UV~ UV, UV~ n’est (0,0,0) modulo 7 et donc en particulier,
aucun n’est égal a (1,0,0) en divisant par une puissance de 7.

Précisons : Si 7 NMw(1,0,0) = (1,0,0), alors w(1,0,0) = (7V,0,0) et donc w(1,0,0) =
(0,0,0) modulo 7. Par contraposée, on a bien 7-w(1,0,0) # (1,0,0).

On a donc bien montré que tout mot réduit en o, 7,0~%, 7! non trivial est différent de

I'identité, d’out le théoréme. O]
Théoréme 3.2.2 (Paradoxe de Hausdorff)

Il existe un ensemble dénombrable D C S? tel que S?\ D est SO3(R) dédoublable.
Démonstration :

Notons F' = (o, 7) C SO3(R) le groupe libre de rang 2 vu au théoréme précédent. Il agit
sur S? C R? car S? est SO3(R) stable.

Posons :

D={xe§*|3ge F\{Is},9 v =z},
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I’ensemble des points fixés par un élément de F' non trivial, montrons que D est dénom-
brable.

Remarquons que F' est dénombrable. De plus,

D = U {reS*|g-z=uxa}

geF\{I3}

Or pour g € F\{I3}, c’est une rotation non triviale autour d'une droite Vect(y), y # 0,
et alors :

:1:682|g-$:x :Vect(y)ﬂng{—i,i},
t J Tl Tl

c’est un ensemble fini donc D est bien dénombrable comme réunion dénombrable d’en-
sembles finis.

De plus S*\ D est F stable car pour (g,z) € F x (S*\D), si g -z ¢ S*\D, alors il existe

feFP\{:}telsque f-(g-z) = (fg) - x=g-x, et donc (g7 fg)-x =z et gl fg € F\{I3},
donc x € D, c’est absurde.

Alors F agit sur S?\ D librement, d’aprés la proposition 3.1.5, S?\ D est SO3(R) dédou-
blable. O]
Définition 3.2.3

Soient G un groupe agissant sur X, A, B C X.
Alors A et B sont G équidécomposables §'il existe (Aj,...,A,) une partition de A,
(Bi, ..., B,) une partition de B et gi,...,g, € G tels que :

i=1 i=1
On note A ~¢g B, c’est une relation d’équivalence.
De plus on note A < B s'il existe C' C B tel que A ~g C.

Démonstration :

Réflexivité : Soit A C X, alors A est une partition de Aet A=e- A, dou A ~g A.
Symétrie : Soient A, B C X tels que A ~¢ B, alors il existe (A, ..., A,) une partition de
A, (By,...,B,) une partition de Bet g1, ..., g, € G tels que B; = g;-A;, alors A; = g; 1 B;
et donc B ~g A.

Transitivité : Soient A, B,C' C X tels que A ~¢ B et B ~g C, alors il existe (A, ..., A,),
(Bi,...,B,) des partitions de A et B respectivement, (By,...,By), (C1,...,Cy,) des

partitions de B et C' respectivement et gi,..., gn, h1,..., iy € G tels que B; = g; - A; et
C; = hj - B;j. Posons :

Ej:Bjm-BNj on a UE]:B] et UFU:‘BNJ
i=1

j=1
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Alors :

n

A:UAi:Ugi_l'Bi:UUgi_l'Ej

i=1 i=1 i=1j=1
e C=Jo=Un"B=UUn" B =UUr " (6" Fy)-
J=1 7j=1 Jj=1l:i=1 j=1l1i=1

De plus, les (g; ' - F};) forment une partition de A :
On a déja vu que A = J;; g ' Fy.

Soient (i,7) # (k,1), sii # k, alors g; - Fy; = (g
et de méme, Fy; C Ay, alors Fj; N Fy = 0.
Sinon,i:ketj#l,alors~Ej:Aiﬂg;1-Bjggi_l-éj .

et de méme, Fy C g,' - By = g;' - Bycari = j,or (g;'-B)N (g ' B;) =0 dou
F;NFy=0.

De méme, (h;' - Fj;) forment une partition de C et h;' - F; = hi'lg; - (g; ' - Fyj), d'on
An~g C. O

Propriété 3.2.4

BN (gt By) = Ain(g - By) C A

7 1 A J

Soit G un groupe agissant sur X.

(i) Soient A C X et B C X tels que A ~¢ B, alors il existe une bijection g : A — B telle
que YC C A, g(C) ~¢ C.

(i) Soient A, B C X disjoints et C, D C X disjoints tels que A ~g C et B ~¢ D, alors
AUB ~gCUD.

Démonstration :

(i) Soient (Ay,...,A,), (By,...,B,) des partitions de A, B respectivement et gq,..., ¢, €
G tels que B; = g; - A;. Posons alors :
g: A - B

r — g-x siz €A
Soit C' C A, alors :

C’est une bijection.

n

C=CnA=| [(ANC) et alors g(C) =| |g(AinC) =| | gi-(ANC) ~a | |(AinC) = C.
=1 =1 =1

i=1

(ii) Immédiat. O

Remarque : La relation < sur P(X) définit une relation réflexive et transitive.

En effet, pour A C X, A ~g A donc A < A.

Soient A, B,C C X telles que A X B et B =<, alors il existe D C B et ' C (' tels que
A~g DC B~g FCC.

Notons g : B — F' la bijection illustrant I’équidécomposabilité de B et F', alors comme
D C B,
D~ f(D)CFCC, A~ng D=C,
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alors A < C.
Proposition 3.2.5

Soient G un groupe agissant sur un ensemble X, £ C X, alors :
(i) E est G dédoublable ssi il existe A, B C FE disjoints tels que A ~g E et B ~¢ E.
(ii) Si ' C X, E' ~g E et E est G dédoublable, alors £’ est G dédoublable.

Démonstration :

(i) (=) Soient Ay, ..., A, By, ..., By, C F deux a deux disjoints et g1, ..., gn, h1, ..., hm €
G tels que E = U?:l g; - Az = I_l;nzl hj . Bj.
Posons : . .
A=||AiCEetB=||B;CE,
i=1 j=1
alors on a bien A ~g Eet B~g Eet ANB = 0.

(<) Siil existe A, B C E disjoints tels que A ~¢ E et B ~¢ E alors il existe (Fy, ..., E,),
(Ef,...,E ) deux partitions de F, (Ay,...,A,), (Bi,...,By) des partitions de A, B
respectivement et gi,...,9n, hi,..., hy € G tels que :

ngz:Ez et hj'Bj:E;,
et alors . . .
i=1 i=1 j=1

FE est G dédoublable.

(ii) £ est G dédoublable, alors il existe A, B C E tels que A ~g E et B ~g E, alors par
transitivité, A ~5 E’' et B ~g F’, posons maintenant g : £ — E’ la bijection associée &
E ~¢ E' (cf propriété (i) 3.2.4).
Alors

g(A) ~g A~g E', g(B) ~¢ B ~q F,

g(A),g(B) C E' disjoints car g est une bijection, alors E’ est bien GG dédoublable. O
Théoréme 3.2.6 (Théoréme de Schroder-Bernstein)

Soient GG un groupe agissant sur X et A, B C X.
SiA<Bet B=<A, alors A~g B.

On peut alors définir un ordre partiel < sur les classes d’équivalences de ~¢ :
VA, BC X, [A]<[B] < A=<B.

Démonstration :

Par définition, il existe B; C B et A; C A tels que A ~g By et Ay ~g B.
Soient f: A — By et g: Ay — B deux bijections traduisant I’équidécomposabilité de A
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et By et de A; et B.
Posons Cp = A\A; et Vn € N, Cpy1 = g1 o f(Cy), et C =", Ch.
Notons que A\C' C A\Cy = A;, alors g(A\C) = B\ f(C) car :

y € g(A\C) dr € Ax ¢ U, yCny=g(x)

dr € A,l’ ¢ U?Zlcnvw ¢ Can :g(l’
dv e A\NCy = A,z ¢ UZio g o f(Chn),y = g(x)
Jr € A,y = g(2) ¢ f(C)

y € g(A)\f(C) = B\f(C).
Alors A\C ~¢ f(A\C) = B\ f(C), mais C ~g f(C) donc (A\C)UC ~¢ (B\f(C))Uf(C),
d'ou A ~a B. ]
Corollaire 3.2.7

Soit £ C X, alors E est G dédoublable ssi il existe A, B C F disjoints tels que AUB = F
et A ~a FE ~a B.

roree

Démonstration :

E est G dédoublable ssi il existe Ay, By C FE disjoints tels que A; ~g E ~¢g Bj.

Or dans ce cas, £ ~g By C E\A; C E donc E =< E\A; < E, par Schéder-Bernstein,
E ~g E\A. Alors en posant A = A; et B = E\ Ay, c’est bon.

Le sens réciproque est direct. O

Remarque : Si on considére Ay, ..., A, By,..., B, C F deux & deux disjoints qui inter-
viennent dans la définition de dédoublabilité de E, on peut supposer qu’il forment une
partition de E d’apreés le corollaire précédent.

On supposera par la suite que c’est toujours le cas.
Théoréme 3.2.8

Soit D C S* dénombrable, alors S* ~go,®) S*\D.
Démonstration :

Cherchons une rotation p € SO3(R) telle que (p™(D)),en soient deux a deux disjoints.
Supposons qu’une telle rotation existe, alors en posant D* = J,~, p"(D), remarquons
que p(D*) = Uy, p"™ (D) = D*\D, et alors

S? = (S*\D*) U D* ~g0,w) (S*\D*) U p(D*) = (S*\D*) U D*\D = S*\D.

Pour trouver une telle rotation, fixons une droite vectorielle [ C R? telle que D NI = 0
(existe car D est dénombrable), notons ry la rotation d’angle 6 autour de [.

Pour tout P € D, posons :

AP)={0€R|3j € N",rjy(P) € D} et A= | ] A(P).

PeD

Alors A = Upep U, {0 € R | r6(P) € D}
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Soient j € N*, P € D, montrons que A;(P) = {0 € R| rj(P) € D} est dénombrable.
En effet,
A;j(P) = {0eR|rpP)eD}
= Usep{t € R | rjo(P) = d}
Fixons d € D, alors :
Oubien {# e R | rjp(P)=d} =0: O.K.
Ou bien {0 € R | rjp(P) = d} # 0, alors il existe o € R tel que d = r;,(P), et alors :

{0eR|rpP)=dt = {0€R|re(P)=rj(P)}
= {feR] Tj(6_2a)2<P> = P}
= a+ 7” i

Alors {§ € R | rj(P) = d} est au plus dénombrable, d’out la dénombrabilité de A;(P).
Alors A aussi comme réunion dénombrable d’ensembles dénombrables.

Prenons alors 6 € [0,27[\ A, alors avec p = 1y, V(j, P) € Nx D, p/(P) ¢ D, i.e p/(D) et
D sont disjoints, et donc les (p"(D)),en sont deux & deux disjoints. O
Remarque : D’aprés le paradoxe de Hausdorff, on sait qu'il existe D C S? dénombrable

tel que S?\ D est SO3(R) dédoublable, et comme S? ~¢ S?\ D alors d’aprés la proposition
(ii) 3.2.5, S est SO3(R) dédoublable.

Notons que quitte & considérer pour 7 > 0, r-S?; la décomposition de S? s’étend sur toute
sphére de rayon r > 0 centrée en 0.
Notation : On note dans la suite G5 le groupe des isométries de R3.

Corollaire 3.2.9 (Théoréme de Banach-Tarski, version faible)

La boule unité fermée est GG3 dédoublable.
Plus généralement, toute boule fermé dans R3 est G5 dédoublable.
De plus, R? est G5 dédoublable.

Démonstration :

Il suffit de travailler sur des boules centrées en 0 car GGz contient toutes les translations.
On s’intéresse au cas de la boule unité fermée, les autres cas se traitent de maniére
analogue.
La décomposition de S? s’étend sur B\{0} via la correspondance suivante :
v P(S?) — P(B)

A = Upcacs @A
En effet, si A,C € P(S?) sont disjoints, alors ¢(A) N (C) = @ car §'il existe x €
P(A) NP(C), alors il existe ay, a9 € ]0,1] et (a,c¢) € A x C tels que x = aja = asc et
alors en passant a la norme, oy = an, alors a = c € AN C, c’est absurde.
De plus pour A,C € P(S?) et g,h € G3, alors ¢¥(g- AUL-C) = (g-¢¥(A)) U (h-y(C))
par les propriétés de la réunion, donc B\{0} est G5 dédoublable.
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11 reste & montrer que B\{0} ~¢ B.

Soit [ la droite affine de R? passant par P = (0,0, %) contenue dans le plan (0,z, z), et
soit p une rotation d’ordre infini autour de [ (il suffit de prendre une rotation d’angle un
multiple irrationnel de 27 autour de ).

Posons :
D ={p"(0) | n €N},

comme p est d’ordre infini, chaque p™(0) est distinct, alors p(D) = D\{0} et donc
B = (B\D)UD ~q, (B\D) UD\{0} = B\{0},
d’ou B est G3 dédoublable. O

Remarque : On peut reformuler le paradoxe de Banach-Tarski de la maniére suivante :

Pour B C R? une boule fermée, soient By, By deux copies disjointes de B, alors :
Bl L B2 ~q B

En effet, comme B est dédoublable, il existe Ay, ..., A,, B1,..., B,, C B une partition de
Eetg,...,gu,h1,...,hy € Gs tels que :

i=1 j=1

Soient By, By deux copies disjointes de B (i.e By = g- B et By = h- B ou g,h € G3)

alors :
n m

B UB, = (Uggi'Az‘) U(|ph;- By~ (|| A u(| | B)) = B,

j=1 i=1 j=1
d’ott By U By ~¢ B.

Théoréme 3.2.10 (Théoréme de Banach-Tarski, version forte)
Soient A, B C R? bornés tels que A # () et B # (), alors A ~¢, B.
Démonstration :

Montrons que A < B. Soit K, L C R? deux boules fermées telles que A C K et L C B.
Notons r > 0 le rayon de L.

Ona K C U,cx B(z,7) et K est compact donc il existe Ly, ..., L, n copies de L telles
que K CJ", L;.

Prenons maintenant .S une réunion de n copies disjointes de L. Par le théoréme de Banach-
Tarski, S ~g L et on a alors

ACKC|JLi2S~cLCB, dot A= B.
=1

De maniére totalement analogue, B < A et alors par Schroder-Bernstein, A ~g, B. [J
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3.3 Conséquence sur l’existence de certaines mesures

Définition 3.3.1

Soient G un groupe agissant sur un ensemble X et £ C X.

(i) Une mesure p : P(X) — [0, +o0] finiment additive est une application vérifiant :
VA, B € P(X) disjoints, u(AU B) = pu(A) + u(B).
(ii) On dit que E est G négligeable si pour tout mesure p : P(X) — [0, +o0] invariante
sous 'action de G finiment additive telle que p(E) < 400, pu(E) = 0.
Proposition 3.3.2
Si F C X est G dédoublable, alors E est G négligeable.
Démonstration :

Soit i : P(X) — [0, +00] une mesure G invariante finiment additive telle que u(E) < +o0.
Soient Aq,...,A,, B1,..., B, C FE deux a deux disjoints et g1, ..., gn, h1, ..., h, € G tels
que :

E=||gi-Ai=]|]h-B
Alors : h B
n(E) = anu(gi - Aj) = iu(Ai) = M(QAZ-) et de méme, u(E) = u(ﬁ! B;).
Alors : . . . . ]
2u(E) = ﬂ(u A) + L B) = u((LI Ao (L Bi) = n(E).
Alors u(E) = 0. - . - . [

Remarque : Cela implique que sur un ensemble £ C X, G dédoublable, il ne peut pas
exister de mesure GG invariante finiment additive définie sur P(X) telle que p(E) = 1.
C’est le sens direct du théoréme de Tarski, nous allons démontrer le sens réciproque au
chapitre 5.

Ezxemple : Dans R?, d’aprés le paradoxe de Banach-Tarski, il n’existe pas de telle mesure
sur B la boule unité.

Plus encore, les piéces utilisées pour dédoubler la boule unité, notonsles Ay, ..., A,,, By, ...
ne sont pas Lebesgue mesurables.

En effet, avec ¢1,..., gm, h1, ..., h, € G tels que :

B:UgZAZZI_lh]BJ’
=1 j=1
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si elles I'étaient alors en notant A la mesure de Lebesgue sur R3,

A(B) = Z Mg - 4A;) = Z AA) et A(B) =) A(B;),

et donc :

s ((14) o ({8)) -

or A(B) €]0,+4o0[, c’est donc impossible.
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Chapitre 4

Eléments de théorie des graphes

4.1 Deéfinitions

(i) Un graphe G est constitué d’'un ensemble V' de sommets (éventuellement infini) et d’un
ensemble E d’arétes. On note G = (V, E).

On note une aréte u <> v € E avec u,v € V, il peut éventuellement y avoir plusieurs
arétes reliant deux sommets.

(ii) Un graphe simple est un graphe sans arétes multiples et sans boucles, i.e pour tout
veViusué¢E.

Sauf indication contraire, on considérera dans la suite qu'un graphe est un graphe simple.
(iii) Un graphe est dit biparti s’il existe une partition (A, B) de V telle que toute aréte a
une extremité dans A et I'autre dans B.

(iv) Soit u € V, un voisin de u est un sommet v € V' tel que u <> v € E.

On note pour ACV, Ng(A)={veV\A|Juec A uvekLE}

(v) Soit A C V, un graphe est localement fini en A si tous les sommets de A ont un
nombre fini de voisins.

(vi) Un couplage est un ensemble d’arétes disjointes d'un graphe, i.e un ensemble d’arétes
n’ayant aucun sommet commun.

(vii) On dit qu'un couplage recouvre A C V si toutes les arétes de A sont atteintes par
une aréte du couplage.

(viii) Soit G un graphe biparti de parties A, B, alors pour A C A, B" C B, on note
G(A’, B') le graphe induit par les sommets de A et B, i.e le graphe constitué des sommets
de A" U B’ et des arétes reliant les sommets de A et B.

Remarque : On peut représenter un couplage recouvrant un ensemble A C V par une
fonction f: A — V sans point fixe injective.

En effet, M = {2 + f(x) | x € A} forme un couplage dans ce cas, I’abscence de points
fixes découle de fait qu’il n’y a pas de boucles dans un graphe simple, l'injectivité elle
vient du fait que toutes les arétes du couplage n’ont pas de sommet commun.
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4.2 Théoréme de Hall

Théoréme 4.2.1 (Théoréme de Hall, version finie)

Soit G = (V, E) un graphe fini biparti, de parties (A, B).

G admet un couplage recouvrant A ssi pour tout S C A, |Ng(S)| > |S|.

On dit que A vérifie la propriété du mariage (PM).

Démonstration :

(=) Si G admet un couplage couvrant A, alors tous les sommets de S C A ont au moins
un voisin dans B, alors [Ng(5)| > |5].

(<) Supposons que A vérifie (PM). On procéde par récurrence sur le cardinal de A.

Si |A| = 1, notons A = {a} alors |[Ng(A)| > 1, il suffit alors de prendre un voisin b € B
de a et alors {a <> b} est un couplage recouvrant A.

Soit |A| > 1, supposons que pour tout A" C A, A" #£ (), tel que |A'| < |A| et A’ vérifie
(PM), alors A" admet un couplage recouvrant A’.
On procede par disjonction de cas :

Si pour tout S C A, S # 0, [Ne(S)| > |S| + 1, alors prenons a <+ b € E et considérons
G' = G(A\{a}, B\{b}), alors pour tout S C A’, |[Ng:(S)| > |Ng(S)| — 1 > |S5], alors A’
vérifie (PM) sur G’ et donc il existe M’ un couplage recouvrant A" dans G’ par hypothése
de récurrence. Il suffit de poser M = M’ U {a <> b}, c’est un couplage recouvrant A dans

G.

Sinon, il existe A" C A, A" # 0 tel que |[Ng(A")| < |A'], or A’ C A donc |[Ng(4')| > |4,
donc |Ng(A")| = |A'].

Posons G' = G(A’, Ng(A)), alors A" vérifie (PM) et |A’| < |A| donc par hypothése de
récurrence, il existe M’ un couplage de A" dans G'.

Considérons maintenant G” = G(A\A’, B\N(A’)), supposons par I’absurde qu’il existe un
5 € A\A' tel que [Ngw(5)| < [S], alors [Na(A'US)| < [Na(A')[+|Nan (S)] < |A[+]5] =
|A"U S|, c’est absurde car A’U S C A et A vérifie (PM).

Alors pour tout S C A\A’,|Ng#(S)| > |S], et pas hypothése de récurrence il existe M”
un couplage recouvrant A\ A’ dans G”, et alors M = M’ U M" est un couplage recouvrant
A dans G, d’ou I’hérédité. n
Théoréme 4.2.2 (Théoréme de Hall, version infinie)

Soit G = (V, E) un graphe biparti de parties (A, B), localement fini en A.

G admet un couplage recouvrant A ssi pour tout S C A fini, |[Ng(S)| > |S|.

De méme on dit que A vérifie (PM).

Démonstration :

(=) Supposons que G admette un couplage recouvrant A.
Soit S C A fini, notons k£ = |S| alors il y a au moins k arétes sortant de S, alors
[Ne(S)] = [5]
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(<) Supposons que A vérifie (PM).

Munissons B de la topologie discréte (i.e tout ensemble est ouvert dans B et les ensembles
compacts sont les ensembles finis). Notons pour a € A, N(a) = Ng({a}) C B, c’est un
ensemble fini car G est localement fini en A, alors N(a) est compact.

Par le théoréme de Thykhonov (cf théoréme 2.2.14), Y = [[,.4 N(a) est compact pour
la topologie produit sur B4.

Soit H C A fini non vide, posons :
M(H)={f €Y | fiu est un couplage recouvrant H} = {f € Y | fiy est injective}.

Par le théoréme de Hall version finie, M (H) # () car H vérifie (PM). De plus, M (H) est

fermé car :
Yy = {f €Y | fiu est injective}

= {f €Y |Va,be H tels que a # b, f(a) # f(b)}
= na,beH,a;éb{f €Y | f(a) # f(b)}
= ma,beH,a;éb w;l({ﬂb)}ﬂ)

iéme

A v, BY —

’ fo—r
Elle est donc continue par rapport a la topologie produit sur B4. De plus, {f (b)}[3 est
fermé par rapport a la topologie discréte, et donc Y également, et alors M(H) C Y est
fermé, inclus dans un compact.

B o )
ou Va € (a) est la projection sur la a coordonnée.

De plus, {M(H) | H C A fini} a la propriété d’intersection finie non vide car pour
Hy,...,H, C Afinis, M(HyU---UH,) C (i, M(H;) et M(H,U---UH,) # 0 par le
théoréme de Hall version finie.

Alors comme Y est compact, [\yc 4 a0 M(H) # 0.

Prenons alors g € (Ve M(H) # 0, g est un couplage recouvrant A car pour z,y € A
tels que x # y, g est un 7couplage recouvrant {z,y}, i.e g(x) # g(y), donc g est injective,
c’est un couplage recouvrant A. O]

27



Chapitre 5

Le semi-groupe des types
d’équidécomposabilité

5.1 Définition, loi additive

Définition 5.1.1

Soit GG un groupe agissant sur un ensemble X.

Posons X* = X xNet G* ={(g,7) | g € G, 7 € &y a support fini}.

Le groupe G* agit sur X* via l'action : (¢, 7) - (z,n) = (g -z, 7(n)).

Si A C X* alors {n € N|3J(z,n) € A} sont appelés les niveaur de A.

Remarque : Les relations de G équidécomposabilité et de G* équidécomposabilité sont
assez lices, en effet, pourn,m € Net Ey, Fy C X, By ~g By <= E;x{n} ~g« Eax{m}.
Essayons de caractériser la dédoublabilité & I'aide du groupe défini ci dessus.

Définitions 5.1.2

Soit A C X*, on dit que A est borné s’il n’a qu'un nombre fini de niveaux.

Soit A C X* borné, on note [A] la classe d’équivalence de A par rapport a la relation
~a+, c’est le type de A.

On note S 'ensemble des types des sous ensembles bornés de X*.

Soient [A], [B] € S, alors on définit [A] + [B] = [AUB’], ou B’ = {(b,m+k) | (b,m) € B}
avec k € N fixé, suffisament grand pour que les niveaux de B’ soient disjoints de ceux de
A.

Remarque : On gardera dans la suite du chapitre ces notations.
De plus pour £ C X, on note [E] = [E x {0}].
Démonstration :

Montrons la bonne définition de [A] + [B] :
Soit A" ~g« A, alors quitte a prendre un k£ € N plus grand dans la définition de B’, on
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peut supposer que ANB = A NB =0, alorsona AU B ~g A 'UB’, et donc :
[A]+ [B]=[AuB|=[AUB]=[A]+|B].

Donc la loi ne dépend pas du choix de A.

Posons :
B' ={(b,m+k)| (b,m) € B} et B"={(b,m+1) ]| (b,m) € B}.

Avec k,l € N, k #£ [ tels que les niveaux de B’ et B” soient disjoints de ceux de A.

Alors comme (e, 0) - (B') = B” avec o une permutation de N qui envoie m + [ sur m + k
pour tout m niveau de B, on a donc B’ ~g« B”, d'ot AU B’ ~g- AL B”, et donc :

[A]+ [B]=[AUB|=[AUB"].

Cette loi ne dépend pas du choix de k£ € N pour définir B'.
La loi est commutative, en effet si on pose :

A'={(a,m+ k)| (a,m) € A},

avec k € N tel que les niveaux de A’ et B soient disjoints, si on défini de la méme maniére
B’, alors on a :
A ~ G A/ et B ~ G B/,

de plus comme ANB' = A NB =10, alors AUB' ~g« BUA’ et donc :
[A]+ [B]=[AUB'|=[BUA] = [B] + [4].
Pour finir si B ~g+ B’ alors par la commutativité de la loi,
[A] +[B] = [B] + [A] = [B'] + [A].

Donc la loi ne dépend pas du choix de B. O

Remarque : De plus, la loi + sur S est associative. Montrons le.
Notons pour A, B C X*,

Ta(B) = {(b,m + k) | (b,m) € B},

ou k € N est tel que les niveaux de A et B sont disjoints.
Soient A, B,C' C X* bornés, alors :

([A]+ [B]) +[C] = [AUTA(B)] + [C] = [CUT(AUT(B))] = [C UTe(A) UTc(Ta(B))]

et [A]+([B]+[C]) = [A]+[BUTs(C)] = [AUTA(BUTs(C))] = [AUTA(B)UTA(Ts(C))]
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Quitte a choisir des entiers adéquats en translatant les niveaux, toutes les réunions sont
disjointes, et comme :

A ~ G Tc(A),TA<B) ~ G Tc(TA(B)) et C ~ G TA(TB(C)),

alors C' L T0<A) LJ Tc<TA(B>) ~a Al TA(B) (] TA(TB(C)),
et donc ([A] + [B]) + [C] = [A] + ([B] + [C]).
Notons de plus que [()] est ’élément neutre de S.

Alors (S,+) a une structure de semi-groupe commutatif, c’est le semi-groupe des types
d’équidécomposabilité.
Pour A € S et n € N, on définit n[A] = [A4] + -+ + [A].

Propriété 5.1.3
Soient a, 5 € S, n,m € N, alors :

(i) n(ma) = (nm)a

(ii) (n +m)a = na + ma

(iii) n(a+ B) = na +np

Démonstration :

Direct, (iii) découle de la commutativité de +. O
On va maintenant ordonner S.

Définition 5.1.4

Soient [A],[B] € S, alors [A] < [B] ¢'il existe C' € S tel que [B] = [A] + [C].

Une autre définition consiste a dire que [A] < [B] si A < B.

C’est une relation d’ordre.

Démonstration :

Les deux définitions sont équivalentes, en effet s'il existe C' € S tel que [A] + [C] = [B],
alors AC AUC" ~g« B donc A < B.

Réciproquement, si A < B alors il existe C C B, A ~g« C et donc [A] + [B\C] =
[AU(B\C)]=[CU(B\C)]=[CU(B\C)] =[B].

Cela nous donne directement que c’est une relation d’ordre, ’antisymétrie découle du
théoréeme 3.2.6 (Schroder-Bernstein).

Propriété 5.1.5

Soient o, 5,7 € S et n,m € N, alors :

i) a<p=na<ns

(ii) n <m = na < ma

i) a<pB=a+vy<[+7.

Démonstration :
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(i) Notons a = [A], = [B], alors il existe C' C X* tel que [B] = [C] + [A], alors
nf = n[B] = n[C] + n[A] > n[A] = na.
(ii),(iii) se traitent de la méme maniére. O
Proposition 5.1.6
Soient A, B C X* bornés, alors [AU B] < [A] + [B], avec égalité si AN B = 0.
Démonstration :
Supposons que AN B = (), alors on a directement [A U B] = [AU B'] = [A] + [B].
Dans le cas général, remarquons que A = (AN B) U (A\B), alors :
(Al +[B] = (AN B) U (A\B)] + [B] = [AN B] + [A\B] + [B]

=[ANB]+[(A\B)UB]=[ANB]+[AU B
D’ou [A] + [B] > [AU B]. O
Théoréme 5.1.7
Soit £ C X, E est G dédoublable ssi 2[E] = [E].
Démonstration :
(=) Supposons que FE soit G dédoublable, alors il existe (A, B) une partition de E telle
que A ~g E ~g B, alors :

2[E] = [E] + [E] = [A] + [B] = [AU B] = [E].
(<) Supposons que [E] = 2[E], alors [E] = [(E x {0}) U (E x {1})] = [E x {0,1}], i.e
E x {0} ~g+ E x{0,1}.
Alors il existe (C);cq1,....n} une partition de £ x {0,1},

1111

-----

C7 = (g m) - (A x {0}) = gi - A x {m:(0)}.

Posons pour k € {0,1}, Jy ={i € {1,...,n} | m(0) =k}, alors ;N Jy =0 et :

Ex{0}=|Jgi-Aix{0}et Ex {1} =] g;-A; x {1},

i€Jo jeN

et donc B = U;cs, 9i - Ai = Uy, 95 - Ajs E est G dédoublable. O

5.2 Loi de simplification

Théoréme 5.2.1 (Loi de simplification)
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Soient o, 5 € S, n € N tels que na = nf, alors a = f.
Démonstration :
Ce théoréme découle du suivant en utilisant le théoréme de Schroder-Bernstein. [
Théoréme 5.2.2 (Loi de simplification faible)
Soient a, f € S, n € N tels que na < nf, alors a < 5.
Démonstration : (On note ~¢g« sans G*)
Suposons que na < nf.
Alors il existe E, FF C X* disjoints, bornés de partition :
E=AU---UA,et F=BU---UB, tels que [A;] =, [B|=pet E~FE CF.

Soient x : EF — FE’ la bijection traduisant £ ~ E’' et ¢; : Ay — A;, ¥; : By — B;
traduisant de méme A; ~ A; et By ~ B,;.

Pour tout a € A;,b € By, posons :

a={a,é1(a),...,on(a)} et b= {b,1(b),...,Ya(b)}.

Notons que {a@ | a € A;},{b| b € B;} forment une partition de E, F respectivement.

Formons un graphe biparti de parties A = {a | a € A;} et B = {b| b € B;}. De chaque
sommet a € A sortent n arétes (éventuellement multiples) telles que :

Vi€ {1,...,n},a < b quand x o ¢;(a) € b.

Chaque arréte sortant de A est donc de degré n, et chaque sommet est au plus de degré
n.

De plus A vérifie (PM). En effet, soit Y C A de cardinal k € N*, alors il y a kn arrétes
sortant de Y vers N (Y'), supposons par 'absurde que |Ng(Y)| < k, alors il y a au plus
(strictement) kn arétes sortant de Y, c’est absurde, donc [Ng(Y)| > k =Y.
D’aprés le théoréme de Hall (version infinie) il existe un couplage M recouvrant A,
i.e pour tout @ € A, il existe un unique b € B tel que @ < b verifiant pour certains
i,j€{1,...,n},x o ¢i(a) =1;(b).
Posons alors :

Cy={a€A |a+be M et xodp;(a)=1;(0b)}

et Dij:{bEB1|C_L<—>l_)EMet quﬁl(a):@b](b)}

Alors :
D;; = {be By |a+be M et xogia)=1;(b)}
= {w;1 oxogi(a)|a+be Met xop(a)=1,(b)}
Yo x 0 ¢i(Cyj) ~ Cij,

or les (Cj;) partitionnent A, alors :
Al = Uij Cz'j ~ Uij Dz’j Q Bl, d’ou Al ‘_< Bl, e o S B ]
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Corollaire 5.2.3
Soit a« € S et n € N tels que (n + 1)a < na, alors a = 2a.
Démonstration :

na> (n+la=na+a>(n+1)a+a=na+2a.
En itérant, on obtient na > 2(na) = n(2a).

Par la loi de simplification, on a alors o > 2« or o < 2av, donc o = 2a.
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Chapitre 6

Théoréme de Tarski

Enoncé du théoreme de Tarski

Soient GG un groupe agissant sur X et £ C X.
Alors il existe une mesure G invariante finiment additive p : P(X) — [0, +o0] telle que
u(E) =1 ssi E n'est pas G dédoublable.

Démonstration : (sens direct)

Supposons qu’il existe une telle mesure sur X, alors pu(E) = 1 et donc E n’est pas G
dédoublable. O

Le sens réciproque nécessite plus de travail, c’est 'objet de ce chapitre.

6.1 Mesure et semi-groupe des types

Si on a une telle mesure p sur X, alors elle induit une application
v: § — [0,40]
’ ot A=|JA, x {n}.
4] > S u(d,) Jnocdng
v est finiment additive.
Réciproquement, si v : S — [0, 00| est finiment additive, alors
wi P(X) — 0,40
A — v([4)
Le semi groupe des types d’équidécomposabilité est donc un outil naturel pour la construc-
tion de certaines mesures.

est une mesure finiment additive GG invariante sur X

Notations : Dans le suite on considérera (7, +) un semi-groupe commutatif, de neutre 0,
avec un élément fixe € € T\{0}.

Notons que 7 est muni d’un préordre (un ordre ne vérifiant pas I'antisymétrie) naturel <
tel que :
a<lf <= FHes§,f=a+n1.

De méme il y a une multiplication naturelle :

Vne N nao=a+- -+ «a, n fois.
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Définition 6.1.1
Un élément a € T est borné s’il existe n € N tel que a < ne.

Remarque : On cherche ici & construire une application p : T — [0, +00] finiment additive.
On travaille dans un premier temps sur les élément bornés de 7, on pourra ensuite étendre
i a T en attribuant une mesure infinie aux éléments non bornés.

On peut alors supposer sans perte de généralité que tous les éléments de 7 sont bornés.
Lemme 6.1.2

Supposons que pour tout n € N, (n + 1)e £ ne.

Soit 7y € T fini contenant e.

Alors il existe une fonction p : 7o — [0, +00] telle que :

(i) ple) = 1

(ii) Pour tout ¢1,...,¢m,01,...,0, € To tels que ¢1 + -+ + ¢, < 01 + -+ + 0, alors
p(¢1) + -+ p(dm) < p(01) + - -+ + p(6y).

Démonstration :

Par récurrence sur la taille de 7.
Si [To| =1, alors To = {€}, et donc p : € — 1 est 'application recherchée.
En effet, on a p(e) = 1, et pour n,m € N, montrons que si me < ne, alors m < n.

Supposons que n < m, i.e n+1 < malors (n+1)e < me < ne, ce qui contredit I'hypothése,
alors m < n.

Soit 7o € T fini contenant € tel que [Ty > 1.

Soit av € To\{e} alors posons v : To\{a} — [0, +oo] vérifiant (i) et (ii) (par hypothése de
récurrence).

Alors comme tous les éléments de Ty sont bornés, alors v ne prend que des valeurs finies,
en effet :

VB € To,In € N, < ne et donc v(5) < nv(e) =n, par (i) et (ii).
Posons :

Ba:{(Taﬂla"wﬁpafyh"'a,}/q) € N x (76\{0[})]3+q|’}/1+"-+’yq—|—ra§/81—|—,..,6p}.

Et définissons :
p:To — [0, +00] telle que piz\(a} =V

et pla) = it (3" () — S v} | (o) € Ba

Remarquons que par (i) et (i), p(a) > 0, de plus il existe n € N,a < ne et alors
p(a) < np(e) = n.

Montrons que p vérifie (i) et (ii) :

Soient ¢q,...,¢m,01,...,0, € To\{a} et s,t € N* tels que > ¢ + sa < > 6, + ta.
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Sis=1t=0:cest bon par hypothése de récurrence.
Sis=0,t>0,alors Y ¢ <> 0; +ta(1).
Montrons que :

S 000 < 37 p(0) + 10l0) e pla) > (3 vlo) — S vl6).

Soit (7, Bk, V1) € Ba, alors Yy +ra <Y fy.
On fait (1), et on ajoute t >, alors :

7"2@4-152’)’1 STZ%"‘“Z’YH‘T@) Srzej—i_tzﬁk'

Et comme v vérifie (ii), alors :

r Z V(o) +t Z viy) <r Z v(6;) + tz v(B),
L)~ ) = 1 () — S vl6),
et par passage a l'inf, .
0) > (3 w60 — 3 v(6)
d’ou le résultat.

Sinon a > 0, et alors on a Y ¢; + sa < Y 60; +ta (2).
montrons que sp(a) + > v(p;) <z + -+ 2z + Y v(b;)),
ot 21, 20 € {72 (Bx) = X v(W) | (r, B, m) € Ba}-

Quitte a considérer le plus petit d’entre eux, on peut supposer que ce sont tous les mémes,
notons alors z = (3 v(Bx) — > v(m)), ou (r, By, ) € Ba, montrons alors :

Q)+ > v(g) <tz+ > v(b;)

On fait 7(2) et on ajoute ¢ v, alors :

r2¢i+t2’n+m(x§TZHj—i—t(mH—Z’yj) ngGj—i—tZﬁk,

et alors

alors
0) < —(r Sl + 1Y ) — r S w(o) — 3 ()
et alors
o)+ Y v(e) <tz+ > v(b))
d’otl le résultat. O

Théoréme 6.1.3

Soit € € T fixé, alors les deux propositions sont équivalentes :
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(a) Vn e N, (n+ 1)e £ ne

(b) Il existe une application p : T — [0, +o00] finiment additive telle que u(e) = 1.
Démonstration :

(b) = (a) : Supposons qu'il existe une telle application p.

Alors pour a < 8, p(a) < u(B).

Supposons par ’absurde qu’il existe n € N tel que (n+1)e < ne, alors u((n+ 1)e) < p(ne)
et donc par additivité de p, n + 1 < n, c’est absurde, donc Vn € N, (n+ 1)e £ ne.

(a) = (b) : Supposons maintenant que Vn € N, (n + 1)e £ ne.
Posons pour 7y C 7T fini, contenant € :

M(To) ={f € [0, +00]” | f(e) =1 et Vo, B € To,a+ B € To = fla+p) = f(a) + f(B)}.

Par le lemme précédent, il existe une fonction p : Ty — [0, +00] telle que p(e) = 1 et pour
o, € Ty tels que a + 5 € To, comme a + 5 < a + (3, alors p(a) + p(B) < p(a+ B) et
pla+ B) < pla) + p(B), d'oit pla + B) = p(a) + p(B). Donc p € M(To), M(Ty) # 0.
M(Ty) est fermé, en effet :

M(To) = {f€0,40d" | fle) =1et Vo, B € To,a+ B € To= fla+p) = fla)+ f(B)}

= {felo,+od" [ flo=13n| () {f€l0,40q] | fla+B)=fla)+ f(B)}

a,B€To
a+B€To

= v {0 | () vals({f(@)+ F(B)))

a7ﬂe’7—d
a+B€To

[0, +00]7 — [0, +o0]
f —  f(a)

car c’est la projection sur la a'*™ coordonnée. Alors M(Ty) est fermé comme intersection
de fermés.

posons pour a € T, Va : , continue pour la topologie produit

M(Ty) vérifie la propriété d’intersections finies non vides car pour 71,...,7, C 7 finis,
contenant e alors |J;_, 7; est fini et contient € et donc M(J._, T;) # 0 et M(UJ_, T;) C
iy M(T:) done (Vi M(Ti) # 0.

Alors par compacité de [0, +0o] et par le théoréme de Tykhonov, [0, +oc]” est compact

et donc ﬂ%gT,ﬁmM(%) £ ().
Prenons alors p € ﬂ M(To) # 0, soient o, 8 € T, alors u(a + 8) = pla) + u(B)

e€ToCT ,fini

car € M({a, B+ BY), et pfe) = 1 car jr € M({e}). 0
Corollaire 6.1.3 (Théoréme de Tarski)
Soient GG un groupe agissant sur X et £ C X.
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Alors il existe une mesure G invariante finiment additive p : P(X) — [0, 4+o00] telle que
u(E) =1 ssi E n’est pas G dédoublable.

Démonstration :
(=) Déja fait.

(<) Supposons que E ne soit pas G dédoublable.
Soit S le semi-groupe des types d’équidécomposabilité de X.

D’aprés le corollaire 5.2.3 de la loi de simplification, comme E n’est pas dédoublable, i.e
[E] # 2[E], alors :
Vn € N, (n+ 1)[E] £ n[E],

et donc par le théoréme précédent, il existe v : S — [0, +o0] finiment additive telle que
v([E]) = 1.
Posons pour A C X, u(A) = v([A]), alors on a bien :

1 est finiment additive car pour A, B C X disjoints,
u(AU B) = v([AU B]) = v([A] + [B]) = v([A]) + v([B]) = u(A) + u(B).
1t est bien G invariante car pour g € G,
lg- Al = [(g,id) - (A x {0})] = [A x {0}] = [4],

d'ou pu(g - A) = p(A). O
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Je me suis également appuyé sur des notes de cours de Julien Melleray.
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