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Exercice 1.  

Soit ℬ = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4) la base canonique de ℝ4 

Soit 𝐸 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ ℝ4, 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 0} et 𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑢1, 𝑢2) où 

𝑢1 = (1, −1,1,1)    et    𝑢2 = (1,1, −1,1) 

1. Montrer que 𝐸 est un sous-espace vectoriel de ℝ4. 

2. Donner une base de 𝐸 et une base de 𝐹. 

3. A-t-on 𝐸 ⊕ 𝐹 = ℝ4 ? 

 

Exercice 2.  

Soient 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, et 𝑃3 quatre polynômes de ℝ3[𝑋] définis par 𝑃0(𝑋) = 1, 𝑃1(𝑋) = 𝑋 − 1, 𝑃2(𝑋) =
(𝑋 − 1)2 et 𝑃3(𝑋) = (𝑋 − 1)3 

Soit 𝐸 = {𝑃 ∈ ℝ3[𝑋], 𝑃(1) = 0  et  𝑃′(1) = 0}. on admettra que 𝐸 est un sous-espace vectoriel de ℝ4[𝑋] et 

que ℬ = (𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) est une famille libre de ℝ3[𝑋]. 

1. Montrer que ℬ = (𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) est une base de ℝ3[𝑋].  

2. Montrer que (𝑃2, 𝑃3) est une base de 𝐸. 

3. On pose 𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑃0, 𝑃1), en donner une base. 

4. A-t-on 𝐸 ⊕ 𝐹 = ℝ3[𝑋] ? 

 

Exercice 3.   

1. Sans faire de calcul, calculer le développement limité à l’ordre 3, en 0 de la fonction 𝑓 définie par : 

𝑓(𝑥) = (sin(𝑥) + 𝑥)15𝑥3 + 1 + 2𝑥3 

2. Calculer le développement limité à l’ordre 3, en 0 de la fonction 𝑔 définie par : 

𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 cos(2𝑥) 

3.   

a. Calculer le développement limité à l’ordre 4 de 𝑥 ln(1 + 𝑥) en 0.  

b. En déduire le développement limité à l’ordre 2, de ℎ au voisinage de 0, où ℎ est définie par : 

ℎ(𝑥) =
1 − cos(𝑥)

𝑥ln(1 + 𝑥)
 

Exercice 4.   

Calculer, sans préjuger qu’elle existe la limite suivante : 

lim
𝑥→0

cos(𝑥) − √1 − 𝑥2

𝑥4
 

 

Exercice 5.   

On pose 𝑢0 = 1 et 𝑣0 = 0, puis pour tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 et 𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛. 

Soient 𝐽 = (
1 1
1 1

) et 𝐴 = (
2 1
1 2

) 

1. Montrer que pour tout 𝑘 > 0, 𝐽𝑘 = 2𝑘−1𝐽  

2. Calculer 𝐴𝑛 en fonction de 𝑛, pour cela, comme  𝐴 = 𝐼 + 𝐽, on pourra appliquer la formule du binôme 

de Newton. 

3. En déduire 𝑢𝑛 et 𝑣𝑛 en fonction de 𝑛. 

 

 



 

Exercice 6.   

Soient 𝐴 = (
1 2 1 3
1 1 2 1
1 −2 5 −5

) ∈ ℳ3,4(ℝ), 𝑋 = (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4

), 𝑂 = (
0
0
0

). 

Résoudre le système 𝐴𝑋 = 𝑂. 

 

 


