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Contrôle du 15 mars  

Fondamentaux des mathématiques 2 

Durée 1h30  

Les téléphones et les calculatrices sont interdits 

Barème : (sur 44,5 points) 

Exercice 1. (3 points) 

Exercice 2. (9 points) 2+2+2+3 

Exercice 3. (10 points) 2+4+4 

Exercice 4. (7 points) 4+3 

Exercice 5. (15,5 points) 3+5+5,5+2 

 

Exercice 1.  (question de cours) 

Soient 𝐸 et 𝐹 deux espaces vectoriels et 𝑢 une application linéaire de 𝐸 vers 𝐹. Soit 𝐸1 un sous-espace 

vectoriel de 𝐸, montrer que 𝑢(𝐸1) est un sous-espace vectoriel de 𝐹. 

 

Exercice 2.   

Pour une matrice à une ligne et une colonne de ℳ1(ℝ) on posera (𝑎) = 𝑎. 

Soit 𝑋 = (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) ∈ ℳ3,1(ℝ), soient 𝐴 =
1

3
(

6 −2 2
−2 5 0
2 0 7

) et 𝑃 =
1

3
(

2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2
) 

1. Calculer 𝑃 
𝑡 𝑃, en déduire que 𝑃 est inversible et donner 𝑃−1. 

2. Calculer 𝐷 = 𝑃−1𝐴𝑃 

3. Calculer 𝑋 
𝑡 𝐴𝑋 

4. On pose 𝑋′ = 𝑃−1𝑋 = (

𝑥1
′

𝑥2
′

𝑥3
′
) 

Calculer 𝑋′
 

𝑡 𝐷𝑋′ et montrer que ce réel est strictement positif pour 𝑋′ ≠ (
0
0
0

)  

En déduire que pour tout 𝑋 ∈ ℳ3,1(ℝ), 𝑋 ≠ (
0
0
0

) , 𝑋 
𝑡 𝐴𝑋 ≥ 0. 

Indication : on pourra utiliser les questions précédentes. 

 

Exercice 3.   

Soient 𝑎 = (2, −1,1,2) , 𝑏 = (2, −1,6,1) et 𝑐 = (6, −3,8,5) trois vecteurs de ℝ4. 

Soient 𝐸 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℝ4, −7𝑥 + 𝑧 + 5𝑡 = 0  et  𝑥 + 𝑦 = 0} et 𝐹 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑎, 𝑏, 𝑐) 

1. Montrer que 𝐸 et 𝐹 sont des sous-espaces vectoriels de ℝ4. 

2. Donner une base de 𝐸 et une base de 𝐹. 

3. A-t-on 𝐸⨁𝐹 = ℝ4 ? 

 

Exercice 4.  

Soit ℳ3(ℝ) l’espace vectoriel des matrices à coefficient dans ℝ à 3 lignes et 3 colonnes. 

Soit 𝒮3(ℝ) l’ensemble des matrices symétriques de ℳ3(ℝ). C’est-à-dire les matrices qui vérifient 

𝐴 = 𝐴 
𝑡 . 

1. Montrer que 𝒮3(ℝ) est un sous-espace vectoriel de ℳ3(ℝ). 

2. Déterminer dim(𝒮3(ℝ)). 
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Exercice 5.  

Soit 𝑝 l’application de ℝ3 dans ℝ3 qui a tout vecteur 𝑢 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) associe le vecteur 

𝑝(𝑢) = (2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧, 𝑦, −𝑥 − 𝑦 − 𝑧) 

Soit (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) la base canonique de ℝ3. On note 𝑝2 = 𝑝 ∘ 𝑝. 

1. Montrer que 𝑝 est une application linéaire. 

2. Calculer 𝑝(𝑒1), 𝑝(𝑒2) et 𝑝(𝑒3), puis 𝑝2(𝑒1), 𝑝2(𝑒2) et 𝑝2(𝑒3), que peut-on en déduire sur 𝑝2(𝑢) pour 

tout 𝑢 ∈ ℝ3 ? 

3. Donner une base de 𝐼𝑚(𝑝) et une base de ker(𝑝 − 𝐼𝑑), montrer que ces deux espaces vectoriels sont 

égaux. 

4. Montrer que ker(𝑝) ⊕ 𝐼𝑚(𝑝) = ℝ3 

 

 


