Polynémes Pascal Lainé
Polynémes

Exercice 1.
Factoriser dans R[X] et dans C[X] le polyndme P = —X8 + 2X* — 1
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.

SoitP =1— X8

Factoriser P dans C[X], puis dans R[X] et enfin dans Q[X]
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
2im

SoitP=(X+1)"—X”—1.0nnotej =e s
Montrer que 1 + j = —j2
Montrer que j est une racine multiple de P.
Trouver deux racines réelles évidentes de P.
4. Factoriser P en facteurs irréductibles dans C[X] et puis dans R[X].
Allez a : Correction exercice 3

wn e

Exercice 4.

Déterminer les racines réelles et complexes du polynéme :
PX)=X"+X*+X3+X?+X+1

En déduire sa factorisation dans C[X] et dans R[X].

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
SoitP=X"+X0+X>+X*+X3+X2+X+1
1. Factoriser P dans C[X].
2. Factoriser P dans R[X].
3. Factoriser P dans Q[X].
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Déterminer les racines réelles et complexes du polynéme :
P(X) = iX5 + iX4 +1X3 + 1X2 + 1X +1
32 16 8 4 2
En déduire sa factorisation dans C[X] et dans R[X].
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soit P € R[X] défini par
P=X*-X3+X*-X+1
1. Déterminer les racines de P.
2. Factoriser P dans C[X], puis dans R[X].
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Factoriser dans C[X], puis dans R[X] le polynéme
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P=—-X>+X*—X34+X2-X+1
Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
1. SoitP = —X3+ X2 — X + 1 un polyndme.
Factoriser ce polynéme dans R[X] et dans C[X].
2. Soit

n
P=1—-X+X?—+(-1)"X"= Z(—1)kxk
k=0

Déterminer les racines reelles et complexes de P.
Allez & : Correction exercice 9

Exercice 10.
Factoriser sur R et sur C le polynéme
PX) =X +X*+X*+1
Indication: P(X) = 1+ X? + X* + X°
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
SoitP =X*+-X2-2x 42
4 4 4
1. Montrer que % est une racine multiple de P.

2. Endéduire la factorisation de P dans R[X], puis dans C[X].
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12.
Soit P = X6+ 2X° + 4X* + 4X3 + 4X%2 + 2X + 1
Onposej = eZLTn
1. Montrer que j est une racine multiple de P.
2. Factoriser P dans C[X].
3. Factoriser P dans R[X].

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
Soit P € R[X] défini par
P=X®+2X°+3X*+2X*+1

2im

1. Montrer que j = e s est une racine multiple de P.
2. Enremarquant que P est un polynéme pair, donner toutes les racines de P ainsi que leur multiplicité.
3. Factoriser P dans C[X], puis dans R[X].

Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
SoitP =2X3+3X24+6X+1—3j
1. Montrer que j est une racine double de P
2. Factoriser P dans C[X]
Allez a : Correction exercice 14
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Exercice 15.
1. Déterminer les racines réelles et complexes de (X + 1) — x°©
2. Soita € Ret soit P € R[X] défini par
P=X+1)"-X"—-a
Déterminer a pour que P admette une racine réelle multiple.
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
1. Lepolyndme A = X* + 3X + 1, est-il irréductible dans R[X] ?
2. Lepolyndme B = X3 + 3X + 1, est-il irréductible dans R[X] ?
Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
Déterminer les réels a, b et c tels que P = X5 — 2X* — 6X3 + aX? + bX + c soit factorisable par
Q=X>-1DX-3)
Allez & : Correction exercice 17

Exercice 18.
Pour n € N, montrer que le polyndme 4, = (X — 1)"*2 + X27*1 est divisiblepar B = X2 - X + 1
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
Soit
PL=X+1D"-X"-1
Onposen =a [6]aveca € {0,1,2,3,4,5}
Pour quelles valeurs de n, j = e% est-il racine de B, ?
On pourra discuter selon les valeurs de a.

Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Déterminer le reste de la division euclidienne de (X + 1)™ par X2 + 1.
Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.
Quel est le reste de la division euclidiennede P = X® + X + 1 parQ = (X — 1)%2?
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.
Quelle est le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)2
Allez a : Correction exercice 22

Exercice 23.
Soit R € R[X] le reste de la division euclidienne de (X + 1)™ par (X — 1)2,
Déterminer R.

Allez a : Correction exercice 23

Exercice 24.
Quel est le reste de la division euclidienne de A, = X"+ X + bpar B = (X — a)?,pourn € N, n > 2.
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Allez a : Correction exercice 24

Exercice 25.
Déterminer le reste dans la division euclidienne de A = X2 + 2X" + 1par B = X2 + 1
Allez a : Correction exercice 25

Exercice 26.
1. Montrer que pour tout n € N, X4™ — 1 est divisible par X* — 1.
2. Endéduire que le polyndme P = X*a+3 4 x4b+2 4 x4ctl 4 x4d gvec a, b, c et d entiers naturels est
divisiblepar Q = X3 + X? + X + 1.
Allez & : Correction exercice 26

Exercice 27.
On pose P(X) = X3 — 63X + 162
Sachant que I’une des racines de ce polynome est le double d’une autre racine, trouver les trois racines de P.
Indication : On pourra utiliser les relations entre les racines et les coefficients du polyndme.

Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.

Soit P = X3 + pX + g un polyndéme de C[X], on note a, f et y ses racines.
Calculer A = a? + B2 + y2.

Calculer B = a3 + 3 + y3.

Calculer € = a?p + aB? + a?y + ay? + B%y + By?.

Onpose D = a3 + aBf3 + a3y + ay® + B3y + By3

Calculer D en fonction de p.

Allez a : Correction exercice 28

Mo nNEe

Exercice 29.

Soit P € C[X] P = X* — 5X3 + 9X2 — 15X + 18

On rappelle les relations entre les racines (a, 5,y et §) et les coefficients d’un polynéme unitaire de degré

4: P=X*+aX*+bX*+cX+d

a+f+y+d8=-a
af +ay+ad+py+pé5+ys5=0>
afy + afé + ayd + fyd = —c
afyéd =d

()

1. Résoudre
x+y=>5
{ Xy =26
2. SoitP = X*—5X3+9X%—15X + 18
Ecrire le systeme (*) pour ce polyndme et on appellera «, B,y et & ses racines

3. Sachant que a8 = 6 trouver toutes les racines de P

4. En déduire la factorisation de P dans R[X] et C[X].

Allez & : Correction exercice 29

Exercice 30.
Soit P € C[X] un polynéme tel que XP(X — 1) = (X — 2)P(X)
1. Montrer que 0 et 1 sont racines de P.
2. Soit a uneracine de P. Si a # 0, montrer que a — 1 est racine. Si a # 1, montrer que a + 1 est racine.
3. On suppose que P n’est pas le polynome nul. Montrer que 0 et 1 sont les seules racines de P.
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Indication :
S’il existe une racine a telle que Re(a) < 1 différente de 0 (a # 0), montrer qu’il y a une infinité de
racines.
S’il existe une racine a telle que Re(a) > 0 différente de 1 (a # 1), montrer qu’il y a une infinité de
racines.
4. En déduire que P est de la forme aX*(X — 1)! avec « € C[X], k € N* et € N*.
5. Quel est I’ensemble des polynomes de P € C[X] tels que XP(X — 1) = (X — 2)P(X).
Allez a : Correction exercice 30

Exercice 31.
Effectuer la division suivante les puissances croissantes de X* + X3 — 2X + 1 par X? + X + 1 a lordre 2.
Allez & : Correction exercice 31

Exercice 32.
SoitP =X5+X*+2X3+2X2+X+1
1. Calculerle PGCD de P et P'.
2. Quelles sont les racines communes a P et P’ ?
Quelles sont les racines multiples de P dans C ?
3. Montrer que (X2 + 1)2 divise P.
4. Factoriser P dans R[X].
Allez a : Correction exercice 32

Exercice 33.
Pour tout polynéme P € R[X] on désigne par P(X + 1) le polyndme obtenu en remplagant X par X + 1
dans P.
1. Existe-t-il des polyndmes P € R[X] de degré 3 tels que P(0) = 1?
2. Si P € R[X] est un polyndme de degré 3, quel est le degré du polyndme P(X + 1) — P(X) ?
3. Existe-t-il des polyndmes P € R[X] de degré trois qui Vérifient :
PX+1)-PX)=X*—-1 et P(0O)=1
(Indication : On pourra dériver le polynéme P dans I’équation ci-dessus.)
Allez a : Correction exercice 33

Exercice 34. (Hors programme)

Soient P et Q deux polyndmes définis par :

PX) =X —X*—X24+1etQX) =X*+2X3-2Xx-1

Déterminer le PGCD de P et Q et en déduire les racines communes de P et Q ainsi que leur multiplicité.
Allez a : Correction exercice 34

Exercice 35.
Quels sont les polynémes de C[X] tels que P’ divise P.
Allez a : Correction exercice 35

Exercice 36.
SoitP(X) =2X*+3X3—X?+3X+2
OnposeY =X +)1—(

P(X)

1. Montrer qu’il existe un polynéme Q, de degré 2 tel que Q(Y) = ~z

2. Calculer les racines de Q.
3. Endéduire les racines de P, puis la factorisatistion de P dans R[X] et dans C[X].
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Allez a : Correction exercice 36

Exercice 37.
Soit 6 € R, on suppose que sin(nf) # 0.
1. Déterminer toutes les racines du polyndéme

P= Zn: (Z) sin(k@) X*

k=1
2. Montrer que toutes les racines sont réelles.
Allez a : Correction exercice 37
CORRECTIONS

Correction exercice 1.

Dans R[X]

P=—-(X8-2X*+1)=—-X*-1)?=-(X?-1)2X?+1)?=-(X - 1D?(X + 1)?(X? + 1)?
Dans C[X]

P=—-(X-1*X+1D?>(X -D?*(X +i)?
Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.

Premiére méthode
PX)=1-X8=(1-XH1+Xx%, (1 - X*) se décompose facilement en
A-X0+X0E-X0+X)=-X-1DA+ X)X —i)(X +1i), mais pour décomposer 1+ X%,
c¢’est beaucoup plus délicat, il faut utiliser une bonne ruse, allons-y

14+ X% =14 2X2+ X* = 2X2 = (1 + X2 — (VZX)* = (1 + X2 = VZX)(1 + X2 +V2X)
1+ X?—2X=X?—-2X+1et1+X%?++/2X = X? ++/2X + 1 sont deux polyndmes irréductibles
dans R[X] car leur discriminant sont négatifs. Donc la décomposition de P (X) dans R[X] est :
PX)=-X-1DA+XX2+1)(X2=V2X + 1)(X2 +V2X + 1)

Pour la décomposition dans C[X] il suffit de trouver les racines complexes de X? —+/2X + 1 et X2 +

V2X +1
Le discriminant de X2 —v2X +1 est A; = (—v2)° —4 = —2 = (iv2)”, ses racines sont X, =
PR _ et x, =Y

2 2

Le discriminant de X2+vZX+1 est A, = (V2) —4=—2=(iv2)", ses racines sont X, =

—V2-iv2 _ _3iT _ —V2+iv2 3T

—=e 4 = =€ 4,
2 2

PX) =X - DA+ - DX+ (X -

Deuxiéme méthode
On cherche les racines réelles et complexesde 1 — X8 = 0

2ikm ikm

X8=1oX,=es =e+ aveck €{0,1;2,3,4,5,6,7}

et X,

ﬁ—iﬁ) (X _ ﬁﬂ\/i) (X _ —ﬁ—iﬁ) (X _ —ﬁw\ﬁ)

2 2 2 2

. in in 3in , sim  _sin
Ce qui donne Xy =1, X; =e+, X, =ez =i, X3=e+, X, =e" =-1, Xs=e4+ =e 4+, Xg=
3im 7im in

eT:—i,X7 —e 4 —e 4
La decomposition dans C[X] est :
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i 3im 3im i
P(X) = —(X — 1) (x - eT> X 1) (x - eT) X +1) (x - e_T> (X + 1) (x - e_T)
Pour la décomposition dans R[X], on regroupe les conjugués
. , —iZ i -3 3
P(X) = —(X = D1+ X)X = )X +0) (X —e 14) (X - e‘4) (X —e 4) (X —e 4)

.TT

PX)=-X-DA+X&*+1) (X2 — (e_i% + elZ)X + e‘ize‘z) (XZ - (9-31'% + 931'%);(

-3i% 3it

+e “4e 4)
=X -D&X+1DX2+1) (X2 — 2cos (%)X + 1) (X2 — 2cos (%n)x + 1)
=—X-DX+1D@1 +X2)(X2 - zgx + 1) <X2 + zgx + 1)
=-X-DEX+DA+Xx)(X2-V2X +1)(X2 +V2x + 1)
Dans Q[X] on regroupe les deux derniers polyndémes
PX)=-X-DX+DA+X)(X2+1-V2X)(X? + 1+ V2X)
= —(X - D+ DA +x2) (2 + D2 - (V2X)°)

=—X-DX+DA+XHX*+ 1)
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.

1.
1+j=1+ 1+i\/§ 1+i\/§ 1+i3 i <2§n>2 2
)= 2 2 )72t T\t )T =) =
Ou mieux
1—j3
1+j+j%= =0
JtJ 1—;
2im\ 3 .
Carj3=(e3) = e?® =1,
2.

PH=0G+1D"=j7-1=(-j2) —j%—-1=—"—j-1-j22-j-1=-(?+j+1 =0
P'=7(X+1)°%—7x°
PN =7(G+1D°=j)=7((-)°-D=7"-1D=71-1) =0
Donc j est au moins racine double.
3. P(O)=(0+1)7"-0"-1=1"-1=0etP(-1)=(-1+1)"-(-1)"-1=0-(-1)—-1=0
Donc 0 et —1 sont deux racines evidentes.
4. Le début de la formule du bindme de (X + 1)7 est X7 + 7X° (il y a plein d’autre terme mais il est
inutile de les calculer) donc P est un polynéme de degré 6 et son coefficient dominant est 7.
D’autre part, j est racine double (au moins) donc j = j2 est aussi racine double (au moins) car P est un
polynéme a coefficients réels. 0 et —1 sont aussi racine, cela donne 6 racine (au moins), comme
d°P = 6 on atoutes les racines. La factorisation dans C[X] est :
P=7XX+ DX - )X -7
Dans R[X] :
X-NDE-)=&X-NDEX-jD=X2=(G+jDX+3=X>+X+1
Donc

—\2
P=7X(X +1) ((X - N(x —j)) = 7X(X + D(X2 + X + 1)?
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.
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1— X6 ] )
PX)=14+X+X2+X34X*+X5=0& —=0<:>{1_X :0@{)‘ =1
() 1}§1 X+1 X+1

2ikm ikm
OrxXé=1eX,=e¢ =es aveck € {0,1;2,3,4,5}
i 2im 4im 5im

Ce qui donne X, = LX, =es = —j=—j3X,=e3 =j,Xs=e"=-1,X,=€3 =j2 Xs=e3 =—j
Les5racinesde Psont X; = —j2, X, =j, X3 = -1, X, = j2 et X = —j.
La decomposition dans C[X] est :
P =1xX+jX -NDE+DE - jHX+))=X+DX - DX+ DX - (X +))

La decomposition dans R[X] est :

PX)=X+DEA-NDE-jHX+DX+/) =X+ DA -G +iDX+7)&X*+ (G +DX +/°)

=X+DX*+X+DX?>-X+1)

Allez & : Exercice 4

Correction exercice 5.

1.
1—X8
P=1+X+X2+X3+X4+X5+X6+X7=1 ¥
Pour X #1
8 _ 2ikm ikm
Les racines de P vérifient {X =lglXe=ev, k€{01234567 o x, =e+, ke
X#1 X+1
{1,2,3,4,5,6,7}
in in sin . sim _aim sin 7in
X,=e+, X, =ez =i, Xz3=€e2 ,X,=e"=-1,Xc=e+ =e +,Xg=e2 =—ietX;,=e4+ =
e_%
Donc

it 3in 3in it
P= (X—el4>(X—i)<X—ei)(X+1)<X—e_i>(X+i)(X—e_l4>
2. Onrappelle que
(X —e®)(X —e ) =X2—2cos(0) + 1

P=X+1DX=DX+1) (x _ e%”) (x - e-%”) (x - e¥) (x _ e_¥)
=X+ D2+ 1) (x2 - 2cos(g)x +1) (XZ - ZCOS(:)%T)X + 1)

=X +D&?+1D(X2-V2X +1)(X% +V2X + 1)

P =X+ D2+ D(X2+1-V2X)(X> + 1+ V2X) = (X + D& + D) (% + D2 - (VX))

=X +DX?+DX*+2X°+1-2X)=X+DX*+1DX*+ 1)
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.

0=+ 0+ 4 ¢+ o) 0m T e
\ *
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x\® 2tkm tkr tien

or(3) =1 X, =2e s =2es aveck € {0,1,23,4,5} donc X, = 2e 5
in — 2im A 4im
Ce qui donne X, =2, X; =2e3 = =2j = —2j% X, =2e3 =2j, X3=2e"=-2, X, =2e3 =
5im
2j2, Xs = 2e 3 = —2j
Les5 racines de P sont X; = —2j2, X, = 2j, X3 = —2, X, = 2j% et X = —2j.Onaenlevé X = 2.
La déecomposition dans C[X] est :
1
P(X) = 37 % X +2/)X =-2))X+2)(X — 2j)(X + 2j)
= (X +2/)X = 2)(X +2)(X — 2j5) (X + 2)

La décomposition dans R[X] est :

1
P(X) = 3—2(X +2)X - 2)X - 2K + 2j) X + 2))
1
= Q(X +2)X?2 -2+ DX+ 43 X%+ 2G +jHX + 453)

1
= Q(X+ DX2+2X +4)(X?-2X + 4)
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.

1.
1-(=X)° 1+4x°
P=1+(-X)+(X)2+(-X)P+(-X)*= =
(X + (X4 (P + (0 = T e = Ty
Pour X # —1
Les racines vérifient
X5=—1 |X5|=|_1| |X|=1
{X;tl =0 =arg(X®) =+ 2kn, k€ Z = 5arg(X) = 2k + D, k €Z
X+ -1 X+1
|X|=1 2k+1
2k +1 _ ELSus P
S Larg(X) = 7, ke{o,1,z,3,4}=>{x—e 5, ke{01234)
X+ -1
X+1
in 3im 5im 7im -3im —in
XO—eS,X1=e 5,X2—65 —_1,X3—e 5 =e 5 ,X4_:e 5
On élimine X3 = —1
2. Dans C[X]
in _im 3in _3in
P=<X—e5)(X—e 5)<X—65>(X—e 5)
Dans R[X]

p= (X2 — 2X cos (g) + 1) (XZ — 2X cos (3?”) + 1)

Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.

_(_ 6
P=1-X+X2—-X34+X*—X5=14(=X)+ (=X)2 + (=X)3 + (=X)* + (=X)5 :%
_1-X6
1+ X

Pour X #= —1
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6 _ 2ikm ikm ikm
P=0& {))(( = 11 o {X =e 6 ke{012345} {X =e3 ke{012345oXx=¢3 k
¢ J—

X+ -1 X+ -1
€ {0,1,2,4,5}
Carpourk =3, X; =e™ = —1
Ce polyndme admet cing racines
i 2in dim st __
Xo=e’=1;X; =e3;X,=e3;X,=e3 =X, et Xs=e3 =X,
Donc la factorisation dans C[X]

P === (xeF) (x5 (r—e¥) (- )

Le signe — vient du coefficient devant le terme de plus haut degré dans P.
Et dans R[X]

P=—(X-1) (X2—2cos(g)x+ 1)(X2—2cos<2?n>X+1)

=-X-DX2-V3x+1)(X2+V3X +1)
Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.

1. P=X>(-X+1D+(-X+1)=-X-1)(X?+1) dans R[X]
P=—-X-1X-i(X+1i) dans C[X]
2. SiX+-1.

2n—-1

1— (_X)(n+1) 1 — (_X)n+1
P= (—X)k = =

1-(-X)  1+X
Les racines de P vérifie X(*tD = 1 et X = —1.

2ikm 2ikm
P(X) == O (=4 {(_X)n+1 = 1 (= {_X = em!k E {Olll "'Fn} (=1 {X = _em,k E {Ollﬂ "'In}
X#-1 X#-1 X#-1
2ikm
o X =—en+ik €{l,..,n}
Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.
Pour X% # 1

1—-(x»)* 1-x8
1-Xx2  1-X2

8 2ikm ikm
P(X)=0 o {Xz =1g {X =e 8, k€{01234567} {X =e4, k€{01234567} o x
X1 X #+1 X ++1

ikn
=e 4,k €{1,2,3,5,6,7}
ikm ikm .
Carpourk =0,e+ =1letpourk =4,e+ =™ =—-1
Les racines de P sont :

P(X) =1+X2+X?)2+(X?3=

in 2in 3im 5i _3im 6imT 7im i
Xi=e4;X,=e 4 =;X3=e 4 ;X5

=e4 =e 4+;Xg=ed =—ietX,=e4 =e 4
La factorisation dans C[X] est :

PO = <X B eT) (X - e—ijf) X -=DX+10) (X - egéiln) (X - e_sin)
Et dans R[X] :

P(X) = (X2 —2 cos(%)X + 1) (X2 +1) (X2 —2 cos(%n)x + 1)

=(X2-V2Xx +1)(X2 + D(X2 +V2X + 1)

10
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Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.

1.
P<1> 1 1 1 3 1+1 1+1 3+1 1+1—6+4_0
2] 2% 4722 472 4 16 16 8 4 16
3
PP=4x34+-X—-
2 4

1 . . . - .
Donc - est au moins racine double (par conséquent racine multiple).

2
2. D’aprés la question précédente P est divisible par (X - %) =X2-X+ i

x4 +ix2-32x 41 X2—X+-2
4 4 4 4
x4 — x3 4+ 1x2 X2+X+1
4
e x4l
il- 4
X3—X2 45X
X2—X+-
X2— X +-
4
0

Par conséquent
2

1 1
P= (XZ—X+Z)(X2 +X+1)= (X—E) X2+X+1)
Comme le discriminant de X2 + X + 1 est strictement négatif, il s’agit de la décomposition dans R[X]

Les deux racines de X2 + X + 1 sont bien connues, il s’agit de j et j2 (ou alors on les recalcule), ce qui

entraine que la décomposition dans C[X] est
2

1 . .2
P=(x-3) @-px-j»
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
1.

P()=jC+2/°+4j*+4j3+4/2+2j+1=1+2j24+4+4+ 42+ 2j+1=6j2+6j+6
=6(%2+j+1)=0
P’ =6X> + 10X* + 16X3 + 12X% + 8X + 2
P'(j) =6j°+10j* + 163 + 12j2+ 8j + 2 = 6j2+ 10j + 16 + 12j2 + 8j + 2 = 18j2 + 18/ + 18
=18(G*+j+1) =0
Donc j est racine double, comme P est un polyndme & coefficients réels, j est aussi racine double.
On peut essayer de voir si j ne serait pas racine triple (mais cela ne marche pas).
2. Soit on a I’intuition de voir que i est racine (et que donc - i est aussi racine), soit on ne le voit pas et il
faut diviser P par

-2 —\2

X=X =7) = (=N =) = K2 +X+ 12 =X*+ X+ 1+ 2X3 + 2X? + 2X
=X*+2X3+3X?+2X+1
X0 +2X° +4X*+4X3+4X2+2X+1 | X*+2X3+3X%2+2X+1

X6 +2X5 +3X*+2X3 + X2 X2 +1
X*+2X343X°+2X+1
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Polynémes

Pascal Lainé
X*+2X3 +3X%+2X +1 |
0 |
N\ 2 - 2 . .
P=X-D*(X-j) X=DX+1)
3.
P=X?>+X+1*X*+1)
Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.
1.

P(=j8+2X0+3j*+2j2+1=j2424+3j+2j2+1=3j24+3j+3=3(*+j+1 =0
j est une racine de P
P’ =8X7 + 12X° + 12X3 + 4X
P'(j)=8j7 +12j5 +12j3 +4j = 8j + 12j2 + 12+ 4j = 12j2 4+ 12j + 12 = 12(j2+j+ 1) = 0
j est racine au moins double, j est donc une racine multiple.

2. Comme P est pair, —j est aussi une racine double, ce polyndme est & coefficients réels donc j = j2 est

racine double et —j = —j2 est aussi racine double, cela fait 8 racines en tout (en comptant la multiplicité

de racines), comme ce polyndme est degré 8, on les a toutes. Le coefficient dominant est 1, on en déduit
la factorisation dans C[X]

P=X-)D*X—-jD*X+ )X+ j?)?
Dans R[X]

P=[X-DX-HP[X+ DX +D]?=[X*+ X +1]*[X* - X + 1]
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1.

PG)=2j>+3j*+6j+1+3j=24+3j2+6/+1-3j=3j>+3j+3=3(*++1) =0
P'=6X*+6X+6

P'(j)=6j2+6j+6=6(2+j+1)=0
Donc j est une racine double de P.

. 3 . T .
2. Lasomme des racines de P est — > sion appelle « la troisieme racine on a

, 3 3 3 1 V3 1
at+2j=-cea=—--2j=-7-2 =—E+l\/§

2 2
Donc

P=2(X—j)2(X+%—i\/§>

Allez a : Exercice 14
Correction exercice 15.

1.

X

X +1\°
X+ =x0e (=) =1
Il est clair que 0 n’est pas racine. Mais attention (X + 1)® — X© est un polynéme de degré 5

12
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X+ 1\°
(X+1)5=X° (—) =1

X
X+1 2ikm
—=e 6 , ke {0,1;2131415}

X

La racine « en trop » est celle qui aurait vérifié % = 1 qui n’a pas de solution, on enléve donc k = 0.
1 2ikn 1 ikm
1 ty=ec, ke {12345} & ¥=€3 - 1, kef{12345 & X =——, ke {12345}
e3 —1
_lkm
e 3 —1
X = i “kn ,k € {1,2,3,4,5}
(e 3 —1)(3 3 —1)

Les cing racines sont

_ikm kr . . (km

e 3 —1 COS(T)—1+I,SIH(?)

Xy = ikm ikm -
(eT—1> (9‘7—1) Z—ZCOS(I%T)
2. Pour que P admette une racine multiple réelle (donc au moins double), P et P’ ont une racine réelle
commune.
P'=7(X +1)° - 7X"
Les racines réelles et complexes de P’ vérifient (X + 1) — X6 =0
On cherche les racines réelles donc sin ("3—”) = 0 ce qui equivauta k = 0 (mais on a élimine ce cas) et
k=3
3 cos(m) — 1 2
37 2—2cos(m) 4 2
P ademt une racine double si et seulement si P (— %) = 0.
1 1 7 17 1 1 1 1
P(—§>=0C>(—E+1) —(—E> +a=0(:>2—7+?+a=0=>a=—2><2—7=—2—6
Etalors
1
— 7 7 —
P=X+1)7-X — 78
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Laréponse est non car les seuls polynémes irréductibles sont les polyndmes de degré 1 et les polynémes
de degré 2 qui n’ont pas de racines réelles. La question ne demande pas de factoriser ce polynome.
2. Les limites de la fonction polynémiale définie par B(x) = x3 + 3x + 1 en —oo vaut —oo et en +oo vaut
+ 00, cette fonction est continue, donc le théoréme des valeurs intermédiaires entraine qu’il existe x tel
que B(xy) = 0. B admet une racine réelle. Ceci dit le méme raisonnement qu’au 1°) est valable aussi.
Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.
P =X°>—2X*—6X3+ aX?+ bX + c est factorisable par Q = (X? — 1) (X — 3) si et seulement si —1,
1 et 3 sont racines de P.
P(-D)=(-15-2x(-D*—6x(—1)3+ax(-1D24+bx(-1D)+c=0
P)=15-2x1*—-6x13+ax1?+b+c=0
PR =3"-2x3*-6x%x334+ax32+bx3+c=0
—-1-24+6+a—-—-b+c=0 L1 a—b+c=-3
©41-2—-64+a+b+c=0 SLl,ja+b+c=7
3 3-2-2)+9a+3b+c=0 L3;\9a+3b+c =81
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L, — L, entraine que 2b = 10donc b =5
Et L, + L, entraine que 2a + 2c =4donca+c =2:L}
Onremplace b = 5dans L3 : 9a + 15 + ¢ =81 donc 9a + ¢ = 66 : L,
L, — L entraine que 8a = 64 donca =8etdoncc =2 -8 = —6
Finalement P = X°> — 2X* — 6X3 +8X2 +5X — 6

Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
A, est divisible par B si et seulement si les racines de B sont aussi des racines de A,,.
Le discriminant de X? — X + 1 est A = 1 — 4 = —3 donc les deux racines de B sont :

1+w3
1= 2 =]
1-iv3
X2 = > =—j

Remarque : X? - X+1=0 (-X)?2+(-X)+1=0
Donc les racines du polynéme B vérifient
-X=j ou —X=j?
A (=) = (= = D2 + (=)™ = GOGH?* + (D= = j2* = j2 =0
Comme 4, est un polyndme & coefficients réels, —j = —j2 est aussi racine.
On conclut que X? — X + 1 divisise (X — 1)+2 + x2n+1,
Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.
PLMOH=G+D"—j"—1=(—)"-j"-1=(-D"*"—-j"-1

Sin=6p
Pop(j) =j1P —j? —1=1-1-2=-2%#0

Sin=6p+1

Pepsr () = =122 = jOP*L —1 = —j2—j—1 = 0
Sin=6p+2

P6p+2(j) :j12p+4_j6p+2_1 :j_j2_1: 2j#0
Sin=6p+3

Pep3() = —j12P+6 —joP3 1= —1-1-1=-3%0

Sin=6p+4

Popra(j) = j12PH8 — jOP* -1 =j2 —j—1=2j2 %0
Sin=6p+5

Popas() = —j12PH10 — jOP*S — 1= —j—j2 1=

Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
Il existe A, R € R[X] tels que
X"+X+1=AX-124+R (%)
Avec d°R < 2 doncil existe a, b € R telsque R = aX + b, ce qui entraine que R’ = a
Prenons X =1
3=R(1)=a+b
On dérive (*)
nX"14+1=AX-12+AX -1 +R’

Onprend X =1

n+l=a

14
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On en déduit que
b=3—-a=3-(n+1)=2-n
Et finalement
R=(n+1DX+2—-n
Allez a : Exercice 20

Correction exercice 21.
Il existe un unique couple de polynéme (Q, R) € R[X] tels que X™ = (X — 1)2Q + R avec d°R < 2.l
existe donc deux réels aet b telsque R = aX + b
X"=X-12Q+aX+b (¥
Pour X =1
l=a+b
Puis on dérive ()
nX"1=2X-1Q+X-12%Q +a
Pour X =1

Doncb=1—net
Allez a : Exercice 21
Correction exercice 22.

X+D"=(X?+1)Q+R
Ord°R < 2etdoncR = aX + b.

On pose X = i.
(+D"=ai+be \/_<§+§l> —b+ai=>(\/§)n<eif)n—b+al@(\/_)nenin
— (vV2)" sin (22
=b+ai e (\/E)" (cos (%) + isin (%)) =b+a & Z: ((\/Ezin :: Eé%
Donc

R—(\/_) sm( )X+(\/_) cos(4)

Allez a : Exercice 21

Correction exercice 23.
Il existe un unique couple (Q, R) de polynémes, avec d°R < 2 tels que :
X+1D"=X-12Q+R
Il existe a et b réelstelsque R =aX + b
X+D"=X-12Q+aX+b ()

Onpose X =1

2"=a+b
On dérive (*)

nX+1D"1=2X-1DQ+ X -12%Q" +a

Onpose X =1

n2"l=aq
Donc b = 2™ —n2nt
Finalement
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R =n2"1x 4 2n — p2n-1
Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.
Il existe Q, et R, tels que :
A, =BQ,+R,©X"+X+b=X-0a)?Q,+R,
Avec d°R,, < 2. Donc il existe a,, et B, tels que:
X"+X+b=X-a)?Q,+a, X+ B, (1)
En dérivant on trouve
nX"1+1=X-a)[20,+ X —a)?Q,] +a, (2)
On fait X = a dans (1) et dans (2).
at+a+b=aa+f, a, =na™ +1
{ na"l'+1=a, {Bn =a"ta+b— (na" '+ 1Da=—-(n—1a"*+b
Donc
R,=ma"+1)X—-(n—-1a"+b
Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.
Il existe Q et R telsque A = BQ + R et d°R < d°B = 2 donc degré de R est inférieur ou égala 1 on a
alors R = aX + b ou a et b sont des réels.
AN =BMHQ(M) +R() @ i*+2i"+1=ai+bcarB(i)=i*+1=0
Sin=2pi?"+2i"+1=qai+bei**+2i?%?+1=ai+be1+2(-1)P+1=ai+b&
{ a=20
b=2+2(-1)P
Donc R =2+ 2(—1)P
Sin=2p+1
"+ 2i"+1=qai+beo P2 +2i? 't 1=qgi+beo -1+2(-1DPi+1=aqai+b
o {a = 2(—1)P
b=0
Donc R = 2(—1)PX
Allez a : Exercice 25

Correction exercice 26.
1. Les quatre racines de X* — 1 = 0, ¢’est-a-dire {1,i, —1, —i} vérifie X* = 1 donc
(X*)" —1 = 1™ — 1 = 0 donc ces racines sont des racines de X" — 1, on peut mettre X* — 1 en
facteur dans ce polyndme.
2.
Premiere méthode :
D’aprés la premiére question il existe Qg, Qp, Q. €t Q4 tels que :
Xt —1= Qa(X4 -1) & X1 = Qa(X4_ D+1
X —-1=0,X*-1)ex*=0%*"-1)+1
X*-1=0.(X*-1) o Xx*=0Q.(X*-1) +1
X _1=0Q;,X*-1)eXx¥=0,X*-1)+1
Donc
P = X4a+3 +X4b+2 +X4-C+1 +X4d — X4ax3 +X4—bx2 + X4CX + X4d
= (QX* =D+ DX+ (QpX* - D+ DX* + (Q(X* - D) + DX + Qq(X* - 1)
+1=X*"—D[Q X3 +QpX?*+ QX + Q] + X3+ X2+ X +1
=X -DXP+X2+X+D[QX3+QpX? +0. X+ Q4] + X3+ X2 +X+1
=(X+HX2+X+ DX —1D(Q X3+ QX2+ Q. X+Qy)+ 1)
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Deuxiéme méthode : X** —1=0 [X*—-1] X" =1 [X*-1]

Donc

X4a+3 +X4b+2 + X4-C+1 + X4—d — X4aX3 + X4bX2 +X4CX +X4d
=S1IXX3+1IXX2+1xXX+1 [X*—1]=X3+X2+X+1 [X*—1]
Donc il existe Q tel que
X3 g xabt2z 4 yaetl L x4 = (XY - 1DQ+ X3+ X2+ X+ 1
=X+X2+X+D((X -1+ 1)

Allez a : Exercice 26

Correction exercice 27.
Les troisracines de P sont a, 2« et B, les relations entre les racines et les coefficients de P donnent

a+2a+p=0 3a+p=0 f =—-3a B = —3a
{a X2a+af +2af = —63 & {2a?+3af = —-63 @ {2a?+3a(-3a) =—-63 & —7¢2 = —63
aX2axp=-162 2a%B = —162 2a%(—3a) = —162 —6a3 = —-162

= —-3a
@{ﬁcﬂzg @{ﬁ=—3a@{ﬁ=—9
o3 =27 a=3 a =3
Les trois racines de P sont 3, 6 et —9
Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
1. Onrappellequea+B+y=0,af+ay+ By =petafy =—q

(a+B+y)2=a?+p%2+y2+2(af +ay + By)
Donc
A=0%-2p=-2p
2. a®+pa + q = 0 entraine que a® = —pa — q, idem pour B et y.
B=-pa—-—q-pB—q—-pr—q=-pla+pf+y)—3q=-3q

C=apf(a+p)+ay(a+y)+py(B+y) =aB(—=y)+ay(=p) + py(—a) = =3afy = 3q

D =a’f+ap®+a’y+ay® + B3 + By = ap(a® + p?) + ay(a® +y*) + By (B* +v?)
=apf(=2p —y*) +ay(=2p — B*) + By(=2p — a?)
= =2p(ap + ay + By) — aBy* — aB?y — a?By = =2p* —aPy(y + B + a)
= —2p* - (@) x 0 = —2p°
Allez a : Exercice 28

Correction exercice 29.

1. Premiere méthode
x et y sont les deux racines du polynéme X? — 5X + 6
Le discriminant vaut A = 1 et les racines sont 2 et 3
Seconde méthode

y=5—-x

Doncxy=6<x(5-x)=65x—x2=60=x>-5x+6=0
Doncx =2oux =3
Six=2alorsy=5—-2=3etsix =3alorsy =5— 3= 2, donc les solutions sont 2 et 3.

2. Le systeme (x) devient
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a+p+y+6=5
af+ay+ad+py+pé5+ysd=9
afy + afé + ayd + fys = 15
afyd = 18

a+B+y+8=5 a+B+y+8=5
6+ay+ab+pLy+po5+y6=9 ay +ad+py+p5+y5 =3
6y + 66 + ayd + fyd = 15 6y + 66 + ayd + fyd = 15
6yd = 18 y6 =3
a+f+y+d56=5 L, a+pf+y+46=5
ay+a6+,8y+,85+3=3@L2 ay +ad+ Py +p5=0
6y + 66 +3a + 36 =15 Ly) 2y +26+a+p=5

Y6 =3 Ly y6 =3
Ly a+f+y+56=5 Ly a+pf+y+86=5
o L, ay+a5+ﬁy+ﬁ§=0@L2 ay +ad+py+p5=0
Lz —1L, y+46=0 Ls y=-6
Ly y6 =3 Ly y6 =3
@LZ 6“+“i_5ﬁ6+ﬁ5 O@LZ y=-5 © vy = Fiv3
3 = - 3 )
Ly -6%2=3 Ly \§ =+iV3 § = £iv3

Commea+ f =5etaf =6alorsaet § valent 2 et 3
Les 4 racines sont 2, 3, iv3 et —iv/3
4. Dans C[X]
P=X-2)(X-3)(X-iV3)(X +iV3)
Dans R[X]
P=X-2)X- 3)(X2 + 3)
Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.

1. 0xP(-1)=(0-2)P(0) & 0=-2P(0) & P(0) =0
1xP(0)=(1-2)P(1) ®P(0)=-P(1) 0=P)
Donc 0 et 1 sont des racines de P.

2. Soita # Otelque P(a) =0.aP(a—1)=(a—2)P(a) ®aP(a—1)=0Pla—-1)=0
a — 1 est une racine de P.

Soit a # 1 tel que P(a) = 0.
(a+1DP(a+1-1)=(a+1-2)Pa+1) e (a+1P(a@)=(a—1DP(a+1) =0
=(a—1DP(a+1)
Donc P(a + 1) = 0, a + 1 est une racine de P.

3. Supposons que P admette une racine a telle que Re(a) < 1 différente de 0 alors a — 1 est racine, a — 1
est différent de 0, donc a — 2 est aussi racine, on en déduit aisément que pour tout k € N, a — k est
racine de P, ce qui voudrait dire que P admettrait une infinité de solution or un polynéme non nul admet
un nombre fini de solutions.

Supposons que P admette une racine a telle que Re(a) > 1 différente de 1 alors a + 1 est racine, a + 1
est différent de 1, donc a + 2 est aussi racine, on en déduit aisément que pour tout k € N, a + k est
racine de P, ce qui voudrait dire que P admettrait une infinité de solution or un polyndme non nul admet
un nombre fini de solutions.

0 et 1 sont les deux seules racines de P si P n’est pas le polyndme nul.

4. Si P n’est pas le polynome nul, comme O et 1 sont les seules racines de P il existe a # 0 tels que
P=aX*(X—-1'etsiP=0alorsP =0 x X*(X — 1)! (c’est-a-dire que a = 0).
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5. Si P vérifie XP(X — 1) = (X — 2)P(X) alors P est de la forme P = aX*(X — 1), il faut étudier la
réciproque, ¢’est-a-dire chercher parmi ces polynémes lesquels sont effectivement solution.
On remplace P = aX*(X — 1)! dans XP(X — 1) = (X — 2)P(X), on trouve que :
Xa(X — DX -2) = (X - 2)axk(X — 1)
Les puissances en X — 2 sont les mémes donc [ = 1.
Les puissancesen X — 1sontlesmémesdonck =1 =1
On vérifie qu’alors les puissances en X sont les mémes, finalement

P=aX(X-1)
Allez a : Exercice 30
Correction exercice 31.
1 —2X + X3 + x4 1+ X+ X?
1 +X +X? 1—3X + 2X?

-3X —X? +Xx3+x*
—3X —3X?% —3%3
2X% +4X3 + X4
2X?% 4+ 2X3 4+ 2Xx4
2X3 — x4

1 -2X+X3+X*=(1+X+X)A-3X+X?)+X3(2-X)
Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.
1. PP =5X*4+4X3+6X%2+4X+1

X5+ X% 4+2X3 +2X2+X+1 5X*+4X34+6X%2+4X+1
5, %y4 , 6y3 [ 4y2 X 1 1
X5+ X +2X3 +oX2 4 X+

Xt +Ix3 +%x242x 41
S RS
EX4+—X3+—X2+—X+—

Pour éviter les fractions on remarque que — X3 + X2 + %X + % = %(2X3 +3X2 +2X +3)

5X4+4X3 +6X% +4X+1 2X3 4+3X%242X+3
5X*+ X3 +5X% + X X -1
——X3+X2 ~Ix+1

2 :

_ZX3_2X2__X_§

2 4 2 4
§X2 + 25
4 4
Pour éviter les fractions on remarque que —- By 4 2:5 X%2+1)
2X34+3X2+2X+3 | X?+1
2Xx3 + 2X 2X +3
3X2 +3
3X2 +3
0
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Le PGCD de P et P’ est X2 + 1.

2. Lesracinescommunesa P et P' sont i et - i, les racines multiples de P sont i et - i. Ce sont au moins
des racines doubles. Ce ne sont pas des racines triples car sinon P auraient 6 racines en comptant leurs
multiplicités.

3. Pestdivisiblepar (X —)?(X +)? =[(X — )X +D)]? = [X? + 1]%

4. il reste a diviser P par (X2 + 1)? = X* + 2X? + 1 et on trouve, apreés calculs, X + 1, donc

P=X?>+1)2%X+1)
Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.
1. Oui!Parexemple P = X3+ 1
2. SiP=aX3+bX?+cX +d,avec a # 0, pour qu’il soit de degré exactement 3.
PX+1D)-PX)=aX+1)3+bX+1D?+c(X+1)+d—aX3>—bX?>—-cX—d
=a(X3+3X?+3X+1D+b(X?+2X+1D)+c(X+1)+d—aX3>—bX*—cX—d
=3aX’+Ba+2b)X+a+b+c
Le degré de ce polynéme est 2 puisque a # 0

3.
{P(X+1)—P(X)=X2—1@{(3a+b)X2+(3a+2b+c)X+a+b+c=X2—1
P(0) =1 P(0)=1
( .

) _ -

Li( 3a=1 ( a=; .

L = -

o l2) 3a+2p=0 @4%:_3“:_1(:” b=—2
bslatb+c=—1"\'"_ 1, } 11 s
L d=1 - =—1]1—-——4—-—=—-
! U a= ¢ 3727 6

\ d=1

1 1 5
P=-X3—-X2-"x+1
3 2 6

Allez a : Exercice 33

Correction exercice 34.

X6 — X — X2 +1 | X*¥4+2x3-2Xx-1
X6 +2X° —2X3 —X? X?—-2X+3
—2X5 —X* +2x3 +1
—2X° — 4Xx* +4X?% + 2X
3X4 4+ 2X3 —4X%2 —2X+1
3X* + 6X3 —6X —3
—4X3 —4X? +4X + 4

PGCD(P,Q) = PGCD(Q,—4X3 — 4X?>+4X +4) = PGCD(Q, X3+ X2 —-X—-1)

X*+2x3 -2X-1 X3+X?-X-1
X4+ X3-X? —-X X+1
X3+X? -Xx -1
X3+X?-X -1
0

Donc PGCD(P,Q) = X3+ X2 —-X—-1=X’X+1D)-X+D=X*>-1DX+1D)=X-1DX +1)?
Les racines complexes communes a P et Q sont 1 de multiplicité 1 et —1 de multiplicité 2.
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Allez a : Exercice 34

Correction exercice 35.
On pose d°P = n.
P’ divise P si et seulement si il existe un polynéme Q tel que:
P=0QP
d°P=netd°P =n—-1=d°Q =1
Donc Q admet une racine complexe a.
Onpose Q =aX +betP=a, X"+ -+ a; X +a, (avec a, # 0)alors P’ = na, X" 1+ +q,
En identifiant les coefficients dominant on trouve que :

a, =nha & a, =—
n

Premiére méthode :
La formule de Taylor pour le polyndme P en a donne
n

P = Z g, X—a)'=ay+ta,(X—a)+a,X—a)>+ - +a,(X —a)”

k=0
Donc
n n n n-1
P'= ) apk(X — @ = ) aek(X = F = ) k(X = ¥ = ) (k+ Daga (X - oF
k=0 k=1 k=1 k=0

=a; +2a,(X —a)+ -+ na, X —a)*?
En changeant ken k + 1.
Comme Q est un polyndme de degré 1 dont « est une racine donc Q = %(X —a)
On remplace ces deux expressions dans P = QP'.
agta,(X—a)+a,(X —a)?>+ -+ a,(X —a)?
=aX —a)|a; +2a, X —a) + -+ + na, X —a)* 1]
SataX-a)t+a,X—a)’++a,X-—a)+ - +a,X—a)?

1 2 k
= Eal(X_ a) +;a2(X—a)2 + ---+Eak(X—a)k ot ap(X — )™

( ap=20
. 2a (a0=0
1~ nl |a1=0
Al k+1 ﬁ{ak=
i = ag |
a L
: a, =

Donc
P=a,(X—a)"
Deuxiéme méthode :
En dérivant P = QP’, et on rappelle que Q' = -

1 1 n
P,:Q’P’+QP”<:>P,:_P,+QP”<:(1__)P,:QP”<:>P,: QPII
n n n—1
Donc
n
P:QPI: QZPII
n—1

Ari _ 1 r__ "
En dérivant (1 n)P = QP
1 1 2 n
(1 _ _) PII — QIPII + QPIII — _PII + QPIII o (1 _ _) PII — QPIII = PII — QPIII
n n n n—2
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Donc
P = n ZPH_ le 3PIII
_n—lQ _(n—l)(n—Z)Q

Pour tout k € {0,1, ..., n — 1}. On montre par récurrence que
(1 _ E) p = opli+1)
n

Et que

nk

T -1)(n-2)..(n—k)
On dérive (1 - S) P = gpk+1)

P

Qk+1p(k+1)

(1 _ ﬁ)P(k+1) = 'pk+D) 4 oplk+2) — Lo 4 QPU+D) o (1 _ ki) plc+) — op(k+2)
n n n
n
PN P(k+1) — P(k+2)
n—k—lQ
K k
— n Qk+1P(k+1) — n Qk+1 QP(k+2)
m-1DMn-2)..(n—k) n—-1)n-2)..(n—k) n—k—1
Ny

Qk+2p(k+2)

T -Dmn-2)..(n-k)n-(k+1)

Cette relation étant vraie au rang 0, elle est vraie pour tout k < n — 1.
On I’applique aurangn — 1:

nn—l

P =
m—-1DMn-2).. (n— (n— 1))
PM™ =nx(n-1)x..x2x1Xa, (ce qui est important c¢’est que c’est une constante).

Peu importe la constante, il est clair que P = KQ™, comme Q est un polyndéme de degré 1, on peut écrire
ce polynéme sous la forme :

an(n)

P=AX—-a)"
Allez a : Exercice 35

Correction exercice 36.

1.
P(X)=2X4+3X3—X2+3X+2=2X2+3X_1+§+i
X2 X2 X X?
Comme
YZ—X2+2+—2=>X2+%=Y2—2
Ona
P(X):2(X2+i>+3<x+1)—1=2(Y2—2)+3Y—1=2Y2+3Y—5
X2 X2 X

. 5
Les racines de Q sont 1 et — 5
Donc les racines de P vérifient

1 2 = 2 _ =
¥ 4o=1 X2+1=X X2—-X+1=0
X PN ou o ou
X 1__° X?°+1= 5X X2+5X+1—0
X772 ) 2 a

Les racinesde X2 — X + 1 = 0 sont
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~| 5
w

Et celles de X? —EX + 1 = 0 sont

On en déduit la factorisation de P dans R[X]
P(X) = 2(x+%)(x+z)(x2—x+ 1
Et dans C[X]
P(X)=2 (X +%) X+2)X+)H&X+j2)
Allez & : Exercice 36

Correction exercice 37.
1. Comme sin(n@) # 0, d°P = n.

\ c 1t ik _ ,-ike
= (antorrt =Y. (snorns = Y ()5
k=1 N k=0 . v 2; n
e gy (et =53 ()0 5 (e
k=0 prar L £

1 . n 1 . n
[ i0 _ —-if
_Zi(1+e X) 2i(1+e X)

Les racines z € C de P vérifient

1 o 1 o o o 1+efz\"
—(14+e%z) ——(1+e7%2) =0 (1+e¥92) =(14+e¥2) o| ——| =
- ( ) =2 ) ( ) =( ) o,
1+ eigz 2ikm . 2ikm .
e 3k e{01,..,n-1}, =en ©3ke{01,.,n—1}L1+efz=en (1+e7%2)

1+e- 0z
. 2ikm 2ikm
e 3ke{0l,.,n—1},efz—en eWz=¢n —1

. 2ikm 2ikm
o 3k e{01,..,n— 1},z(e‘9 —en e“9> =en —1
N g : 2ikm .
Il faut quand méme vérifier que e®® —e n e™ % 0

0 2ikm 0 0 2ikm ] 2km ) km )
e —ene?=0ce?W=¢n @EI]EZ,ZH=T+2l7t<:>EIJEZ,9=7+ln<:>EI]

€ Z,n6 = km + nlr < sin(nf) =0
Ce qui n’est pas possible d’apres I’énoncé.

en —1
P(z) =0 3ke{01,..,n—1},z= ST
el — o n o-if
2ikm
. en —1
Les n racines de P sont les complexes z, = ——z=——avec k € {0,1,...,n — 1}
elf_e n o—ib
2.
2ikm _2ikm Zi::” —ZLZL(’” -1 2ikm

L en —1 e n —1 e e 1—en
Zk = 2ikm T _2ikm T 2ikm ] _2ikm |\ 2ikm ]

el — e n -0 e~ 0 — o7 plib e n_ <e—19 —e n_ el@) e n e 0 — pib

2ikm
en —1
= 2ikm = Zk

el — o n e-if
Donc ces complexes sont des réels.
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Allez a : Exercice 37

24



