NOMBRES COMPLEXES
Exercice 1 :

2 : — 2 ot -1
On donne 6, un réel tel que : cos(8,) = \Eet sin(6,) = =
Calculer le module et I'argument de chacun des nombres complexes suivants (en fonction de 6,) :

a=3i2+)@4+201+i)eth = %
Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :

Mettre sous la forme a + ib, a, b € R (forme algébrique) les nombres complexes

_3+6i _<1+i)2_ _2+5i 25
A3 2T\ BT T
J_S*2 (1 B a+i
T2 ST\ 27 "2) T (-0

2 1 1+ 2i
Z7:

T1-iv3 BT a+20B-0 T 1-uz
Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants
2in i _7in im\ ¢ _3in
Z1=12e3 ;2 =2e 8,23 =3e 8 ;z,= (Ze4>(e 4 );
in m
2e4 i 5in 2e3
Zs = —3-3Z¢ = (Ze 3)(33 6 );27 =

e~ 4

zg, le nombre de module 2 et d’argument =

Zo le nombre de module 3 et d’argument — g
Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
1. Mettre sous forme trigonomeétrique les nombres complexes suivants, ainsi que leur conjugués :

4 . .
2, =34+30; z,=—1—iV3; z3= _§i; Z, = —2; z5 = e'? + 29,

3i60
Pour zg, factoriser par e’z

0 €l —mmr

1+iV3 .
Ze=1+1; Z7=1+i\/§; Zg=\/§+i; Zg=——; 210=1+e‘9, 0 €]l—mnmnf
V3 —i
i0
Pour z,,, factoriser par ez

2. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants, ainsi que de leur conjugués.
tan(p) — i 1
=1+i(1+2); =/10+2x/5+'1—\/5; = = —————
“1 l( ) %2 l( ) % tan(p) + i =17 i tan(0)
Indication :

Ecrire z; sous la forme a(e? + 2i)
Calculer z3
3. Calculer



2010

1+4iV3
=)

Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5 :
Effectuer les calculs suivants :
1. 3+2)(1—-3i)
2. Produit du nombre complexe de module 2 et d’argument g par le nombre complexe de module 3 et
d’argument — 5?”.
3. Quotient du nombre complexe de modulo 2 et d’argumentg par le nombre complexe de module 3 et
d’argument — 5?”.

Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Etablir les égalités suivantes :
1.
(cos (g) + isin (g)) (1 _Zi\/§> 1+i)= \/i(cos (g—Z) + isin (Z—Z))
2.
1-19) (cos (g) + isin (g)) (V3—i)=2v2 (cos (163_:) — isin <16%n))
3.

2(cos () +isn() -

1+ 2
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
Soit
u=14+i et v=-14+iV3
1. Déterminer les modules de u et v.
2. Déterminer un argument de u et un argument de v.
3. En déduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de u.
4. Déterminer le module et un argument de %
5. En déduire les valeurs de

( Sn) . . ( 57r>
COS 12 e Sin 12

Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
Calculer le module et un argument de

V6 —i2 ,
u:T et v=1-—1i

En déduire le module et un argument de %
Allez & : Correction exercice 8 :



Exercice 9 :
Effectuer les calculs suivants en utilisant la forme exponentielle.
1+ 1+i0\° 4 5 5
2:;22 = <:) yZ3 = (1+i\/§) yZy = (1+i\/§) +(1—i\/§) ’
1+iV3 V6 — iN2

A

Ze = 3 Zg = -
T VB4 2-2
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Calculer les racines carrées des nombres suivants.
zZ1=—1L,z,=0;z3=1+1i;z,=—-1—i;z5 =1+ iV3;
Ze =3+ 4i;z;, =7+ 24i;z4 =3 — 4i;zg = 24 — 101
Allez a : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :

. , 1+i , . .
1. Calculer les racines carrées de fl En déduire les valeurs de cos (g) et sin (g)

) , 3+i - )
2. Calculer les racines carrées de \/_T En déduire les valeurs de cos (%) et sin (1"—2)
Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
Résoudre dans C les équations suivantes :
1. z2+z+1=0.

2. z2—(i+14)z+2(5i+12) =0.

3. z2—-+3z—i=0.

4. 72— (1+2)z+i—1=0.

5. z2—(3+4+4i)z—-1+5i=0.

6. 4z° —-2z+1=0.

7. z*4+10z% +169 = 0.

8. z*+2z°+4=0.

9. x*—30x%2+289=0.

10. x* + 4x3 + 6x*> + 4x — 15 = 0.

11.z23+3z-2i = 0.

12.22 - (1+a)(1+i)z+ (1 +a?®)i=0.

13.iz2+ (1 =5)z+6i—2 = 0.

14.(1+)z?-B+i)z—6+4i=0.

15. (1 + 20)z? = (9 + 3i)z—5i + 10 = 0.

16. (1 + 3i)z%2 — (6i +2)z+ 11i — 23 = 0.
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13 :
Résoudre 1’équation :
Z*4+(3-60)Z?-8—-6i=0
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
1-DX3-G+DX*+(A+60)X—4i=0
1. Montrer que cette équation admet une racine réelle.
2. Résoudre cette équation.



Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :
Résoudre dans C I’équation
z6—iz3—-1-i=0
Indication : Poser Z = z3 et résoudre d’abord Z2 —iZ —1—i = 0.
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
Soit (E) I’équation
X*—-3X34+2-DX?+3X-3+i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
1. Résoudre X3 = —2 + 2i
2. Résoudre Z3 = —8i
3. Résoudre

1
§Z6+(1+3i)Z3+8+8i=0

On rappelle que V676 = 26.
Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
Soit I’équation z3 —iz+1—i=0 (E)
1. Montrer que (E) admet une racine réelle.
2. Déterminer les solutions de (E).
Allez & : Correction exercice 18 :

Exercice 19 :
Soit (E) I’équation
X*—(3+V3)X3+(2+3V3—i)X?+ (-2V3+3i)X—2i=0
1. Montrer que (E) admet des racines réelles.
2. Résoudre (E).
Allez a : Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
Soitz=v2+V3+ivV2—+3
1. Calculer z2, puis déterminer le module et un argument de z2, puis écrire z2 sous forme trigonométrique.
2. En déduire le module et un argument de z.

3. En déduire cos (1”—2) et sin (%)

Allez a : Correction exercice 20 :

Exercice 21 :
1. Donner les solutions de :



Sous forme algébrique et trigonométrique.
2. Donner les solutions de :
Z+D*+4(z-1D*=0
Sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 21 :

Exercice 22 :
1. Donner les solutions complexes de X* = 1.
2. Résoudre X* = —%— ié—g
3. Résoudre X8 + (—1+ iﬁ)X4 _1_ iﬁ =0
2 2 2 2

Allez a : Correction exercice 22 :

Exercice 23 :
Ecrire sous forme algébrique et trigopnométrique le nombre complexe

1+i-v3(1 -0\
()

Allez a : Correction exercice 23 :

Exercice 24 :

1+i)2010
1-i

A ; 1+i
1. Déterminer le module et un argument de 1—_i calculer (

. 2010
2. Déterminer le module et un argument de 1 + iv/3, calculer (1 + iV3)

3. Calculer les puissances n-ieme des nombres complexes.
1+iV3 ) 1+ itan(8)
n= o 21N s =T TGy
Allez a : Correction exercice 24 :

z4 =1+ cos(¢) + i sin(¢)

Exercice 25 :

Comment choisir ’entier naturel n pour que (V3 + i) soit réel ? Imaginaire ?
Allez a : Correction exercice 25 :

Exercice 26 :
Soit z un nombre complexe de module p et d’argument 6, et soit z son conjugué. Calculer
(z+2)(2% + Ez) (2" +7")
En fonction de p et 8. Et de cos(8) cos(20) ...cos(nd)
Allez a : Correction exercice 26 :

Exercice 27 :
1. Pour quelles valeurs de z € C a-t-on |1 + iz| = |1 — iz]
2. On considere dans C 1’équation

<1 + iz)" 1+ia R
—) =——, a
1—-iz 1—ia
Montrer, sans les calculer, que les solutions sont réelles. Trouver alors les solutions.

V3+i
V3-i

3. Calculer les racines cubiques de

Allez a : Correction exercice 27 :



Exercice 28 :
Résoudre dans C 1’équation

(Zz + 1) 1
z—1 N
Allez a : Correction exercice 28 :

Exercice 29:
Résoudre dans C 1’équation

Allez a : Correction exercice 29 :

Exercice 30 :

1. Déterminer les deux solutions complexes de u? = —2 + 2i+/3.
2. Résoudre

z+1i 2
( ) = -2+ 2iV3

zZ—1
On explicitera les solutions sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 30 :

Exercice 31 :
Résoudre dans C
z—1\2
(=) =8
Z—1
On donnera les solutions sous forme algébrique.
Allez a : Correction exercice 31 :

Exercice 32 :

On appelle j = —%+i‘/7§

Résoudre dans C, I’équation X3 = 1 (donner les solutions sous forme algébrique et trigonométrique)
Montrer que j = j?

Montrer que j~1 = j2

Montrerque 1 +j + j2 =10

o~ wbd e

1
Calculer —.
1+j

6. Calculer j™ pour toutn € N.
Allez a : Correction exercice 32 :

Exercice 33 :
Résoudre dans C I’équation

1
z3 :Z(_l-l_i)

Et montrer qu’une seule de ces solutions a une puissance quatrieme réelle.
Allez a : Correction exercice 33 :

Exercice 34 :
1. Donner les solutions complexes de X* = 1.



2. RésoudreX‘*z—%—ig
' 8y (_1yp;B\xe_1_;B3_
3. Résoudre X +( 2+12)X S =i =0

Allez a : Correction exercice 34 :

Exercice 35 :
Trouver les racines cubiques de 11 + 2i.
Allez a : Correction exercice 35 :

Exercice 36 :
Calculer
14iV3
__ 2
V2(1+49)
2

Algébriquement, puis trigonométriquement. En déduire cos (%) sin (1”—2) tan (%) et tan (i—’;)

Allez a : Correction exercice 36 :

Exercice 37 :
Trouver les racines quatrieme de 81 et de —81.
Allez a : Correction exercice 37 :

Exercice 38 :
Soitn = 2, un entier.

a. Déterminer les complexes qui vérifient z2" = 1.
b. Déterminer les complexes qui vérifient z* = —1.
2. Calculer la somme des complexes qui Vérifient z™ = —1.
Allez a : Correction exercice 38 :

Exercice 39:
1. Soient z4, z,, z5 trois nombres complexes ayant le méme cube.
Exprimer z, et z; en fonction de z;.
2. Donner, sous forme polaire (forme trigonomeétrique) les solutions dans C de :
z°+(7-1)z3-8-8i=0
Indication : poser Z = z3 et calculer (9 + i)2.
Allez a : Correction exercice 39 :

Exercice 40 :
Déterminer les racines quatrieme de —7 — 24i.
Allez a : Correction exercice 40 :

Exercice 41 :
Résoudre les équations suivantes :

e 1tW3 o 1-i

= ) VA )
1-—iV3 1+ iV3

Allez a : Correction exercice 41 :

z64+27=0; 27z-1D°+(z+1)°=0



Exercice 42 :
Résoudre dans C :

1. z°=1
2. z2°=1—-1i
3. z3=2-2i
4. z5=7

Allez a : Correction exercice 42 :

Exercice 43 :

1. Calculer les racines n-ieme de —i et de 1 + i.

2. Résoudrez?—z+1—i=0.

3. Endéduire les racines de z?* — z" +1—i = 0.
Allez a : Correction exercice 43 :

Exercice 44 :
1. Montrer que, pour tout n € N* et pour tout nombre z € C,on a:
-1DA+z+z2+-+2z"H)=z"-1
Et en déduire que si z # 1,0na:
z"—1
_ z—1
2. Vérifier que pour tout x € R, onae® —1 = 2ie% sin (’z—c)

14+z42z°++2"1 =

3. Soitn € N*. Calculer pour tout x € R la somme :
Z,=14e™ 42 4 ... 4 g(-Dix
Et en déduire les valeurs de
X, =1+ cos(x) + cos(2x) + -+ + cos((n — 1)x)
Y, = sin(x) + sin(2x) + -+ + sin((n — 1)x)
Allez a : Correction exercice 44 :

Exercice 45 :
Soit a € C \ {1} une racine cinquiéme de 1, donc a® = 1.
1. Quelles sont les 4 complexes qui Vérifient ces conditions ?
2. Montrerquel+a+a?+a+a*=0
3. Calculer 1 + 2a + 3a? + 4a3 + 5a*
Indication : On calculera de deux facon differente la dérivée de la fonction f définie par
f)=1+x+x2+x3+x*+x°
On donnera le résultat sous forme algébrique.
Allez & : Correction exercice 45 :

Exercice 46 :
Soit € une racine n-iéme de 1’unité, € # 1 ; calculer
S=1+2e+3€?>+ - +ne™?
Allez a : Correction exercice 46 :

Exercice 47 :
Résoudre dans C, I’équation (z + 1)" = (z — 1)™.
Allez a : Correction exercice 47 :



Exercice 48 :
Résoudre dans C, I’équation z" =z oun > 1.
Allez a : Correction exercice 48 :

Exercice 49 :

Soit B € C tel que B7 = 1 et B # 1. Montrer que
2 3
B N B N B

= -2
1+p2 1+p* 1+p°

Allez a : Correction exercice 49 :

Exercice 50 :
Linéariser :
A(x) = cos3(x); B(x) = sin®(x); C(x) = cos*(x); D(x) = sin*(x) ; E(x) = cos?(x) sin?(x);
F(x) = cos(x) sin®(x); G(x) = cos3(x) sin(x) ; H(x) = cos3(x) sin?(x) ;
1(x) = cos?(x) sin3(x); J(x) = cos(x) sin*(x)
Allez a : Correction exercice 50 :

Exercice 51 :
. . 1-z .
1. Déterminer I’ensemble des complexes z tels que ﬁ soit réel.

. . R 1- .- ..
2. Déterminer ’ensemble des complexes z tels que 1_—LZZ soit imaginaire pur.
Allez a : Correction exercice 51 :

Exercice 52 :
1. Montrer que (1 +i)® = —8i
2. En déduire une solution de I’équation (E) z? = —8i.
3. Ecrire les deux solutions de (E) sous forme algebrique, et sous forme exponentielle.
4. Déduire de la premiére question une solution de I’équation (E,) z3 = —8i.

Allez a : Correction exercice 52 :

Exercice 53 :
Soit f: C — C définie par f(z) = z(1 — z)
1. Déterminer les points fixes de f c’est-a-dire résoudre f(z) = z.
. 1 1 1 1
2. Montrer que si |z — 5| <3 alors |f(z) — 5| <3

Indication : z(1 — z) = (z - %) G - Z) +i

Allez a : Exercice 53 :

Exercice 54 :
Posons E = C \ {—i}. Soit f: E — C \ {1} I’application définie pour tout z € E par :

z—1
f<z):z+i

1. Montrer que I’application est injective.
Montrer que pour tout z € E ona f(z) # 1.
3. Démontrer 1’égalité

N

f(E) = C\ {1}
Que peut-on en déduire sur f.
4. Soit z € E. Montrer que
Im(z)
1-— =4 ——=
P =47
5. Notons U I’ensemble des complexes de module 1. Montrer que I’on a

fR) =UN\{1}

9



Allez a : Correction exercice 54 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :

la| = [3i@+ D@ +20@+0)| = |3i] x |2+i] x |4+ 2i| x |1+
=3x22+12x2x |2 +i] x\/12+12:6(\/22+12)2xx/§=6x5\/§
= 30V2

arg(a) = arg(3i(2 +i)4+ 201+ i)) = arg(3i) + arg(2 + i) + arg(4 + 2i) + arg(1 + i) + 2kn
T /i
=5+ arg(2 + i) +arg(2(2 + ) + il 2km

3 3
= T-I_ arg(2 +i) +arg2 +arg(2 +i) + 2kn = T + Zarg(z +1i) + 2kn
2

Soit 6 un argument de 2 + i, cos(8) = Norrevi T et sin(9) = W \/_ donc cos(8) = cos(6,) et
sin(8) = sin(f,), on en déduit que 6 = 6, + 2kn
Par suite

3
arg(a) =T+260+2kn
(4+2)(-1+10) | = la+2i| x| —1+i] 2x|2+ix{/(-D2+12 2xV5x+2

b| = — = =
5] =1 (2 —0)3i |2—i| x |3i] J22+ (-1)Zx3 V5 x 3
3

3
arg(b) = arg(4 + 21) +arg(—1+i)—arg(2 —i) —arg(3i) + 2kn = 0y + —— (—6,) — = + 2km

Allez a : Exercice 1:
Correction exercice 2 :
3460 (3+6D)(3+4i) 9+12i+18i—24 —15+30i 3+6
AT 4T T 2y (—a2 25 -~ 25 575!
_(1+i>2_((1+i)(2+i))2_(2+i+2i—1)2_(1+3i)2_1+6i—9_ 8 6
22=\z27) “\orcnz) "\ mycnr ) U5 ) T2 Tt

Autre méthode
(1+i> (1+i)? 1+2i—-1 20 2i(3 + 4i) _6i—8 8 6
Z2 = =

2—i) T2 4—4i—1 3-4 3Z+(-H2_ 25 25725
2450 2-51 (4500 +D)+@—-5)(1—i) 2+20+5i—5+2—2i—5—5
BT Tt Ty 1-D+1D) - 12 — 2
— 6_
=-5=-3

Autre méthode

2+5i 2-5i 2450 2+45i 2+ 5i
Z3= = Re( )

1-1 14 1-i 1= 1—i

10



Or
2450 (2+5)(1+i) 2+2i+5i—-5 —-3+7i 3+7_
1—i 124 (-1)2 2 T2 T2

3
Z3:2X(_E>:_3

5+ 2i (5+21)(1+21) _5+10i+2i—-4 —-1+12i 1+12,
T T T 12y (22 5 -~ 5 ~5'735°

=33 () () () +(5)

—l—8 =—§+l 3 +§_l_8 =1

Donc

w

Autre méthode

3
1 \/§ 2im\ 3
— — —_— — 3 — 2im
Zs <2+12> (e ) e 1
Ou encore
Z5—j3—1
(1+10)°
Zg =
1 -0
On peut toujours s’amuser a développer (1 + i)° et (1 — i)7 mais franchement ce n’est pas une bonne
idée.
(1+i)9 (1+i)7 14 1+ +0)\
1+1i)? 1 2( )— 1+2i—1)|———F—
1+2i—1 2i(2i)7 288
:i< ): (): =2i8=2
2 27 27
Autre méthode
\/E > 9 RN 9T
1 +10)° ( "2 _ (@) () (v2)eF (S IE) ) deim
Z6 (1_1) . .11_7: e :26 4 4 :234' :23 i
(ﬁ Z-i £)> ()
=2
2 2(1+iV3) 21+iv3) 1 43
77 = — = — = — = ———1—
1=V 124 (3 4 272
Autre méthode
2 1 12 1 3
Zy = — = :—:—3:] = ———][—
1—ivV3 1, .V3 J J 2 2
—z-l-lT
B 1 B 1 RS S SORE SIS SUNE el SN SO O
8T 1+20B3-1) 3-i+6i+2 5+5 5 1+i 5 12+12 10 10
1+2i (1+20(1+20) (A+2)* 1+4i—4 3+4
=12 12+(C22 5 5 ~5tg!

Allez a : Exercice 2 ;

Correction exercice 3 :

11



21—2(C05(23)+151n ) (——+l—>=—1+i\/§

Ve () 50 ()~ Vs (3 V2 (3
23=39_7él3_n=3<cos( 7g>+151n( )) 3cos< )—3isin(%”)
s~ )0 -£) = () s

= —3cos (8) + 3isin (n)

8
1514 3Ln (71'_3_71') _ir .
z4—(2e4)(e )—2e4 4) =2e "2 =-2i
5 in
e4 (T4 37 ;
Zg = 30 = Zel(4+ 4) = Ze”r = -2
e 4
5) (3% = 66/60) = 8 = con () 15n () = (-5 - 5
= 3 6 = 3 6/ = 6 = —_ R = —_—— —
Zg (Ze ) 3e 6e' 6e 6| cos 6 + isin 6 6 > Zl
= —3v3 - 3i
i
2e3 2 ymSm 2 sin 2 im 2/ 1 43 1 3
Z; = ——=; = 5€ 3 6/==—e6 =—¢3 =—|——=—1l—|=—=—1—
=i 3 3 3 3 2 2 3 3
3e 6
— ol _ LAV N & ST I
zg = 2e’3 —2(cos(3)+lsm(3)) —2<2+l > )= 1+iV3
T T w T T
Zg=3e '8=3 (cos (— §) + isin (— §)) = 3 cos (§) — 3isin (§)
A moins de connaitre cos (g) et sin (g) on ne peut pas faire mieux.
Allez a : Exercice 3 :
Correction exercice 4 :
1. z =3 +i)donc|z;| =3|1+i| =3 xV12 +12 =32
Si on ne met pas 3 en facteur
;] = /32432 =19+ 9=V18=+/32x2=3V2
C’est moins simple.
On appelle 6, un argument de z,
3 1 V2 3 1 V2
cos(@) ) =——==—=— et sin(fy)=——==—=—
Y32 V22 Y3z V22
Donc 6, =7 + 2km, k € Zetz, = 3y2e's, et 7] = 3v2e
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur
VI \2
3\/—(F+1F> = 3\/—< +l7> = 3\/§(cos(4)+151n(4)) = 3+/2¢" 4
|z,| = J(—l)z + (—\/§)2 = V4 = 2, soit 8, un argument de z,
1 V3
cos(6,) = — = et sin(6,) = ——
2 2
4im 2[1‘[
Donc 6, =—+2kn keZetz,=2es =2e 3

Autre méthode (mellleure), on met le module en facteur

12



1 V3 4m 41 4in _2in
Z, =2 —=—1i— =2(cos<—)+isin(—>>=233 =2e 3

2 2 3 3
— 2in
Etz, = 2es
Pour z; la détermination du cosinus et du sinus n’est pas une bonne méthode.
4 4 m
Z3=—=i=—=-e?2
T3 3

. o 4 . , .
Cette forme n’est pas la forme trigonométrique car —; est négatif, ce n’est donc pas le module, mais

; 4 3m 4 _m
—1=e‘”,d0nCz3=—e ez ——e( +”)=§e 2 =ce 2.
. . . sim  _im
On aurait pu directement écrire que —i = e'2 =e 2.

— 4 =
Et Z3 = Ee 2
Pour z, la détermination du cosinus et du sinus n’est pas une bonne méthode.

Zy=—2=2e"
Etz, = e ™ = ¢i"

C’est plus dur
o e 3O 6 o\ 36 o 6\ 30
zs = ¥ +e?f =2 (e 12+elz)=ez x2cos(§)=2cos<5)e2

Comme -t <@ <m —= < oI > par conséquent cos( ) > 0, ce qui signifie que 2 cos( ) est bien le
module.
Et7s = 2cos () e 2
5 = 2C0S (2) e 2
|zg| = V12 + 12 = /2, soit 6, un argument de z
1 2 1
cos(0,) =—=— et sin(9,) = —= =
)=7=3 (6) = —

Donc 6 = 7 + 2km, k € Zetzs = 2e's
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

1 1 V2. A2 (T s
Zg = \/_<—+l—) \/§<—+L—>=2(cos(Z)+lsm(—))=Ze4

\2 \2 2 2 4
Etzg = Ze_i%
|z,| = ,/12 + (\/5)2 = V4 = 2, soit 6, un argument de z,

1 V3
cos(6,) = 3 et sin(6,) = EX

Donc 6, =§+ 2km, k € Zetz, = 2es
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

=2 (3+i5) =2 (s §) +1sin(3)) = 26

|zg| = (\/§)2 + 12 = /4 = 2, soit A5 un argument de zg
V3

1
cos(fg) = - et sin(fg) = 3
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Donc O =§+ 2km, k € Zetzg = 2es
Autre méthode (meilleure), on met le module en facteur

Zg = 2(?+i%> = 2(cos (%) +isin(%)) = Ze%ﬂ

Premiére méthode

1+ivV3 1, V3 =
1+iV3_—3 — _2tl5 €3  za_
T V3-i V3-i 3 .1 T
2 2 '2
Deuxieme méthode
1+ivV3 (A+i3)E3+i) V3+i+3i—vV3 4i s
Zo = = = =—=1=°
T V3 (V3)" +12 4 4

C’est plus dur
, e 6 8 0 0 o\ 6
Zip=1+e¥ =ez (e 2 +e12> =e2 XZCOS(E> = 2cos<z)ez
Comme -t <@ <m —= < <z > par conséquent cos( ) > 0, ce qui signifie que 2 cos( ) est bien le
module.
i0
Etz,o = 2 cos (g) e z
2. Faisons comme d’habitude
2 2
|21|=\/12+(1+\/§) =\/1+1+2\/§+(\/§) =\/4+2\/§

Soit 6; un argument de z;

cos(6,) = ! et sin(0,) L+v2
1) = 77— 1) = 77—
V4422 V4422

L’ennui c’est que 1’on ne connait pas d’angle dont le cosinus et le sinus valent ces valeurs.
Il faut étre malin.

=11 HVE) =14 4B =2 () B =2 (e o)

3in 311'[

=\/§e%(e lg+e8> V2es ><2cos( )—2\/—cos( )

2\/_coS( )>Odon091 ——+2kn,k€ Z et |z,| =2\/§cos(§)

Remarque :
T
2+/2cos (5) = ’4 + 242

Le module de Zz; est aussi 2v2 cos (%) = 4 + 2+/2 et un argument est — %’T.

z; = /10+2\/§+i(1—\/§)
|22|=\/</10+2\/§> +(1—\/§)2=\/10+2\/§+1—2\/§+(\/§)2=\/1_=4

Soit 8, un argument de z,

Faisons comme d’habitude

10 +2v5 1-+5
cos(8,) = — 1 et sin(6,) = 2

L’ennui c’est que 1’on ne connait pas d’angle dont le cosinus et le sinus valent ces valeurs.
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Calculons z3

5
z§=</10+2\/§+i(1—\/§)>

=< /1o+z\/§> +5< /10+2\/§>4i(1—\/§)+10<m> (i(1_\/§))2
+ 10( /10+2x/§>2 (i(l —\/E))3 +5 /10+2\/§(i(1—\/§))4+ (i(1_\/§))5

= (10 +2v5)" 10 + 25 + 5i(10 + 2v5) (1 — V5)
—10(10 + 2v5)(1 = v5)" 10 + 2v5 — 10i(10 + 2v5) (1 = V5)’
+510 + 2V5(1 = V5)" +i(1-+5)

= J10.+ 208 (10 + 248)" - 10010+ 245) (1~ vB)” + 5(1 - ¥B)")
+i(1-5) (5(10+ 2v5)" —10(10 + 2v5)(1 —V5)" + (1 - @)4)

(10 +2v5) — 10(10 + 2V5)(1 = V5)" + 5(1 - V5)"
= 100 + 40V'5 + 20 — 10(10 + 2v5)(1 — 2V5 + 5)
+5(1-4v5+6x (V5) —4(V5)" +(V5)")
= 120 + 40V5 — 10(10 + 2V5)(6 — 2v5) + 5(56 — 24v/5)
= 120 + 40V5 — 10(60 — 20V'5 + 12V5 — 20) + 280 — 120v/5 = 0
5(10 +2V5)" — 10(10 + 2V5)(1 - V5)” + (1 - V5)"
= 5(100 + 40V5 + 20) — 10(10 + 2v5)(1 — 2V5 + 5)
+(1-4V5+6x (V5) - 4(v5)’ + (x/§)4)
= 600 + 200V5 — 10(40 — 8V5) + 56 — 24V/5 = 2566 + 256V5
= 256(1 +V5)
z3 = 256i(1 —V5)(1 +V5) = 256i x (—4) = —21°

T
Ensuite il faut trouver les solutions de Z> = —210j = 21072

5 _ _910; — 910,-% 2] =2 21 =2°
= — | = 2 T T
z ' ¢re arg(25)=—z+2kn® 5arg(Z)=—§+2k7T
|1Z| = 4
S m  2km
{arg(Z) = —1—0 + T,k € {0,1,2,3,4}

—il 3im 7in 11im 15im
Zo=4e '10; Z,=4e10; Z, =4e10; Z3 =4e 10 ;Z, = 4e 10 = —4{

Parmi ces cing complexes, le seul qui a une partie réelle positive et une partie imaginaire
. T . TT
négative est 4e 10 d’ou z, = 4e” ‘10 donc un argument de z, est — 130

Le module de z, est 4 et un argument est %
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tan(g) — i (tan(<p) — i) (tan(p) — L) tan?(¢p) — 2itan(p) — 1
tan(p) +i tan?(¢p) + 12 1
cos?(¢p)

= cos?(¢) (tan?(p) — 1) — 2i cos?(¢) tan(¢)
. .
— cos2p) Bz~ 1) - 20005 0) T
= —(cos?(¢) — sin?(¢)) — 2isin(¢)cos(¢p) = — cos(2¢p) — isin(2¢)
= —(cos(2¢) + isin(29)) = eTe~2i¥ = i(m=2¢)
Le module de z3 est 1 et un argument est = — 2¢
Autre méthode

Z3 =

. sin(¢)
tan(p) =i _iCtan(p) =) itan() +1 ‘cos() T isin() + cos(p)
tan(p) +i i(tan(p) +i) itan(p)—1 ; sin(p) 1 ~ isin(g) — cos(¢)
cos(¢)

23:

_cos(p) +isin(p) e
~ —(cos(p) —isin(gp)) el
Un argument de z5 est —m — 2¢

— _ezi(p — eineziq) — ei(n+2<p)

1 1 cos(60) cos(0) _io
Zy = - — =———=cos(f)e”!
1+ Ltan(B) 1 sin(B) cos(9) + i sin(8) ett
+
cos(9)
Si Best tel que cos(8) > 0 alors |z,| = cos(8) et un argument de z, est —6
Si Oest tel que cos(8) < 0 alors |z,| = — cos(0) et un argument de z, est —6 + 7
3. Onsaitque j2 = —%— i\/z—gdonc%+ i\/z—§ = —j?
. 2010
(1 +2l\/§> = ( ]2)2010 — (1-2)2010 :j4020 :j3x1340 — (]-3)1340 — 11340 — 1

Allez a : Exercice 4 ;

Correction exercice 5 :
1. 8+20&—30=3—9b+%—6ﬂ=3—7b+6=9—ﬁ

2.
Zeig X 361.(_5?11) = 6e' (n_s_n) =6e ( 72T) = —6i
3.
Zeig 2 @ S5it 2 . m 5T 2 7im
———=se3e6 = —e‘(§+?) =—e6
3€i(_ 6) 3

Allez a : Exercice 5:

Correction exercice 6 :

1.
(cos (g) + isin (7)) (1 _2“/—> A+i=e 7o~ \/_<\/— \/—> VZe'Te Eels
= \/Eei (g_%%) = \/Ee (12ﬂ 288‘? Zln) \/_684 = \/_<cos (Z4> + i sin (ZZ
2.
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2 5 5 2

157 12m 10w

= zﬁe‘izeiie_ig = 2/2¢! ( 215 6) = zd—e'(_ﬁ W__) = 2v/2e 60
13w 13w
= 2\/—<cos( 0 ) —lsm( 0 ))

V2 (cos (75) + isin(13)) COS(12)“S”‘(%) et (-m) _ 2im  x
=—=c¢

(1) (cos (2) + isin () (VT - 1) = f(ﬁ_lﬁ)(cos(f)+l-sm(f))z<ﬁ__i

= = — 12 4) =¢ 12 = e 6
1+ V2 2. i
-+ =i e4
2 2
m . omy V3 1
=COS(E)—lSII’1(g)—7—El

Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :

1. |u|=vIZ+ 12 =+Zet|v| = /(—1)2+\/§2 =2

2.

Donc un argument de u est 7.

2
Donc un argument de v est ?”

3. On cherche les solutions complexes de z3 = u

1
23| = V2 |z|3 =22
=ue o T &
arg(z):z+2kn, k €Z 3arg(z) = —+2k7r ke

1
|Z| =26
=
s I8
arg(z) = 12 R k € {0,1,2}
u admet trois racines cubiques
1 .7 1 T 2T 1 9m 1 3im 1 T 4T 1 17im
zy = 26e'1z; z, = 26e" i(5+3) = 26e'12 = 26e 4 et z, = 26e' i(73+ 3) 26e 12

2im :76 3 2

2e3

8 eh VR ) 2 V23 R s (-52) st (- 5D)

Et

u_ 1+ (1+z)(1—z\/‘) —1+v3+i(-1-+3)
v

—1+iV3 4 4
Par conséquent

{\/— 5m\y —1++3 If (5n>_—1+\/§_—\/§+\/8
[Fon(ci-255 [l 3952
| V2 5m\ —1— lsi 5my —-1-+v3 —2-6
K251n<_12 4 > ( )_ Nz 4

Allez a : Exercice 7 :
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Correction exercice 8 :

[V6—iv2| V6+2 VB8 VAx2 242 N

="y =g =7 =72 =2
u_\/_zlx/_ \/_<\/ 23\/:“/2):\/5(\/?)(;/3?_1\/5):\/E<\/§2_L>:\/§e_i%

Donc |u| = v/2 et un argument de u est — =

lv| = w/12 + (12 =42

V2 2 :
v=V2[——i—|=V2e""2
2 2
Donc |v| = V2 et un argument de v est —%.
TT
L
6 . .
z 2e — = el(_%+%) = el%
(% \/Ee—lz
Donc |E| = 1 et un argument de = est —.
v v 12
Allez a : Exercice 8 :
Correction exercice 9 :
a+@+i 1+42i—-1 b
zZy = 7+ 12 = > =i=e?2

140y’ I3 3im
2= (1) = (%) =
4= (1) - ZG’Liﬁ) =24 (5) =160
o= (e 4 (008 = (2 (05| +(2(5-1) ) =29 v ()

Sim  _5im 5n 1
=32(e 3 +e 3 )=32x2cos(?>=64(——)=—32

2
1+iV3 (1+l\/_)(\/_ i) V3—i+3i+v3 23+2 V3 1, &
Zs = = = =—+4+=-1=¢€e6
V3+i (\/_) + 12 4 4 2 2
Autre méthode
1, .V3
2|5+ i 3
1+ iV3 (2_“2) e's (20 _ if
Zs = = =—F=ce€ 3 6/ =6
V3 +i V3, 1.\ (i
2| 5 +5i
2 2
V6—-iV2  (V6—-iv2)(2+2) 2V6+2iV6 —2iv2+2v2  2v6 +2v2 + 2i(V6 — V2)
T T 2+ (22 8 - 8
V6 +V2+i(V6—+2)
B 4
Remarque : il aurait mieux valu mettre \/75 en facteur d’entrée.
La on est mal parti, il va falloir trouver le module, puis le mettre en facteur,
V6 +V2 +i(V6 -2 V2
76 = ( ?) T (VE+1+i(¥3-1))
VZ " VI o 2
|z6| = \/(\/—+1) +(W3-1)"= \/3+2\/—+1+3—2\/—+1_T\/§=Tx2\/§=1
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E+VZ | \E—2

Zg = 2 +i 2 = cos(8) + isin(6)
Mais on ne connait pas d’angle vérifiant cela. Il faut faire autrement
V6 - iv2] = |(V6)" + (v2)’ = VB = 22

12 — 2i| =22 + (=2) =\/_=2\/E
V3 1,
Gz 22(T)

= = = € o = ei(_%-l-%) = elﬁ

Zg = . T
2—2i +\/ +/ —ig
2VZ <72— 172> e s

Allez a : Exercice 9:

Correction exercice 10 :

On cherche les nombres complexes tels que z2 = —1
Zi=—i et Z,=1i
i

On cherche les nombres complexes tels que z2 = i = ez

z——ei% —£—£etz ei% £+£
1= — T T 2= et =T

1 im

On cherche les nombres complexes tels que z2 = 1+ i = /2 (‘/75 + z‘/;) = 224
1 in 1 im
Z, =—24e8 et Z,=24e8
C’est un peu insuffisant parce que I’on ne connait pas les valeurs de cos (g) et de sin (g)
Autre méthode, on cherche a, b € R tels que
(a+ib)* =1+i o a* —b* + 2iab = 1+i<:>L1{“2‘b2 =1
Ly U 2ab =1
On rajoute 1’équation L3

(@ +ib)?|=1+i| © |a+ib|? = 12+12<:>\/a2+b2) —VZea+b2=12

En faisant la somme de L, et de Lg

1 1+ 242 2+ 22
202 =1+V2 @ a? = E+_ / \/_ \/_ =+ 2\/_

En faisant la différence de L et de L,
V2 \/—1+\/§ \/—2+2\/§ +\/—2+2\/i
- 2

1
2>’ =-1+V2ob’=——+— b=+ =+
+V2 2+2 2 - 4

D’aprés L, a et b sont de méme signe donc les deux solutions de z2 = 1 + i sont

V2+2v2  A-2+2V2 \/2+2\/§_i\/—2+2\/§

Zy = t Z,=-—
1 2 T o 2 2 2
1 5im
On cherche les nombres complexes tels que z> = —1 —i =+/2 (—‘/22 - l‘/z—i) = 22e ¢+
1 5im 1 5im

Z,=-—24e 8 et Z,=24¢ 8
C’est un peu insuffisant parce que I’on ne connait pas les valeurs de cos ( S ) et de sin (5”)
Autre méthode, on cherche a, b € R tels que
. . . . Li(a?-b%2=-1
a+ib)l=-1—ioa®-b*+2ab=-1-ie 112
(a+ib) ' l ' Lz{ 2ab = -1
On rajoute 1’équation L3

l(a+ib)?| =|-1-i|l @ |a+ib]?=(-1)2+(-1)2 & (\/a2 +b2)2 =V2 o a?+b2=42

En faisant la somme de L, et de Ls
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1 2
2a2=—1+\/§@a2=—§+7@a=i\/

—1+\/§_Jr —2+2\/§+\/—2+2\/§
2 = 4 = 2
En faisant la différence de L et de L

1 V2 1++2 2+2vV2 N2+2V2
2 =1+V2eob?=-+—ob=1% =4 +
2 2 2 4 2
D’aprés L, a et b sont de signes opposés donc les deux solutions de z? = —1 — i sont

Z=\/—2+2\/§_i\/2+2\/§ _\/—2+2\/§+L_\/2+2\/§

et =

1 2 —
2 2 2 - 2
On cherche les nombres complexes tels que z2 = 1 + iv/3 = 2 G + l?) = 2e'3
i3 V3 1)\ V6 V2 7 V3 1. V6 V2
Z1=ﬁ616=\/§<7+§l>=7+L? et Zz=—\/§€lﬁ=\/§<7+zl>=—7—17
On cherche les nombres complexes tels que Z% = 3 + 4i
Li(g? —p? =
OnposeZ =a+ib,Z? © 3+ 4i=(a+ib)?> © 3 +4i =a%?—b?+ 2iab & 1{“ b* =3
Ly U 2ab =4
On rajoute 1’équation |Z?| & |3+ 4i| = a? +b?> @ a? +b?> =V32 + 42 @ a? + b2 =25 =5 L,

a’?—-b?>=3
a’+b?>=5
a? = 4, d’ou I’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1,
d’apres I’équation 2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=2alorsb=1etZ; =2+ietsia=—-2alorsh=—-1etZ,=-2—1i

Deuxiéme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+i)?eton retrouve le méme résultat.

Troisiéme methode

On reprend le systeme

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations L, et L3, on trouve 2a? = 8 &

2\? 4
2 _p2_3 (a2—<—) =3 a®*-—==3 (a*—4=3a*> (a*-3a*—-4=
{a b= (:{ a & a & 2 o 2
k b =— b=- a a
a a
A2 —34-4=0
S 2
b=-
a
Les solutions de 4> —34 —4 = 0sont A; = —1 < 0 et A, = 4, donc a® = 4,
Sia=—2alorsb=§=—1etalorsZz=—2—i,sia=2alorsb=§=1etalorle=2+i.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = —7 — 24i
On pose Z =a+ib, 7 —7—-24i = (a+ib)? & —7 — 24i = a?> — b? + 2iab &
L1{a2—b2=—7
LU 2ab =24

On rajoute I’équation
12| & |3 + 4i| = a® + b? @ a? + b? = \/(=7)? + (—-24)2 & a?® + b? = V49 + 576 = V625

= 25 L3
2 _ 2 — _ . . .
Avec le systeme {az +IZZ - 257, en faisant la somme des deux équations L, et L, on trouve 2a? =
a =

18 © a2 =9, d’ou I’on tire b? = 16. Les valeurs possibles de a sont +3 et les valeurs possibles de b
sont +4, d’apres 1’équation 2ab = —24 & ab = 2, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de
signe oppose.
Sia=3alorsb=—4etZ;, =3 —4ietsia=—-3alorsb=4etZ, =—-3+4i

Deuxieme méthode

20



—7 — 24i = 9 — 24i — 16 = (3 — 4i)? et on retrouve le méme résultat.
Troisieme méthode
On reprend le systeme

—-12 144
S az_(_) =7 |@@-=F=-7 (a*-144=-7a
{a —bT=-74 a & a PN 12
2ab = —24 12 12 P —
= —— b=—-—— a
a a
a*+7a*—-144 =0 A2+7A—-144=0
S 12 S 12
b=—-— b=—-——
a a
Les solutions de A2 + 74 — 144 = 0sont A; = —16 < 0et A, = 9, donc a? = 9,
Sia=3alorsbz—%z—é}etalorszz=3—4i,sia=3alorsb=—%=—4etalorlez—3+

4i.
On cherche les nombres complexes tels que Z2 = 3 — 4i = zg, on peut refaire comme précédemment
mais on va prendre la méthode la plus simple
72=3—-4i=4—-4i—1=(2-10)?
Il'y a deux solutions
Zy=2—i et Z,=-2+i
On cherche les complexes Z tels que Z? = zy = 24 — 10i
La encore, on va aller au plus simple
24—10i =25—-10i —1=(5—1)?
Donc il y a deux solutions
Zi=5—-1 et Z,=-5+1
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :
1. On cherche les complexes Z tels que

1+i V2 2
Z* = =—+i—=
vz 2 2
On pose Z = a + ib,
(
2 VI NI, \Z VI V2 Lljaz—b2=g
2 _ VvV~ . Ve e s Y= .1\ 2 v YT 2 p2 .
Z—2+12<:>2+l2 (a+lb)<:>2+12 a b+21ab(:)L2 7
|
tZab=7

On rajoute I’équation

2 2
V2. A2 V2 V2 1 1
ch}— i—| — 42 2@2 2 _ - - @2 2=—_=1L
|Z=| 2+12 a“+b a“+b > + > a“+b 2+2 3
\ a? — p? = \/—E . . .
Avec le systeme 2, en faisant la somme des deux équations L, et L3, on trouve
a’+b?=1
V2 2++2
202 =1+—©oa?=
2 4
En faisant la différence de L et de L,
V2 2—-2
2 =1-—ob?=
2 4
Les valeurs possibles de a sont i—“z;’ﬁ et les valeurs possibles de b sont + “Z;ﬁ, d’aprés 1’équation

2ab = ‘/22 & ab = g on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
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Siaz—'z;’ﬁalorsbz ’Z;ﬁet&: 2;”/E+i 2:/5
Etsiaz——“z;’ﬁalorsbz—“Z;ﬁetzz—— Zzﬁ—i 2;‘/5
D’autre part
V2. V2 om
ZZ=7-|'1'—=61Z

7 i |-
T T 2++v2 2 -2 coslg) =
cos( )+Lsm(—)= > +1 > (:)4 8 2
8 Lo () =252
Sin 3 = >
2. On cherche les complexes Z tels que
, V3+i V3 1
Z° = =—+5i
2 2 2
On pose Z = a + ib,
(2 2 \/§
V3 1. V31 V3 1 L {a — b =—
A = ih)2 LT 42 _ 2 . 1 2
Z 2+21(:>2+21 (a +ib) @2+21 a b+21ab<:)L2 1
k 2ab=§

On rajoute I’équation

2
V3 1 V3 1\? 3 1
2 ] . 2 2 2 _ i — 2 2 — D4
|Z4] & 2+21 a*+b = a“+>b > +<2> S a‘+b 4 2 =1 Ly
\ a? —p2 =L . L
Avec le systeme 2, en faisant la somme des deux équations L, et L3, on trouve
a’+b*=1
V3 2++3
202 =1+—©oa*=
2 4
En faisant la différence de L5 et de L,
V3 2—43
2b2=1—-—o b? =
2 4
Les valeurs possibles de a sont + “ZJ”/_ et les valeurs possibles de b sont +—“22‘/§, d’aprés 1’équation
2ab = ﬁ & ab = ﬁ, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia= “Z;V_alorsb—“ ‘/_etZI—“2+ ‘2;‘/§
Etsia = ——‘Z;rﬁ’alorsb = ——V;FetZ2 = — “2;’@— i ‘2;‘/5
D’autre part
7% = ﬁ + % %
Admet deux solutions Z; = ez = cos( ) + lsm( ) = —e'1z = — cos (%) — isin (1—”2)

Comme cos( ) > (0 et que sm( ) > 0,
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(

|
cos(%)ﬂ'sin(%)=‘/2‘2"‘/§+i‘/2;‘/§®4 12 23\/5

Lsin(ﬁ)= 2

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
1. z24+z+1=0

Allez a : Exercice 12 :
2. 22— (5i+14)z+2(5i+12)=0
A=(=(5i+14))" — 4 x 2(5i + 12) = (=25 + 140i + 196) — 40i — 96 = 75 + 100i = 25(3 + 4i)
= 52(3 + 4i)
On cherche a, b € R tels que
L, a? —b? =3
(a+ib)’=5-4ieL, 2ab = 4
L3 (a? +b? =32 +42=5
En faisant L; + Ly ontrouve que 2a2 =8 © a? =4 o a = 42
En faisant Ly — L, ontrouve que 2b2 =2 © b?> =1 b = +1
D’aprés L, a et b sont de méme signedonca +ib=2+ioua+ib=—-2—1i
Autre méthode 3+ 4i =4+ 4i— 1= (2 +1)?
et alors
A =5%(2+1i)? = (10 + 5i)?
Les solutions de 1’équation sont
_5i+14—-(10+5) 4

“ 2 2-
5i+ 14 + (10 + 5i) 24 + 10i ,
Z; = = =12+ 5i
2 2
Allez a : Exercice 12 :
3. z2—V3z—-i=0
A=3+4i=(2+i)?
_\/§+2+i_\/§+1+1,_1 , 1+,\/§ .
A > = > Zl— l > 12 = Yy
_V3-2-i 3 Lt L 1 3\ Lt
Zy = > = > 21— l > 12 = l

Allez a : Exercice 12 :
4, z2—-(1+2)z+i—-1=0
A=(1+2i)2—4(i—1)=1+4i—4—4i+4=1

1+2i—-1

21: 2 =1
1+2i+1 ,
Z2= 2 =1+l

Allez a : Exercice 12 ;
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5. z2—(3+4+4i)z—1+5i=0
Le discriminant vaut

A= (—(3+4i))2—4(—1+5i) =9+24i—16+4—20i = =3 — 4i = (1 — 2i)?
Il y a deux solutions
_3+4i—(1-20)

Zl 2 :2+31
3+4i+1-2i )
Zy = > =2+

Allez a : Exercice 12 :
6. 42> —-2z+1=0
Soit on résout « normalement », soit on ruse, rusons
472 - 274+1=02°+Z+1=0
Avec Z = —2z. Les solutions de Z2 + Z + 1 = 0 sont connues (et puis on vient de les revoir dans 1°))
Zy=j et Zy=j?
Par conséquent

Allez a : Exercice 12 :
7. z*+10z2+169 =0
On pose Z = z2, Z? + 10Z + 169 = 0 a pour discriminant
A=10%—-4x169 =102 — (2x13)2 = (10 — 26)(10 + 26) = —16 X 36 = —4? X 62 = (24i)?

—10 + 24i _
1 =————=-5+12
—10 — 24i _
Zy=————=-5-12i

On cherche z = a + ib tel que
z2=7, (a+ib)?> = -5+ 12i © a® — b? + 2iab = =5+ 12i
L, a’? —b?=-5
oL, 2ab =12
L3 (a? + b% = \/(=5)% + 122 = V25 + 144 = V169 = 13
En faisant la somme de L, et de L, ontrouve que 2a? =8 © a? =4 © a = 12,
En faisant la différence de L et de L,, on trouve que 2b?> = 18 © b? =9 © b = £3,
D’aprés L,, a et b sont de méme signe donc z? = Z; a deux solutions
z1=24+3i et z,=-2-3i
On peut résoudre de la méme fagon Z, = z? ou dire que z* + 10z% + 169 = 0 est une équation a
coefficients réels et que donc si une racine complexe est solution alors son conjugué est aussi solution, par
consequent z; = 2 — 3i et z, = —2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une équation de
degré 4, il n’y en a pas plus, on les a toutes.
Allez a : Exercice 12 :
8. z*+2z2+4=0
On peut faire comme dans le 7°), mais rusons :

Z4+222+4=0®§+§+1=0@<ZZ_2>2+<§)+1=0@[<§>_jll<;>_jzl =0
=@ R 7] = o= (7)) (F)
© (2 =v2j%)(z +v2j*)(z = V2j)(z +V2j) = 0

Les solutions sont

N

{(V2j2,—V2j2 V2j, —V2j}
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Allez a : Exercice 12 :
9. x*—30x2+289=0
On pose X = x?2
X?—-30X+289=0
A=30%—-4x%x289=900—1156 = —256 = —16% = (16i)?
30 — 16i ,
Xy =——— =158
X, =15+ 8i
Oncherche x telque x? =15—8i =16 —8i — 1 = (4 —i)?
Il'y adonc deux solutions x; =4 —ietx, = —(4—i) =—4+1i.
De méme on cherche x tel que x> =15+ 8i =16 + 8i — 1 = (4 + i)?
Il'y adonc deux solutions x; = 4 +ietx, = —(4+i) =—4—1i.
Les solutions sont
{4—i,—4+i,4+1i,—-4—1i}
Allez a : Exercice 12 :
10. x* + 4x3 + 6x?> +4x—15=0
Il faudrait trouver des solutions (réelles ou complexes).
x = 1 est solution évidente, mais ensuite cela ne vient pas, mais en regardant mieux on s’apergoit que 4
premiers termes ressemblent fort au développement de (x + 1)* = x* + 4x3 + 6x2 + 4x + 1 donc
x*+4x3+6x2+4x—-15=0(x+1D*-1-15=0 (x+ D* =16

{ |(x + 1)* = 16 @{ lx +1]* = 2*
arg((x + 1)*) = arg(16) + 2kn, k€ Z 4arg(x+1) =0+ 2k, kEZ
[x+1| =2 ifem
S 2km Sx,+1=2e2,
arg(x +1) ===, k €{0,1,2,3} k
ikm

ke{0123}ex, =—-1+2e72, k €{0,1,2,3}
TT
Xo=—-1+2=1; x;, =—-1+2e2 = -1+ 2i;

X, =—1+2e"=-1-2=-3; x3=—1+263¥:—1—2i
Sont les solutions.
Allez a : Exercice 12 :
11.23+3z-2i=0
On voit que i est une solution évidente (car i3 + 3i — 2i = 0) donc on peut mettre z — i en facteur.
z23+3z-2i=(z-0(az?+bz+c)e z3+3z-2i=az®+ (—ia+b)z?> + (—=ib+c)z—ic
a=1 a=1
—ia+b=0 b=ia=1i
—ib+c=3")c=3+ib=2
—ic = —2i c=2
z23+3z-2i=(z—-0)(Z*+iz+2)
Le discriminantde z2 + iz + 2 est A = i? — 4 x 2 = —9 = (3i)?
Il y a deux solutions

_—i=30

—i+3i
5= _

=1

—2i t =
> i et z >

Il'y a donc deux solutions, z;, =i et z, = —2i.
Allez & : Exercice 12 :
12.
A=1+a)?*A+)?-41+a®)i=0+2a+a®>)(A+2i—1)—4i — 4ia?
= 2i + 4ia + 2ia® — 4i — 4ia® = —-2i + 4ia — 2ia? = =2i(1 — 2a + a?)
=(1-D2(1-a?=(1-DU1-)°
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_(1+a)(1+i)—(1—i)(1—a)_1+i+a+ia—(1—a—i+ia)_

Z1 2 5 a+i
A1+a)@+d)+@-i)1—-a) 1+i+a+ia+l—a—i+ia ]
Z1= 2 = 2 =1+la

Allez a : Exercice 12 :
13.A=(1-5i)?—4i(6i—2)=1—-25—10i + 24+ 8i = —2i
Il faut trouver & tel que A = §2
Premiére méthode :
—2i =1-2i—1=(1-1)? c’est une identité remarquable. Donc §; =1 —iouéd, = -1+
Deuxiéme méthode
Onpose § =a+ib,A=6% & —2i=(a+ib)?> © —2i = a? — b? + 2iab & {a;a;b_z :20
On rajoute I’équation |A| = |62 © |-2i| = a® + b? & 2 = a® + b?
a’?—-b*2=0
a’?+b%? =2
d’ou I’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés
I’équation 2ab = —2 & ab = —1, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe oppose.
Sia=1lalorshb=—-1letd=1—ietsia=—-1alorsb=1et§=—1+i. Ce sont bien les mémes
solutions qu’avec la premiere méthode.
Troisiéme méthode

3im 3im
A= —2i=2ez2, donc les racines deuxiémes de A sont § =+2e+ = \/§<cos (%") + isin (%”)) =
. 3im
VI(- 2+ = 1 tiets=—VZes =1-1.
Pour résoudre iz2 + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0, on n’a besoin que d’une racine deuxiéme, on prend, par
exemple § =1 —1i.
Les deux solutions sont :
—(A-5D)-(1—i) —2+46i —-1+3i (=1+3)(=i)
B 2i 2 i i(—i) B
- -5)+ (-0 4
Z2 = 20 ~2

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 © a? = 1,

3+

Zy

Allez a : Exercice 12 :
14.
A= (=G +0)) =41 +)(=6+4) = (3 +1)% — 4(—6 + 4i — 6i — 4)
=9—-14+6i—4(—10—2i) =8+ 60+ 40+ 8i = 48 + 14i
On pose § =a+ib, A =6% © 48+ 14i = (a + ib)? © 48 + 14i = a® — b? + 2iab &
{az — b? =48
2ab = 14
On rajoute 1’équation
Al = |62 @ |48 + 14i| = a? + b?2 © 2|24+ 7i| = a® + b? @ a? + b% = 24/242 4+ 72 & a? + b?
= 2V576 + 49 & a? + b? = 2V625 = 2 x 25 = 50
a’? —b? =48
a? + b? =50’
49, d’ou l’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont +7 et les valeurs possibles de b sont +1,
d’aprés I’équation 2ab = 14 & ab = 7, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme
signe.
Sia=7alorsb=1et§ =7+ietsia=—-7alorsb=—-1etd =-7—1
Deuxiéme methode
A=48+14i=49+2x7i—1=(7+i)?doncéd=7+ioud =-7—i.

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 98 © a? =
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Troisieme méthode

a? — b% = 48 az‘(z)2:48 a? -2 =48 (g% — 49 = 482
On reprend le systéeme { - a = {
b

o 7 o
2ab = 14 _7 p== =3
a a
a*—48a®>—-49=0 A2 —484—-49=0 o
po? & po? , le discriminant de A — 484 — 49 = 0 est A’ = 48% +
a a

4 x 49 = 2500 = 502 donc ses solutions sont 4; = 48;50 =—1etA,=2230_49 A, <0 donc il
n’y a pas de solution de a? = —1, par contre a? = 49 admet deux solutionsa = —7 eta = 7.

Sia=—-7alorsb = % =—letsia=7alorsb = 2 = 1, on retrouve les mémes solutions.
Les solutionsde (1 +i)z? — (3+i)z— 6+ 4i = 0 sont :

GB+i)—(7+D) 4 2 2(1—1) ]
z = - =- N =" - = — =—-1+i
2(1+41) 2(1+10) 1+1i 12 + 12
_(3+i)+(7+i)_10+2i_5+i_(5+i)(1—i)_5—5i+i+1_6—4i_3 iy
270+ 20+0) 1+i 12412 12412 2 !
Allez a : Exercice 12 :
15.

A=(=(9+30))" — 41 + 20)(=5i + 10) = (33 + 1)?) — 4(=5i + 10 + 10 + 20)
=9(9 — 1+ 60) — 4(—=25) = 9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i

= —8—6i
Onpose§ =a+ib,A=6% = —-8—6i=(a+ib)>? © —8—6i =a? —b?+ 2iab &
{az—b2=—8
2ab = —6

On rajoute D’équation |A| = [6?]| & |-8 — 6i| = a? + b? © a? + b% =/(—8)2 + (—6)2 © a? +

b? = \/6& ¥ 36 © a? + b2 = Y100 = 10

a’ — b?=-8

a’? + b%? =10
1, d’ou I’on tire b2 = 9. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3,
d’apres 1’équation 2ab = —6 < ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe
Opposeé.
Sia=1alorsh=—-3etd=1—-3ietsia=—1alorsb=3etd =—-1+3i

Deuxieme méthode

Avec le systéme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 & a? =

0 d | te {az—b2=—8 az‘(%g)Z:‘S at—5= -8
n repren e systéme & & e
P y 2ab = —6 b=__3 b:__3

a a
a* -9 = —8a? a*+8a2-9=0 A2+84-9=0 L
p—3 e p =3 =4 p=23 , le discriminant de 4% + 84 — 9 = 0 est
a a a
A =82+4x9=100=10% donc ses solutions sont A1=_8;10=—9 et A, =20=-1,4,<0

donc il n’y a pas de solution de a? = —9, par contre a? = 1 admet deux solutions a = —1 eta = 1.

. -3 . -3 ~ .
Sia=—-1alorsbh = —= 3etsia=1alorsb = —= —1, on retrouve les mémes solutions.

Troisieme méthode
A=-8-6i=1—-6i—9=(1-3i)?doncd=1—3ietd=—-1+3i
Les solutions de (1 + 2i)z% — (9 + 3i)z —5i + 10 = 0 sont :
(9430 -(1-3)  8+6i 4+3i (4+3D(1—20) 4-8i+3i+6

AT 120 200+20) 1420 12422 10 !
_O0+30+0-3) 10 _ 5 _s0-2)_ .
2= oa+20 20420 1420 12+22 !
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Allez a : Exercice 12 :
16. A = (—(6i +2)?) —4(1 + 3i)(11i — 23) = (6i + 2)? — 4(11i — 23 — 33 — 69i) = —36 + 24i +
4 —4(—56 — 58i) = —32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256i = 64(3 + 4i)
Si j’ai mis 64 en facteur, ¢’est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxiéme de 3 + 4i, ce qui est
beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxiéme de 192 + 256i.

2 _ L2
Onpose5=a+ib,A=52=>3+4i=(a+ib)2=>3+4i=a2—b2+2iab=>{a2 bb 23
a =
On rajoute I’équation |A| = [6?| @ |3+ 4i| =a? +b? @ a? +b?> =V32+42 & a? +b?> =+25=5

a’? —b?=3
a’ +b%2 =5
d’ou I’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d’apres
I’équation 2ab = 4 < ab = 2, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

Sia=2alorsb=1etd6=2+ietsia=—2alorsb=—-1etd§ =-2—1i
Donc (2 + i)? = 3 + 4i entraine que A = 64(3 + 4i) = 82(2 + )2 = (8(2 + )" = (16 + 8i)?
Deuxiéme méthode
3+4i=4+4i—1=(2+i)?eton retrouve le méme résultat.

Troisieme méthode
On reprend le systeme

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 8 & a? = 4,

2\? 4
2_p2 =3 a2—<—) =3 a*—— =3 a* — 4 = 3a? a*—3a2-4=0
{a P T a oS a =N 2 =N 2
h=— b=-— a a
a a
A’ —3A—-4=0
S 2
b=a
Les solutionsde A2 —34—4=0sontA; = —1 < 0etA4, = 4, donc a? = 4,
Sia=—2al0rsb=3:—1etalor56:—2—i,sia=2a|orsb=3=1etalors6=2+i.

a
Les solutions de (1 + 3i)z% — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0 sont
_6i+2—(16+8i) —14-2i -7-i (-7-0)1-3i) -7+2li—i-3

_ _ _ _ = —1+42i
“1 2(1 + 30) 2(1+30) 1+ 3i 12 + 32 10 +al

_6it2+(16+8) 18414 _9+7i (9+7D(A-3) _9-27i+7i+21 .
2T 0430 200+30) 1430 12432 10 = !

Allez a ; Exercice 12 ;

Correction exercice 13 :
On pose X = Z?,
Z*+(3-6i)Z°—-8—-6i=02X*+(3—-6i)X—8—-6i=0
Le discriminant est
A=(B3-6i)2—-4(-8—-6i) =9—36i—36+32+24i=5—12i
Lesracines carrésde 5 — 12i :
N2 : 2 _ 32 0 - a?—-b*=5__ Lifa®>-bp%?=5
(a+ib)* =5—12i & a? — b + 2iab = 5 — 12i & { o 19 @Lz{ e
On rajoute 1’égalité¢ des modules
a? +b? =+/52+ 122 =25+ 144 =169 = 13 L,
En additionnant L, et Ls, on trouve 2a? = 18 donc a? = 9, c’est-a-dire a = +3.
En soustrayant L, a Lg, on trouve 2b? = 8 donc b? = 4, c’est-a-dire b = +2.
D’aprés L, a et b ont le méme signe donc les deux racines carrés de 5 — 12i sont : 3 + 2i et —3 — 2i.

Les solutions de X% + (3 — 6i)X —8 — 6i = 0 sont :
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—(B-6D)-(3+20) _

X, = - = —3+4i
Et
—(3—-60)+ (3 +20)
5 = > =2

OrX;,=-3+4+4i=4+4i—1=(2+1i)?donc Z? = —3 + 4i a deux solutions :

Z, =241
Et

Z,=—2—i
De plus X, = 2i = (1 + i)? donc Z2 = 2i a deux solutions :

Zy=1+i
Et

Zy=—-1-i

Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
1. Onpose X =a €R
1-Da®-G+Da’?+(A+6)a—4i=0a®>—-5a’+4a+i(-a®—a?+6a—-4)=0
(:{ a®—-5a’°+4a=0
—a®—-a’+6a—4=0
a®—-5a°+4a=0<a(a’?—-5a*>+4) =0
Donc cette équation admet 0, 1 et 4 comme racine. Seul 1 est solution de —a3® — a? + 6a — 4 = 0 donc
il existe une unique solution réelle a = 1.
2. Onfactorise (1 —i)X3 — (5+i)X% + (4 + 6i)X — 4i par X — 1. ll existe alors a, 8 et y telle que :
A-DX3-G+DX?+@+6DX—-4i=X—-1)(aX?+pX+7V)
OrX—D(@X?+pX+y)=aX3+(B-a)X*+(y-PB)X—y
a=1-—1i a=1-1
f—a=-(5+1i) f=—0G+i)+1—-i=—-4-2i

On en déduit que : y—B=d+6i & Y= 4+ 6i—4—2i = 4i

—y = —4i y =4i
D’ou
(1—i)X3—(5+i)X2+(4+6i)X—4i=0@(X—l)((l—i)X2—(4+2i)X+4i)=0
@{ X=1
1-DX?>?—-(“4+2)X+4i=0

Le discriminant de 1’équation du second degré est :
A=(4+2)2-41—-i)x4i=16+16i —4 —16i — 16 = —4 = (2i)?
Les deux racines sont alors
4+ 2i —2i 2 2(1+10)
LEDaTy 1o e
CA+2i+20 2420 2(1+0)7
27 20-1)  1-i 12412
L’ensemble des solutions est § = {1,1 + i, 2i}.
Allez a : Exercice 14 :

i

Correction exercice 15 :
A=(=i)?+4(1+i)=4+4i—1=(2+1i)?
Les solutionsde Z2 —iZ — 1 — i = 0 sont
i+2+i ,
Zy=———=1+i
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i—2+10)
Z,=——"t=—1
2 2
Les solutions de z® — iz3 — 1 — i = 0 vérifient
1
|z3] =2 2|3 = 22

.TT
=1+i=V2e7 T PN T
arg(z®) = 2t 2km, k€Z 3arg(z) = zt 2kn, k€L

1
|z| = 28 1 .m 1 3im 1 17in
& T 2km ©zE {zeellz; 26e74 ; 26e 12 }
arg(z) = P + = k € {0,1,2}
Ou
23__1@{ 2% =1 @{ 2> =1
arg(z3) =m+ 2kn, k€EZ 3arg(z) =m+ 2kn, k€Z
lz| =1
S n  2km
{arg(z) = § + T, k € {0,1,2}
Il 'y a donc trois solutions
i 3in 5im i

Zy=e3; z;=e3 =e"=-1; z,=e3 =e 3

Finalement il y a six solutions

1 ,m 1 3im 1 17 in _im
{26el12;26e4 ;26712 ;e3;:—1;e 3}

Allez a : Exercice 15 ;

Correction exercice 16 :
1. Soit a € R une solution de (E)
a*-3a3+2-Da’?-3+i=0a*—-3a®+2a?+3a-3+i(-a*+1)=0
@{a4—3a3+2a2+3a—3=0
—a*+1=0
a, = —1 est solution de a* — 3a® + 2a? — 3 = 0 et a, = 1 est solution de a* — 3a® + 2a? + 3a —
3 = 0, donc (E) admet deux solutions réelles, on peut mettre (X — 1)(X + 1) = X2 — 1 en facteur.
2. llexiste a, b, c € C tels que
X*=3X3+Q2-DX?*+3X-3+i=X?>—-1)(aX?>+bX +0)
On développe
X?-1D(aX?+bX+c)=aX*+bX3+(c—a)X?—-bX —c
Par conséquent

( a=1

b=-3 a=1
c—a=2—i=>{b=—3
[ —-b= c=3-1i
—c=-3+1i

X*=-3X34+Q2-DX?+3X-3+i=X?-1DX?*-3X+3-0)=0
Il reste a trouver les solutionsde X2 —3X +3—i=0
A=9—-4B-)=-3+4i=1+4i—4=(1+ 2i)?
Les racines carrées du discriminant sont § = +(1 — 2i)
Il'y a deux solutions
_3=(1+2i) 1

X —
1 2

3+ 1+2i ,
X2=T=2+l

L’ensemble des solutions de (E) est
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S={-111-1i2+i}
Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
1. X —2\/?( ﬁ+l2)—2294
Donc

3
2 \/E) 3 3im |X3| =22

X3=2\/§<——+i— =224 © 31
V2. 2 arg(X?) =7 2km, ke

3 1
|X|® = 22 |X| =22

= m  2km
arg(X) = Z +T' k e {0,1,2}

= < X

3
3arg(X) = T-I_ 2km, k €L

(T 2KkT
—vze!i3),  kekef01,2)
=141

i
XO =\/§BT=\/§<7+17

. T 2T 11im
X, =V2e'@t3) = V2e 12
19in

i 4
X, = \/Eel(%-i_?n) = \/iev

i x3] = 23 X[ = 23
X3=-8i=2%2 & 4 3m =3 3m
arg(X)=7+2kn, keZ 3arg(X)=7+2k7r, keZ

x| =2

.(77: 2kn)
= m  2km =
arg(X) = 5 + = k € {0,1,2}

X, =2e\z"7 3 k € k € {0,1,2}

Z
X0=262 =Zl
(T 2T 7in V3 1
X, =2e'@"3) = 2¢76 :2<————'>=—\/§—i

2
11in <\/§ 1 )

X, = 26/G*3) = 2676 =2
3. Onpose X =273
%Z6+(1+3i)Z3+8+8i=0¢>%X2+(1+3i)X+8+8i=0
Le discriminant de cette équation est :
A= (1+3i)2—4><%(8+8i) =1+6i—9—-16—16i = —24—10i

Les racines carrés de —24 — 10i :
2 2 2 2
N2 o4 10 2 12 i oA 10 a’> —b?>=-24 _ Li(a?> - p?=-24
(a+ib)? = —24 — 10i & a2 — b2 + 2iab = —24 101@{ o 1e <:>L2{ .

On rajoute 1’égalité des modules
a® 4+ b? = /242 + 102 = V576 + 100 = V676 = 26 L,
En additionnant L, et L, on trouve 2a? = 2 donc a? = 1, c¢’est-a-dire a = +1.
En soustrayant L, a L, on trouve 2b? = 50 donc b? = 25, c’est-a-dire b = +5.
D’apres L,, a et b sont de signes differents donc les deux racines carrés de —24 — 10i sont: 1 — 5i et
-1+ 5i.
L’équation du second degré a pour racine :
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—(1+3i)—(1-5i
_-(+3) a5,y

in

Et
—(1+3i)+ (1-50)
2: 1 =
2><§

—2i

Les six racines de
1
EZ6+(1+3L')Z3+8+8L'=0

Sont les six complexes trouvés en 1°) et 2°).
Allez a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :
3 , at+1=0
1. Posonsz=a€R,(E) e a +1—z(a+1)=0<:>{ S

a+1=0

a=-1

2. Onpeutdiviserz3 —iz+1—i=0parz+1
22 —iz+1—i z+1
z3 + 72 z2—z4+1—i
—z2—iz+1—1i
—ZZ—Z
A-Dz+1-1i
A-Dz+1—i
0

z2—z+1—iapourdiscriminantA=1—-4(1—i) =-3+4i=1+4i—4=(1+ 2i)?
Les racines de ce polynéme sont :
7, = 1—(12+2i) = —i etz, = 1+(12+2i) — 14
Les solutions de (E) sont —1, 1 + i et —i.
Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
1. Soit x € R une racine de (E)

x* = (3+V3)x3+ (2+3V3—i)x? +(-2V3+3i)x—2i =0
ox*—(3+V3)x®+(2+3V3)x2 —2V3x +i(—x2+3x—2) =0
o {x4 —(3+V3)x®*+ (2+3V3)x?2 —2V3x =0 ()
—x2+3x—-2=0
Les racines de —x? + 3x — 2 = 0 sont aprés un petit calcul x; = 1 etx, = 2
1*—(3+V3)13+(2+3V3)12-2V3x1=1-3-V3+2+3V3-2V3=0
Donc 1 est racine de (%)
24— (3+V3)2° +(2+3V3)22—2V3x2=16-3x8—-8V3+8+12V3-4V/3 =0
Donc 2 est racine de (*)
2. On peut diviser le polynéme par (X — 1)(X —2) = X? —3X + 2

X —(B+V3)X*+(2+3V3—-)X?+ (-2V3+3i)X—2i |X*—3X+2
X4 —3x3 +2X2 X2 —3X—-i
—3x3  +(3V3-i)X? +(-2V3 +3i)X — 2i
—/3x3 + 3/3X? — 23X
—iX? + 3iX — 2i
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—iX? +3iX —2i |
0 |

Il reste & déterminer les racines de X2 —v/3X —i =0
A=3+4i=(2+i)?

_V3+2+i V3 1 (1 W3\ VB
ATTT T A U Y 2
V3i-2-i 3 1. (1 3\ V3 i
Zy=——F—=—-1-ci==1+i|l-s-i—|=—7-1-3
2 2 2 2 7' 2 2

V3 V3 i

S‘{1'2’7+1+5 S —1-3

Allez a : Exercice 19 ;

Correction exercice 20 :
1.

2=<\/2+x/§+i\/2—x/§>2:2+x/§—(2—x/§)+2i\/2+x/§\/2—\/§

=2\/§+2i\/(2+\/§)(2—\/§)=2\/§+2i\/22—3=2\/§+2i

(2\/§)Z+22=\/4X3+4=\/1_=4

Si on pose 8 = arg(z2), cos(8) = i_ \/_et sin(9) =

%donce = %+ 2km
Autre méthode :
2 . \/§ 1. iE T
=234 2i = 4(7+51) = 2e, donc 6 =% + 2km.

On déduit de la premiére question que |z?| = 4 donc |z|?> = 4 et que |z| = 2. Et que les arguments

possible de z sont %(§+2kn) =1—"2+kn, k € {0,1}, donc z = 2e1z ou z = —2e12. Mais z =

i
\/2 ++3+ i\/Z — /3 entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs, donc z = 2ez.
3. D’aprés la question précédente

26%2\/24-\/_4-1\/ \/_<:>2<cos(1nz)+151n(1nz))=\/2+\/§+i\/2—\/§

Joos () =1

(s ([ V2 + \/_ \/2 V3 2
<:>COS(12)+lSIH(12) > (=1
|sin (2) = Y223
12/ 2
Allez a : Exercice 20 :
Correction exercice 21 :
1.
4 { lu*| = |-4] { lul* =
ut =-4 4
arg(u*) = arg(—4) + 2kn, kE€Z 4arg(u) =mn+ 2kn, kEZ

1 1 1
lu| = 42 = (22)2 =22 =/2

km
+ - k €{0,1,2,3}
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Il'y a quatre solutions

i \/E i\/i
Uy =V2er =V2(—+—|=1+i
2 2
3im \/7 iv2
U =V2et =V2|——+—|=—-1+i
2 2
5im 2 i\/i
U, =V2er =\2|-——-—|=-1-i=1u;
2 2
7im \/7 l\/f
u3—\/§€4 :\/E - — :1_l:u0
2 2
2.
z+ 1\*
C+D* 44— 1D =06 @+ D} =—4z- Do () =4
On pose u = g, il y a donc 4 solutions que I’on trouve en exprimant z en fonction de u.
z+1
u=Z_1<:>u(Z—1)=Z+1@zu—uzz+1@zu—z=u+1@z(u—l)=u+1<:>z
_u+1
Tu-1
_utl_1+itl 240
O =1 1+i-1 @ '
_up+1l —1+i4+1 _i(—Z—i)_l 2
AT -1 —1+i-1 —-2+i (-22+12 5 5
_mtl TmHl_ 12
2T, —1 ;-1 AT575!
BT -1 m—1 0T '
Allez a : Exercice 21 :
Correction exercice 22 :
1. Les racines quatriéme de 1’unité sont {1, i, —1, —i}.
4im
2. —1—i£=eronc
2 2
4 Alm 4
1 3 4im |X|=|e3 |X]* =1
X“:—E—i?@X‘*:eT@ A = A X_47r kr kel
arg(X4)=?+2kn, kezZ arg( )_?4— T KE
|X|:1 (T KT
n  km @szel(§+7),ke{0,1,2,3}
arglX) ==+—, ke€{0,1,2,3}

3 2
Il'y a quatre solutions :

T 1. 3
X0=el3=—+i7
. 5 1
Xl_el(%%):e%:_@”z
i
X2=el(§+n)=e%=—%—i?
(E 3_1'[) 1lin _im \/§ 1
X3=e 3'2)=e 6 =e¢ 6=7_i§

Autre solution
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_é_%“?—’:jz_ Donc X* :-%—i?:j2®X4—j2 = 0.0r

Xt=j2=X2-DXP+) =X —jHX* -5 =X - jHX + )X - DX + ij?)
D’ou les solutions :

X=j2=_l_i§,X=l+i§’X=i(_l_ig):E_ietX:_\/_g_Fi’
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3. OnposeY = X* I’équation est alors du second degré.
1 3 1 3
Y24 |—cti— |V —c—i—=
+< 2+12) 5Tl
Le discriminant est
2
1 3 1 V3 1 3 43 — 3 3iV3 1 3
A_<_§+l7> —4<—§—l7>—2—1—17+2+2l\/§—5+ > = E+l7
in
= 3e3
Donc les solutions de §2 = A sont
in V3 1\ 3 3 in 3 43
= 6 = —_— [ — | = — [ — = — 6 — —(— | ——
5 =+/3e \/§<2+12> 2+12 et & V3e (2+12)
L’équation du second degré a alors deux solutions :
1 .43\ (3..V3
ChB) D) o
h= 2 =377
Et
1,.v3),3,.43
—<—§+17>+§+17
Y, = =1
2 2
L’équation du huitiéme degré a pour solution :
11+.\/§. \/§+.1 ;1 N3 V3 1
S R I M R R B
Autre solution
1 V3 1 V3 Y\* Y
Y24 (—c4i— |V —c—i—= Y2 4+jY +j2% = (—) —+1=
+< 2+12> > TS 0 Y “+jY+) O(:j +j+ 0
Les solutionsde T2+ T+ 1=0sontT, =jetT, = j?
Donc%:jc»lﬁ:jzet%:jz@yz=j3=1
Et on termine de la méme facon.
Allez a : Exercice 22 :
Correction exercice 23 :
2
2 .
14+i-V3a-0\  (1-V3+i(1+v3)) (1-V3+i(1+V3))
1+ B 1+ B (1 +1)2
2 2
(1-v3) = (1++V3)" +2i(1-V3)(1++3)
B 1—1+2i
1-2V3+3—-(1+2V3+3)+2i(1-3) -4V3—-4i  4(V3+i)
B 2i T2 2

=2i(vV3+i)=-2+2iV3

1+i—-v3(1 -0\’
()

2im

1 3
=—2+2i\/§=4<—§+i§>=467
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Autre méthode

<1+i—\/§(1—i)>2:(1_\/51—1:)2:<1_\/§(1—i)2> :<1_\/§1—2i—1>

1+1i

2 1 /3 V3
=(1+i/3) = 2<§+i7> =(—2]2)2—4j4—4]=4<——+17>
= -2+ 2iV3

Allez a : Exercice 23 :
Correction exercice 24 :
1.
1+i  (A+D* 1+2-1 2i s
1—i 12+(-0)2_ 2 ~—2°7°'=¢

Donc le module de E est 1 et un argument est %
2010 = 4 x 502 + 2
4X502+2 502

(1 n i)2010 _ (1 + i) _ (ei%)4x502+2 _ ((elg)4) o (ei%)z _ (ezm)soz % im

1—1i 1—1i

2.
2010
2010 1 V3
(1+iV3) =2 <E + l7> — (2(_]-2))2010 — 22010 y 4020 _ 201031340
— 2010(3)1340 _ 2010 5 11340 — 2010
3.

2 (3+:F)
NG 2 2
21=11+4f .3= =V2—n=\/2el(§7)=256%
[ V2 N2 e’z
VZ(T‘“T)

1,m\" n nn
Z = (223‘12) = 2Z2e'12

z,=1+j=—j°

Z;l — (_jZ)n — (_1)nj2n
Sin=0 [6],n=6k k€Z z5" =j12k = (-1)(H* =1*% =1

Sin=1 [6], n=6k+1, k€Z Z26k+1 — (—1)]12k+2 — (_1)(]-3)4kj2 — _14kj2 = _j2 =%+i
Sin=2[6],n==6k+2, k€Z, z55*? = (—1)%j12k+* = (—1)2(j3)*j2 = 1%j* = j = —§+i
Sin=3 [6],n=06k+3, k €Z,z5**3 = (—1)3j12K+6 = (—1)3(j3)*j® = —1%j6 = —1
Sin=4[6],n=6k+4 k€Z 20t = (—1)4j12k+8 = (j)shye = g4z = j2 = 1
Sin=5 [6],n=6k+5, k €Z, 2585 = (—1)5j12k+10 = _(j3)4k;10 — _14kj — _j =§— i?
. sin(6) .
_1+itan(8) 1T lCos(@) _cos(6) +isin(0) _ e® o
%=1 "itan(@) _;sin(0) ~ Cos(@) —isin(d) e® °©
cos(60)
Z? — p2ind
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zy = 1+ cos(¢) + isin(¢p) = 2 cos?(¢) + 2isin (%) cos (%) = cos (%) (cos (%) + isin (%))
= cos ¢ ei%
@)
a-(w (@)

cos (%) n’est pas forcément le module de z, car cos (?) n’est positif que pour certaine valeur de ¢.
Allez & : Exercice 24 :

Remarque :

Correction exercice 25 :
n

1 \n ;
(V3+i)" = 2<§+i§> =2"(el%> — e

\/_+l eERo (V3+i —\/_-I-l —0@e6 —e nén—O(:>51n hald —0(:)EIkEZ,E
6. 6
=kn<:>EIkEZ,g=k<:>EIkEZ,n=6k
\/_+l eiRe (V3+i +\/_+l —0®e6 +e néﬂ—0<:>cos ne =0
6
nTt n 1
C>E|k€Z,z=E+kT[@ﬂkEZ,g=§+k@3kEZ,n=3+6k

Allez a : Exercice 25 ;

Correction exercice 26 :
z = pe'
zk + 7% = pkekid 4 pke—ki6 — pk(ekie + e—ki@) = 2p* cos(k8)
(z+2)(22+7°)..(z2" +Z") = 2p cos(8) 2p? cos(26) ... 2p™ cos(nfh)

n(n+1)
= 2Mpl+2++n co5(0) cos(26) ...cos(nB) = 2"p~ 2 cos(B) cos(20) ...cos(nd)
Allez a : Exercice 26 :

Correction exercice 27 :

1.
1+izl=1-izlel+izl?=1-izP o A+in)(1+iz) =1 —iz)(1-iz)
ol+i)(-iD)=0-i)(1+i2) e 1—iZ+iz+22=1+iZ—iz+7Z
S —iz+iz=iz—izez=zoz€R
2.

<1+iz>"_1+ia

1+ia| 1+iz|"
- =
1—iz

1—ia

(1 + iz)n
= - =
1—iz

- —| =1=|14+iz|=|1—-iz|>z€R
1—ia 1—-iz

On pose z = tan(6) = Sm((z)) (ce qui est toujours possible puisque pour z € R il existe un unigque
6 €] 7,7 [ tel que z = tan(6)) ainsi
sin(6) .
1+iz L+ i5500) cos(8) _ cos(@) + isin(8) B et g
1—iz .sin(0) ~ cos(@) —isin(@) e~
—1
cos(6)
Eta = tan(a) = 229 ainsi

0()
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1+ia_
1—ia

1+iz\" 1+ia . . a km
( , ) = — o 20 — p2id o ng =20+ 2kn k€l o0 =—+—,ke{01,.. n—1}
1—iz 1—ia n n

Donc les solutions sont

a km
Z = tan(—+—>,k €{0,1,..,n—1}
n n
Avec a = tan(a)

3.
V3+i s
\/§+l 2 316 l'%
p—l —_— :e
V3—i 3-i g
2

.TT
On peut aussi exprimer ce quotient sous forme algébrique et constater qu’il vaut e's.
On cherche les complexes tels que

T
.11: |z3] = |e'3 1z]* =1

T & m
arg(z3)=§+2kn, k€7 3arg(z)—§+2krr, keZ

|z| =1
S m  2km
arg(z) = = + R k € {0,1,2}
\/_+l 71.' an'
Il'y a trois racines cubique de o 2 =€ 55k €{0,1,2}
777,' 137'[

0—69Z1—69Z2_89
Allez a : Exercice 27 :

Correction exercice 28 :

27+1 . ) ] . . .
On pose Z = Z—+1, les solutions de Z* = 1 sont 1,i, —1 et —i (ce sont les racines quatriéme de I’unité)

2z+1
Z="—re@-DI=2tlezZ-I=u2tleZ-2=2+1e2Zl-)=2+1
Z+1
Sz=——
2572
Il'y a 4 solutions
141
T 2T
i+l (4 D(=i-2) 1-2i-i-2 1 3
AT 2T T 121 (=22 5 -5 5
141
S
_CiHl_ (4 D-2) _1+2i+i-2_ 1 3
N LR N G A

Allez a : Exercice 28 :

Correction exercice 29 :

11 faut d’abord écrire

1—i . .
i3 sous forme trigonometrique
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ﬁ(@—iﬁ) T

—1 4 . .
1=t _ = V28t = 265 = 2t
27172
Premiéere méthode
.TT
1—i\* N4 T |z*| = |4e'3
Z4=< .l) (:>Z4=(\/§elﬁ) =4e3 & n| |
1-iV3 arg(z*) = 3 + 2kn,k €Z
|z|* = 4 |z| =2
PN T S m  kmw
4arg(z) = 3 + 2km, k €EZ arg(z) = ' + 7,k € {0,1,2,3}
Il'y a quatre solutions
13im (T 37 19im
(5+7) = 2e 12

. TT (T T 7im (T
Zy = \/Eelﬁ; Z; = \/Eel(ﬁ'l-f) = \/Eeﬁ; Z, = \/Eel(ﬁﬂt) = \/Eev;z3 = \/Eel

Deuxieme méthode
On pose a = - _ (1—i)(1+i\/2§) _ LHiVE-inE 103 A
=03 124(-V3) 4 4 4

1—i\* Z\4 A
( ) (:)z“za‘*@(a) =1@Ee{l,i,—l,—i}@ze{a,ia,—a,—ia}

1—iV3
, ,(1+\/§ ,\/§—1> V3—-1 1+43
a=1 +1 = — +1

z* =

4 4 4 4
1+v3 V3-1
AT Ty
. A3-1 1443
—la = 4 —1 4

Remarque :
En réunissant ces deux méthodes on pourrait en déduire les valeurs de ei(lz”‘z), k €{0,1,2,3}

Allez a : Exercice 29 ;

Correction exercice 30 :
1.
1 3 2im in 1 3
u? =4<—E+i7>=4e 3 o u=+2e3 =12<5+i7>= +(1 +iV3)

z+i
2. Onposeu = p—

z+1 . . . . . . .
u= -su(z—i)=z+icouz—iu=z+icouz-z=iu+ioczu-1)=i(u+l) oz
z—1

u+1
=i

u—1

Il y a deux solutions
1+iV3+1 243 2

RTINS B R
Cl-w8+1 o -3 V3 VB(2-iB3)  2V3 3.

Zy =1 =1 = — = =
f-1-iV3-1 -2-i3 2403 224 (y3) 7 7

Allez a : Correction exercice 30 :

Correction exercice 31 :
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_1 -
On pose u = zTL et on cherche les solutions de u3 = —8

u3=—8(:>{ lu3| = |-8| @{ lul®* =8
arg(u3) = arg(—8) + 2km, k€ Z 3arg(u) =+ 2km, k €Z

lul =2
S m  2knm
{arg(u) =3 +——, k€{0,1,2}

Il'y a 3 solutions ’
u0=26ig=2<%+i§>=1+i\/§; u; = 2e™ = -2 et u2=2ei53_n=2<%—i§>=1—i\/§
uzzzi;@u(z—i)=Z—1<:>uz—iu=2—1<:)uZ—Z=—1+iu<:>Z(u—1)=—1+iu<:>z
—1+iu
- u—1
—1+iuy, -1+4i(1+i/3) -1-v3+i 1 1++3
DT -1 1+i3—1 B3 BB
—1+iu, —-1-2i 1 2.
A= -1 -3 373
1+iu, —-1+i(1-iV3) —14++V3+i 1 —-1++3
2 %1 1-wE-1 w3 VB

Allez a : Exercice 31 :

Correction exercice 32 :
2ikm

1. X, =e 3 ,aveck €{0,1,2}.

2im 2m\ (2@ 1 i3 4in dmy /4w
Xo=1,X,=e€3 =cos(?>+151n(—>=——+—=],X2=e3 =COS<—)+lSIH<—>

3 2 2 3
1 i3 .
— T 7/
- ain 2im) 2
2_j=X2=e3 =(e3)=j2

3. j3 =1, puisque j estsolutionde X3 = 1,donc j x j2=1=j = =

j*
. JTJ 1 1—j J ;o=
. L2 S W G S E
Autre solution 1 + j + j —1+( >t 2)"‘( 2 2)_0

C’est moins bien car un résultat du cours est que la somme des racines n-iéme de 1’unité est nul, et, ici
1, j et j2 sont les trois racines troisiéme de ’unité.

B = 2ttt = i
S. el ,carl+j J etj2 j.

La division euclidienne de n par trois dit qu’il existe un unique couple (q,7) € N x {0,1,2} tel que n =
3q +r, donc j* = 39t = (j3)4;" = 195" =7, autrement dit sin=0 [3], j"=1sin=1 [3],
jht=jetsij=2 [3]alors " =2

Allez a : Exercice 32 :

Correction exercice 33 :
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[ —
1 V2 V2 N2 1 _=n Z = 3¢ *
z3=—(—1+i)<:>z3=—<——+i—><:>z3=—e ‘4<:>4 (V2)
4 4 2 2 242 37
larg(z3) = + 2km, k € Z
|z|° = 3 |z] -1
It (v2) It Zkﬁ
3n
k3 arg(z) = =T 2km,k € Z arg(z) = + = k € {0,1,2}
T 2kT
Il'y a trois solutions z;, = % ‘( +T), k € {0,1,2}
. 2 11i 4 19i
Zy = 1 —e % Zl=iel(%+%)=iel_;n; Z2=ie (Z+ 3?) iel_;n
V2 V2 V2 V2 V2
2k 4 (. 8k (8k+3
(Zk)4 = (iel(%+Tn)) = 131(7-[-'-Tﬁ) = lel%
V2 4 4
1 . 1 1 11z 1 _=m 1 97 1 =@
(zo)“'zze”’:—ZE]R; (21)42161 3 =Ze 13$R; (22)4=Zel 3 =ZeLS =¢ R

Il n’y a que z, dont la puissance quatriéme est dans R.
Allez a : Exercice 33 :

Correction exercice 34 :

1. Lesracines quatriéme de 1’unité sont {1,1, —1, —i}.

1 .3 4in
2. —;-i,=es donc

3.
in 4
1 V3 4im |X*| = |e3 1X|* =1
Kis—g-igeXi=er o 4 S Vaarg) = 4 okn, ke
arg(X4)=?+2k7T, kel arg( )_?+ ToKE
|X| =1 (T KT
S km e X = e‘(§+7),k € {0,1,2,3}
arg(X) = —+7, k € {0,1,2,3}
Il'y a quatre solutions :
T 1 \/§
X, = 3 =2 [ —
0o =2¢8 2 + 1 >
(T T 5im \/§ 1
= (§+E) —e 6 = —— | —
Xi=e e > +12
; 1 3
— l(§+71'): 4;—1-[:____
X, =e€ e > i >
T, 3T 11im i \/§ 1
= (§T): 6 —e 6 =—— —|—
X;=e e e > 12
Autre solution
—% L\/_ = j2. Donc X* = ;—i\/;:] © Xt —j2=0.0r
Ko7 = (K= DK+ ) = (2 — O — 3% = (X = K+ DK — 5K +ij2)
D’ou les solutions'

X=j2——l—£ X== +£ X =i (_l_ig):ﬁ_iet)(:_ﬁ_i_i
2 2 2 2 2 2 2

On pose Y = X*, I’équation est alors du second degré.
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Le discriminant est

2
1 V3 1 V3 1 3 V3 3 31\/3 1 V3 in
=|—- | — — —_—— —_——— 11— = — = - | — | = 3
A < 2+12> 4( > L2> i 12+2+21\/ 2 > 32+l2 3e
Donc les solutions de §2 = A sont § = \/3e? =3 (‘/2—§ + z%) = §+ \/Z_g = —V3es = —(§+ i‘/z—g)

L’équation du second degré a alors deux solutions :

i)t

1 3
2 2 2
Et
1, .v3),3, .43
—(—7+l7>+§+17
Y, = =1
2 2

L’équation du huitiéme degré a pour solution :

11+,\/§_ \/§+,1 1 V3 V3 1
R L S T R R R
Autre solution
1 3 1 V3 Y\* Y
Y2+ |—c+i— |V —c—i—=0Y2+jY '2=0=>(—) ~—+1=0
+< 2+12> 5Tl +jY +) F +j+
Les solutionsde T2+ T+ 1=0sontT, =jetT, = j?
Donc%=j=>Y1=j2et%=j2=)Y2=j3=1
Et on termine de la méme facon.
Allez a : Exercice 34 :

Correction exercice 35 :
La on a un probléme parce qu’il n’est pas simple de mettre 11 + 2i sous forme trigonometrique,
essayons tout de méme :

111+ 2] = V112 + 22 = V121 + 4 = V125 = /53 = 5V5 = (V5)’

Si on appelle 8 un argument de 11 + 2i, on a

cos(@) = % et sin(@) = %

I ne s’agit pas d’un angle connu. Donc il va falloir étre malin, on cherche z = a + ib tel que
(a+ib)® =11+ 2i & a® + 3a?(ib) + 3a(ib)? + (ib)3 = 11 + 2i
3 2
& a® —3ab? +i(3a%h — b?) = 11 + 2i & {¢ 7 3ab" =11
a a i(3a ) i {3a2b—b3=2
On sait aussi que
3 3 3
(a+ )3 = 11+ 2i| & la+ib]* = (V5) & (Va2 +b2) = (V5) o a®+b> =5
On remplace a®? = 5 — b% dans 3a%bh — b3 =2
36—-b)b—b3=2 —4b3+15b =2 4b3>—15b+2=0
Il 'y a une racine presque évidente b = —2, si on ne la voit pas on peut aussi remplacer b2 = 5 — a?
dans a® — 3ab? = 11
a®—-3a(5—-a*)=114a®>—-15a—-11=0
La c’est plus clair, a, = —1 est solution donc on peut factoriser par a + 1
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4a3 — 15a — 11 = (a + 1)(4a? — 4a — 11)
(C’est facile a factoriser)

Les racines de 4a? — 4a — 11 sont a, =%—\/§et a, =%+\/§

Pour trouver les valeurs de b correspondantes on réutilise 1’équation

3¢°b-b*=2eb(Ba?-b)=2eb(3a?-(5-a*))=2b=

4a? -5
=—-1=b= 2 = -2
- T 4(-1)2-5"
2 2 2 11 1 3++3
a==-—+V3=>b= — _ _1 _1
1 : 1_ _ 12—-4y3 2 3-y3 2 9-3
4(3-v3) -5 4(z-V3+4)-5
_3+43
12
2 2 2 1 1 1 3-+3
a=_+\/§:>b= 2 = = = —X ==X
1 2 2793
4(%+\/§) —5 4(z+V3+4)-5 12 +4V3 3+3
_3-43
12

Pour bien faire, il faudrait faire la réciproque (parce que les équivalences ne sont pas claires), admis.

11 + 2i admet trois racines cubiques

1 3+V3 1 3-+3
—1—2i;§—\/§+iT;E+\/§+i -
Allez a : Exercice 35:
Correction exercice 36 :
1+i/3
2 _°_ 5T = i3 i il
\/7(1+i)_ei%_e e —cos(12)+151n(12)
2
1+i\/§

_2(1+iv3) \/E(l +iv3)(1 - 1)

vz oo
J‘(1+1) V2(1+1) 12 + 12 7 (-t i3+43)

=§(1+\/§)+i§(—1+\/§)

On déduit de ces deux égalités que

cos( ):—(1 \/_)—u
Sm( ):_( |4 y3) = V2O \/_+\/_
Puis que
tan(n) Sin(%)=g(_1+\/§):(_1+\/§)(1—\/§):—1+2x/§—3:2—\/§
12 cos(£5) Q(H@) (1+v3)(1-V3) 1-3
Et enfin que
5m T m 1 1 2443 2+43
tan(lZ)_tan(E_E) tan(%)=2—\/§=(2—\/§)(2+\/§)= 4-3 —2tV3

Allez a : Exercice 36 :
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Correction exercice 37 :
On cherche les complexes z tels que z* = 81
z'=81©2z*-92=0(2?-9)E*+9) =0 (z2-3%)(z*-(3BD*> =0
©(2z-3)z+3)(z-3i)(z+3i)=0
Iy a 4 racines quatrieme de 81 : 3,—3,3i et — 3i
La méme méthode ne marche pas pour les racines quatrieme de —81.

Z4_—81C>{ |Z4|:|_81| @{ |Z|4=81=34
arg(z*) = arg(—81) + 2km, k € Z 4arg(z) =+ 2km, k € Z
|z] = 3
S m  knm
{arg(z) =—+ DR k €{0,1,2,3}
Il'y a 4 racines quatriéme de —81 : z;, = 3e' i+ z) k € {0,1,2,3}
R
= Bel4 = 3<—+l— =3V2(1+41)
3 VI V2
7z, =3e"2 =3[—= = 3v2(—=1+1)
2 2
5T V2 2
Zy = 3¢t7 =3 (—7— 17> = —-3v2(1+1)
7T V2 W2
Z3 = 3¢7 =3(——i—|=3v2(1 -1
2 2
Allez a : Exercice 37 :
Correction exercice 38 :
1.
a. zpy=ezxm =en, ke{0l,..2n—1}
b.
n__1<:{ |z =1 c}{ z]* =1
2= arg(z™) = arg(—1) + 2km narg(z) = m + 2kn
lz| =1
= m  2km
{arg(z) = + T'k €{0,1,..,n—1}
. i(m+2km)
Ilyansolutionsz, =e » ,ke{0,1,..,n—1}
im 2ikm
Soitencore z;, = ene n
. . mn Zzn =
2. Premiere solution z°" = 1 & {z" N

La somme des racines 2n-iéme de 1’unité (qui est nulle) est la somme des racines n-i¢éme de ’unité
(qui est nulle) plus la somme des complexes qui Vérifient z™ = —1, donc la somme des complexes
qui Vvérifient z™ = —1 est nulle.

Deuxieme solution

2im\ " .
n-1 _n-1 on=1 - 1—|emn . 2inm
im 2ikm i 2ikm i 2in i inl]—e n
ene n =en en =en (en) =en S = €en i
k=0 k=0 k=0 1—en 1—en

i_n-l_QZiTL'

=en 2i1‘r=0
1—en
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2im
Caren # 1pourn > 2.
Allez a : Exercice 38 :

Correction exercice 39 :
1. Onpose z3 = z3 = z3
|Z3| = |Z3| { |Zz|3 = |Z1|3
arg(z3) = arg(z3) + 2km, k € Z 3arg(z,) = 3arg(z,) + 2kn,k € Z

|Zz| = |Z1|

2km
arg(z,) = arg(z,) + —,k € {0,1,2}

zfzzf@{

Donc
k

2ikm 2im
7, = |z, |€ (arg(21)+ ) |12, |elarg(zl)e 3 =z (e 3 ) =lek

Les solutions sont z, = z;, z, = jz; et z, = j?z,
De méme les solutions de z3 = z3 sont z3 = z,, z3 = jz, et z; = j?z,
2. z2°4+(7-1)z-8-8i=0
On pose Z = z3
24+ (7-1)z-8-8i=02%?4+(7-i)—-8-8i=0
Le discriminant est
A=((7-i)?—-—4(—-8-8i)=49—-14i—1+32+32i=80+18i=81+2x9i—1

=(9+1)?
~(7-0)-(09+i) -16
“= 2 =7 =8
~(7-D+O+iD) 2+2i
7, == 1)2( D _ . Lo 14

On cherche alors les z tels que z3 = —8 = (2i)3 et les z tels que

\/z \/E 1 . 1 im 3
2% = 1+i=\/i(7+i7 = 22¢'% = (25e12)
D’aprés la premicre question
73 = (23 o ze{-2,-2j,-2j%
1 im\3 1 im 1 in 1 im
7 = (25e12) & 2 € {avets, j2mes, 22512

On peut arranger ces deux dernieres solutions

1 in 1 2im in (E42m) _ L om 1 3in 1
]26312 = 26e 3 e12 = 26e 12" 3) = 2612 = 26 2 = —[26
1 im 1 4in im T 4T 17im

Bref I’ensemble des solutions est

1im 1 1 17in
{—2,—2j,—2j2,26912,—i26,26e 12 }

Allez a : Exercice 39 :

Correction exercice 40 :
On ne peut pas trouver la forme trigonométrique de —7 — 24i.
—7—-24i=9-2x%x12i—16=B8-40)* =@ —-4i—-1)*=(2-D))*=2-)*
On cherche les z qui vérifient z* = (2 — i)*
zZ=Q-Dtez -Q2-D)'=0eZ-2-D)HE*+2-DH) =0
©(Z2-2-D)E*+i2Q2-D)=0Z-Q2-D)E-Ri+1DH =0
e(z-2-D)z+2-D)z-QCi+D)(z+Qi+1D)=0
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L’ensemble des solutions est
{2—i,—-2+1i,14+2i,—1—2i}
Allez a : Exercice 40 :

Correction exercice 41 -

i3
i

B
e'3 2im

1, .3
1+ix/§_2(7+l7>

= = T = eT
1-i3 (1 V3 3
2 2
Autre méthode
=2
1+iv3  (1+iV3)" 1+2iv3-3 1 3 zin
- = > = =——+4[—=¢ 3
1-iV3 124 (_\/§) 4 2 2
1+if3 _ _ zin 121 =1 l21° =1
z0 = z°=e3 & oy 2T = 21
1—1\/— arg(z)=?+2kn,kEZ 6arg(z)=?+2k7t,kEZ
|z| =1
S T 2km
arg(z) = 6 + T'k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}
Les solutions sont
7, =973 ) k €{0,1,2,3,4,5,6,7,8)
\/E Q_iﬂ »
1—1i 2 2 V2e 'z 1 (_E_”) 1 7in
4 i >,
= — 7T=22e 4 =2 2e 12
1+iv3 1, .43 2 i
2(5+i e
2 2
_1 _1
1 7in |z4| =272 |z|* =272
7¥ =272 12 & 71 S 71
arg(z4)——E+2knkEZ 4arg(z)——ﬁ+2knkEZ
1
| _1\2 1
|Z| = (2 2) =28
o1 )
Vi
Itarg(z) = ——+ > .k €{0,1,2,3}
Il'y a 4 solutions
1 ( 77r )
7, = 278e"\"1872) k €{0,1,2,3}
°l = [-27| |z|6 = 27 = 33
6427=0 6:—27@{ 1z {
Z z arg(z®) = arg(—27) + 2kn,k € Z 6arg(z) =+ 2km, k € Z

1 1
| z| =(33)a=3§=\/§
,k €{0,1,2,3,4,5}

(=14

km
arg(z) =— + 3

Il'y a 6 solutions

(Tt Km
Z = \/§e‘(€+?),k € {0,1,2,3,4,5}
V3 1 ) 3 3

i
= 6 = — =i =- R
Zg V3e \/§<2+21 2+l2
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i
7z, =V3eZ =i3

5im V3 1 3 V3
z2 = V3e s =V3<—7+§i>=‘z+i7
7im V3 1 3 V3
Z3 =V3e ¢ =V3(‘7‘zi>=‘z“’7

11in V31 3 V3

= 6 = —_—— )| === —

2 = Ve @(2 21> 2 Y

z+1)° z+1\°
27(z—1)6+(z+1)6=0(:)(z+1)6=—27(z—1)6®u=—27=}( ):—27
(z—-1)° z—1
OnposeZ=Z—+1
z—1
Z%| = |-27| |Z|6 =27 = 33
Z6=—27<:>{ | :){
arg(Z®) = arg(—27) + 2kn,k € Z 6arg(Z) =m+ 2k, k €Z
1
1Z| = 3%)s =3
< n  km
arg(Z) = e + EX k € {0,1,2,3,4,5}
Il'y a 6 solutions
(T KT
7y = \/§el(3+T),k € {0,1,2,3,4,5}
Il faut alors trouver z en fonction de Z,
z+1
Z=Z_1<:>Z(z—1)=Z+1@ZZ—Z=2+1<:>ZZ—Z=Z+1@Z(Z—l)=Z+1<:)Z
_Z+1
S Z-1

Il'y a 6 solutions
CZi+1l Ze+D(Z—1)  ZiZ—Zi+ Zp— 1 |Zil* = (2 —Zi) - 1
L=l (2 —D(Zg-1) ZiZe—Zi—Ze+ 1 1Zl2 = (Zi + Z) + 1
1Ze|2 = 2i0m(Z) =1 3—=2iIm(Z) —1 2-2iIm(Z) 1-—iIm(Z)
T 1ZZ-2Re(Z) +1  3-2Re(Z)+1 4-2Re(Zy) 2-Re(Zp)

Z

3
im 3 43 1-i-5
ZO=\/§eF=—+i—:>ZO= 2:2_1\/§
2 2 2_§
2
in 1—-iv3 1 V3
Zl=\/§e?=i\/§$Z1= =§_l7
3
Sim 3 3 1-i% 2 43
22:\/§e6 :——+l—:>22: = ——]—
2 2 2+§ 7 7
2
3
7in 3 \/§ 1+17 2 \/§
Z3=V3e6 = —>—i— >z = —C4i—
2 2 2+§ 7 7
2
3in 1+iVv3 1 3
Z4=\/§62 :_i\/§:>Z4: = = l_
2 2 2
3
11ir 3 +/3 1+i5
Z5=\/§e6 ==——il—>7z= 2 =2+i\/§
2 2 2_§
2
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Allez a : Exercice 41 :
Correction exercice 42 :

2ikm
1. Ce sont les racines cinquiéme de [’unité, il vaut mieux connaitre la formule z, = e s

=e s, k€
{0,1,2,3,4}
Sinon il faut absolument retrouver la formule tres rapidement
25:1@{ 1z°| = [1] @{ |z|° =
arg(z®) = arg(1) + 2km,k € Z S5arg(z) =0+ 2km,k €Z

lz] =1
2km
{arg(z) = T'k € {0,1,2,3,4}
2ikm
Douz, =e s , k €{0,1,2,3,4}, c’est-a-dire

2im 4im 6iTT

2im 4ir 6ir _dm 8in _zim
ZO=1;21=35;22=35;Z3=35 =e 5 =Z3 Zy=e5 =e 5 =2
2.
V7 2 125] = 22
2 2 1 . 72| = 22
25=1—i=>z5=\/§<—+i—>=)z5=25611=) T
2 2 arg(z®) = " + 2km, k €Z
1 |r l% 1
|z|° = 22 |z|:(22) = 270
T @4 e
S5arg(z) =—+ 2kn,k €Z 2
8(2) 4 karg(z)——+ z ,k €{0,1,2,3,4}
& 7z, = 210 \20" 5 /, k € {0,1,2,3,4}
Il'yacing solutions
1 1 om 1 7n 1 257 1 57 1
Zy = 2710e" 20 $ 24 =21oe 20; 7, =210e 20 ; z3 = 210e"20 = 210e" 4 =—210x\/§(1+i)
1 32m 1 8n
= —210 2(1+1) = —25(1+l) 74 = 210e"20 = 210e"5
3.
3
VZ V2 3 _m 2% = (v2)
z —2—2l<=>Z3=2\/_<——l— ez2=W2)erte T
2 arg(z3) = ~2 + 2km, k € Z
3
Iz|* = (V2) |z| = V2

T S m 2km
3arg(z)=—z+2kn,kEZ arg(z)——E+T k € {0,1,2}
. | 2km
'y a trois solutions z;, = \/_el("EJ’_) k €{0,1,2}

T 71t 15im 5im .TT
Zozﬁe_lﬁ;zlzﬁe( 12t 3) V2e1z; z, —\/_e( 12 T):\/Ee 12 =V2e 2 = —\/2e's
4,
S=zo] 12°| = [z] o | 1215 = |z|
arg(z®) = arg(z) + 2km, k € Z S5arg(z) = —arg(z) + 2kmn, k € Z

4_ 1= _
@{ (zI* = DIzl = 0 |z|*=1=10 oulz| =0

k
6arg(s) = 2kmk €1 |arg(z) = =,k € {012,345}

lz| =1
={z=0 k
z Ou{arg(z) == k€{0,1,23,4,5}

Ilyaé6solutions:z=0cetz, = eiT,k € {0,1,2,3,4,5}
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T 1 V3 2t 1 43

Z=0;ZO=1;Zl=ei§=§+i7;Zz=e3=—E+l7;
: Am 1 V3 st 1 43
z=ef=—lz=e3=—g-im=e3 = i

Allez a : Exercice 42 :

Correction exercice 43 :
1. On cherche les complexes tels que

i 27 = |-l o 12" =
o=t arg(z™) = arg(—i) + 2km,k € Z narg(z) = -3 +2kn,k €Z

lz| =1
= n 2km
{arg(z) = —%+T,k €{0,1,..,n—1}

Les solutions sont les
w  2km

Zp = ei(‘WT),k €f{0,1,..,n—1}
On cherche les complexes tels que

V2 V2 .n |z =2
n—14+i=2—+i— | =27 & TC
z ‘ (2 ) ¢ arg(z”)=Z+2kn,kEZ
1 1
|z = V2 =22 |z| = 22n

= n  2km

T
narg(z) =Z+ 2km, k € Z arg(z) =E+T,k €{0,1,..,n—1}

Les solutions sont les

2k

Zp = Z%e"(WT),k €{0,1,..,n—1}
2. z22—z+1—-i=0
Le discriminant vaut
A=(-1)2?-4(1—-i)=-3—4i=1+4i—4=(1+2i)?
Il'y a deux solutions

1-(1+2i)
Zl=—2 = —

1+1+2i ,
Z2=T=1+l

3. z2"—z"+1—i=0,0onpose Z = z"

Z=—i zn = —i
22"—Z"+1—i=O=>ZZ—Z+1—L'=O=>{ ou ﬁ{ ou
Z=1+i zZ"=1+1
L’ensemble des solutions est

. m 2km 1 (m 2k'm
el ) k e {0,1,..,n—1}, 2ﬁe‘(4n+ D ),k’ €{0,1,..,n—1}

Allez a : Exercice 43 :

Correction exercice 44 :
1.

z-1DA+z+224++z"D=z+22++2"1+2"—-Q+z+2%+ -+ 2")

=z"-1

Donc
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zZ" -1
z—1
Il s’agit de la formule connue donnant la somme des termes d’une suite géométrique.

14+z+2z%2+-4+2z" 1=

2.
e* —1= e% (e% — e_%) = e% X 2isin (;) = 2ie% sin (;)
3.
. . . . . . ix)" _ 1 inx _ 1
Zy=1+e™ 42X 4 .q o DX = 1 4 o ¢ (o) 4o 4 (o) = (eeix)_ = eel.x —
inx inx inx
(P F) e 2in(y)  wonsin(y)
= - - - =e 2 2 =e 2
e% <e% — e—%) 2isin (%) sin (%)
sin (nz_x)
= (cos((n — Dx) + isin((n — Dx)) —45"
sin (7)
. (Nnx . (Nnx
sin (—- sin (—5-
= cos((n — 1)x) # + isin((n — 1)x) #
sin (2) sin (2)
Comme
Xp+iY, =1+ e + 2% + ... 4 (DX
Ona
sin (7)
1+ cos(x) + cos(2x) + -+ cos((n — 1)x) = cos((n — 1)x) T
sin (5
2
Et

. (mx

| | | | sin ()

sin(x) + sin(2x) + - + sin((n — Dx) = sin((n — Dx) —7="
si

n(2)

Allez a : Exercice 44 :

Correction exercice 45 :
21k

1. D’apreés le cours, il existe k € {1,2,3,4} telquea = e "5 .

2. Commea #1

1—a® _ 1-1 _
l—-a 1-a
3. f'(x) =1+ 2x + 3x2 + 4x3 + 5x* d’une part et pour tout x # 1

l+a+a?+a’+a*= 0

1—x°
flx) = .
Ona
) = —6x°(1—x) —(1—x°)(-=1) —6x°>+6x°+1—-x°% —6x>+5x°+1
A -7 I (T A C
On obtient donc 1’égalité
5 5 . —6x°+5x°+1
14+ 2x+3x°+4x° +5x* =
(1-x)2

Onprend x = a
—6a° +5a°+1 —6+5a+1

1+ 2 3a? + 4a® + 5a* = =
+ 2a + 3a“ + 4a° + S5a =) d=a)

50



Cara® = leta® = a® X a = a, par conséquent

2ikm
-5+ 5« 1—«a 5 1—e 5
1+2a+3a?+4a®+50¢*=———-=-5 — = -5

1-a)2 “(-a? 1-«a (1 ~ eztkn> (1 ~ e_2ik7r)

5 5
1 — cos (&) + isin (&) 1 —cos (&) + i sin (Zk_n)

- _5 5 5 ) _ _c 5 5
- 2ik 2ik -
1—3%—3‘%+1 2—2005(%)
. (2km . (km km
5 5sin (T> 5 10sin (?) cos (?) 5 5 ki
-2 Zkmyy 2 o ==‘§‘§”a“(?)
— b 2 (==
2(1 cos( 3 )) 4 cos (5)
Allez a : Exercice 45 :
Correction exercice 46 :
Soit f la fonction définie par
1 _xn+1
f)=1+x+x*++x"= T—%
(—(n+DxM(A -x) - (1 —x"1D)(-1)
! =14+2 n-1 _
f'(x) +2x + -+ nx 1=
A D+ + D™+ 1 =™ —(n+ Dx™ x4+ 1
B (1—x)? B (1-x)2

On prend cette fonction en ¢, et on rappelle que €™ = 1 (et que donc e™*! = ¢€)

—(n+De"+ne™'+1 —(n+1)+ne+1 -n+ne
(1-e)? - (1-e€)? C(1-e)?

_ 1-€¢ n

T T"a-eo? T T1-¢

Ce résultat est relativement satisfaisant mais on va tout de méme 1’écrire sous forme algébrique.

Comme |e| =1

14+ 2e+3€?+-+ne” 1=

1 En—l En—l
— 2 _ = = _ — — — -1
le] =1 < |€| —1<:>€€—1<=>6—E e e =e"
Donc
1 1—¢ B 1—em? 11—t
1-¢ (1-e)(1—-¢) 1—-(e+e)+]|e|? 2-2Re(e)
1—en?
1+2e+3€2+ - +ne" = -nx-———
+ 26 + 3¢+ -+ ne n 27— 2Re(e)
Allez a : Exercice 46 :
Correction exercice 47 :
Pourz + 1
(z+ 1" z+ 1\"
b= ot e EED o (DY
z+D'"=(z-1) Z—1Dn 1
OnposeZ=Z—+1,
z—1
2ikm
Par conséquent Z est une racine n-iéme de I'unité etdonc Z = e » ,k € {0,1,...,n — 1}
z+1 Z+1
Z_1=Z=)2+1=Z(z—1)<:>z+1=Zz—Z=>z(1—Z)=—(1+Z)=)z=m

Ces equivalences sont vraies si z # 1 et Z # 1. Il faut faire un cas particulier si k = 0 caralors Z = 1.

z+1 21k
=en kef{l,.., n—1}
z—1
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Sik =0, E = 1 n’a pas de solution.

On trouve n — 1 solutions, ce qui n’est pas une contradiction car
Z+D)"=z-D"eZ+1D)"-(Z-D"=0
Est une équation polynémiale de degré n — 1 (puisque les z™ se simplifient), est admet donc au plus n —
1 solutions.
Allez a : Exercice 47 :

Correction exercice 48 :
PR { |2"] = |z] @{ || = |z
arg(z") = arg(z) + 2kn, k € Z narg(z) = —arg(z) + 2kmn, k € Z
{ |z]* =1 ou |z| =0 lz]| =1
narg(z) = —arg(z) + 2kmn, k € Z (n+1)arg(z) = 2km,k €Z
lz| =1

:)z=00u{

< z=0o0u { 2km
arg(z) = n_-l-l'k € {0,1,...,n}

2ikm

Les solutions sont z = O et les z;, = en+1,k € {0,1, ..., n}.
Allez a : Exercice 48 :

Correction exercice 49 :
On rappelle que
1+B+B2+B3+B*+B°+B=0
B B? B BA+BNA+E)+LPA+HNA+BO) +BPA+ A+ Y
1+B2 T+ 1485 1+ B+ DL+ B9
_ﬁ11+ﬁ7+,85+,3+,810+ﬁ8+ﬂ4+ﬁz+,89+B7+ﬁ5+,83
- ,312+ﬁ10+,88+2ﬁ6+ﬁ4+,32+1
BRI HBABHB BB+ + B
B BS+B3+B+2B5+B4+B2+1
20+ B+B*+p3+ B+ %) _ 2B°
= B6 == Bé =2
Cette solution n’est pas ¢légante du tout, il doit y avoir plus malin.
Allez a : Exercice 49 :

Correction exercice 50 :

: . 3 , . . i’ Y Y
elx_l_e ix e31x+3621xe Lx_l_gelxe 21x+e 3ix

(5 -

2 8

e3ix 4 p—3ix 4 S(ei" + e‘ix) 2 cos(3x) + 3 x 2 cos(x)
) 1 38 ) ’
= Zcos(Bx) + ZCOS(X)
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eix _ e—ix 3 e3ix _ Sezixe—ix + Seixe—zix _ e—3ix
B(x) = , = :
20 —8i
g3 — 73 — 3(el¥ — g=ix) _ 2isin(3x) — 3 X 2i sin(x)
—8i B —8i
= —Zsin(3x) + > sin(x)
= 4sm X 4sm X

C(X) B (eix + e—ix>4 B ediX 4 fe3Xo—ix 4 go2iXp=2iX 4 polxp=3ix 4 o—4ix
S\ 2 - 16
e** 4 e~HX 4 4% 4 4e72X) 1 6 _ 2cos(4x) +4 x 2cos(2x) + 6
- 16 = T

1 1 3
=3 cos(4x) + Ecos(Zx) t3

eix _ e—ix 4 e4ix _ 463ixe—ix + 6ezixe—2ix _ 4eixe—3ix + e—4ix
DX)=|———| =
(X ( 20 ) 16
etx 4 e~Hx — 4(e?* 4 4¢72%) 1+ 6 _ 2cos(4x) — 4 x 2cos(2x) + 6
- ) . 16 , B 16
= gcos(4x) — ECOS(Z:) + 3 2
eix + e—ix eix _ e—ix
E(x) = cos?(x) sin?(x) = -
2 20
ezix + zeixe—ix + e—2ix eZix _ zeixe—ix + e—Zix (eZix +2 4 e—Zix)(eZix —2 4 e—Zix)
= X =
4 —4 —16
ezixezix _ Zezix + ezixe—zix + Zezix — 4 + Ze—zix + e—Zierix _ ze—zix + e—Zixe—Zix
- —16
e4ix _ Zezix +1+ Zezix — 4 + ze—zix +1-— ze—zix + e—4—ix e4ix + e—4ix -2
- - —16 - —16
2cos(4x) — 2 1 1
= ——16 = —§C0-S(4x) +§-
Autre méthode en utilisant les formules trigopnométriques
1 2 1 11— cos(4x
E(x) = cos?(x) sin?(x) = (cos(x) sin(x))? = (Esin(Zx)) = Zsin2 (2x) = 7% %
_ 1 (4x) + 1
= 8cos X 3

En utilisant les formules
sin(2a) = 2sin(a) cos(a),a = x
1 — cos(2a)

cos(2a) = 1 —sin?(a) © sin?(a) = — a= 2x
eix + e—ix eSix _ Beix + 3e—ix _ e—3ix

F(x) = cos(x) sin3(x) = cos(x) B(x) = 5 X a0

B e4ix _ 3ezix +3— e—zix + eZix -3+ 38—2ix _ e—4ix

- . 16l

B etix — g=Hx _ (g2ix — g2ix) _ 2isin(4x) — 2 X 2isin(2x)

B —16i B —16i

1 1
= — gsm(4x) + Zsm(Zx)
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e31x + 3elx + 3e—Lx + e—31x elx _ e—lx

G(x) = cos3(x) sin(x) = A(x) sin(x) = 3 X T
e4ix _ ezix + 382ix —3+3-— 38_2ix + e—Zix _ e—4ix
N . . . 16i.
et —e~** 4 2(e?™ —e72%)  2isin(4x) + 2 X 2i sin(2x)
B 16i B 16i
— Zsin(4x) + 7sin(2x)
= 8$1n X 4sm x

On peut toujours faire « comme d’habitude » améliorons un peu les choses
2

H(x) = cos3(x) sin?(x) = cos(x) (cos(x) sin(x))? = cos(x) (% sin(Zx)) = %cos(x) sin?(2x)

1 1 — cos(4x) 1 1
= Zcos(x) <T> = gcos(x) (1 —-cos(4x)) = gcos(x) — gcos(x) cos(4x)

Alors on utilise des formules souvent inconnues des ¢tudiants (et ¢’est fort dommage) ou on fait comme
d’habitude

1 1 1 1[/e™ +e ™\ [e** 4 g4
H(x) = 3 cos(x) — gcos(x) cos(4x) = gcos(x) B §< 2 ) < 2 )
1

1 o |
= gcos(x) BEY) (e5lx + e~3ix } @3ix 4 e‘S‘x)
= gCOS(x) — 5 (651x + e~ 5ix + e~ 3ix + eSLx)
1 1 1 1 .
= —cos(x) — 3 (2 cos(5x) + 2 cos(3x) = §Cos(x) — — cos(5x) — 1—6005(3x)

8 16
1(x) = cos?(x) sin3(x)

Allez, encore une autre technique !
Onposet = g — xS x=t— g ainsi cos(x) = cos (t - g) = sin(t) et sin(x) = sin (t — g) = cos(t)

Donc
1G6) = sin?(2) cos* () = = cos(t) — — cos(5¢) — — cos(30)
x) = sin coSs = —cos(t) — —cos — — oS
8 16 16
1 T 1 T 1 T
= gcos (x - E) - 1—6cos (5 (x —§)> - 1—6cos (3 (x - §)>
1 ) 1 <5 Sn) 1 (3 371)
= Elgsm X 116 cos | 5x 5 116cos X >
. T T
= §51n(x) — ¥cos (5x — El) T (3x + E)
= gsm(x) — 1—6'sm(5x') + Elsm(3x). | |
elx + e—lx e4lx + e—4lx _ 4821x _ 46—21x +6

J(x) = cos(x) sin*(x) = cos(x) D(x) =

X
2 16
— 312(951'95 + e—3ix _ 483ix _ 4e—ix + 6eix + eBix + e—Six _ 4eix _ 48—3ix + 6e—ix)
1 . . ) ) ) )
— ﬁ(851x + e—51x _ 3(e31x + e—3lx) + 2(elx + e—Lx))
1
=33 (2 cos(5x) — 3 x cos(3x) + 2 x 2 cos(x))

1 3 1
=Te cos(5x) — 32 cos(3x) + 3 cos(x)

Allez a : Exercice 50 :

Correction exercice 51 :

1-z , . . 1-z 1-z 1-z
1. —est réel si et seulement si — ( ) —
1-iz 1-iz 1—-iz 1+iz



1-—2z 1-2z

c1-200+iz)=Q-21-iz)e1+iz—z—izz=1—iz—Z+izz

1—iz 1+iz
©iz—z—izz=—iz—Z+izze i(z+2)-2ilz?=2z-2Z
Onposez =a+ib
1—2z 1—-2z

— = & 2ia—2i(a®+b?) =2ibesa—(a>+b>)=boa’?—a+b>+b=0
1—-iz 1+iz ) , ,
1

sla—=) —= =] ——=0o|a—-= =] ==
“732) 7% 2) "4 173 2) T2
s . 1 1 1
I1 s’agit du cercle de centre (5, — E) et de rayon Neh

1-z . .. . . 1-z 1-z 1-z
2. ——est imaginaire pur si et seulement si — = —( . ) =—-—
1-iz 1-iz 1-iz 1+iz

1—-2z 1-2Z
— = o(1-201+iz2)=—N-2) 1 -iz)yeol1+iz—z—izz
1—iz 1+iz

—1-iz—z+4+izz)1+iz—z—izz=—-1+iz+zZ—-izze 1+iz—z
=—-14iz+7z
©2-i(z—2)=z+7Z
Onposez=a+ib
1—2z 1—-2z
— = o2—-ila+ib—a+ib)=2a2+2b=2a=1=a-b
1—iz 1+iz
Il s’agit de la droite d’équation : b = —1 + a.
Allez a : Exercice 51 :

Correction exercice 52 :
1. 1+)?=142i—-1=2i=210+D°=(1+)»)>=Ri)3=8xi3=-8i
2. 22 =-8ioz2=01+)eoz22=(1+)3)?oz=0+0)% ouz=—-(1+i)3
©z=0+D*A+Douz=—-0+D*A+D)ez=2i(1+i) ouz=-2i(1+10)
Sz=—-24+2iouz=2-2i

3.
\/— \/— 3in
Z=—2+2i=2\/§(—7+17 =2\2ea
\/7 \/_ 71T
Z—Z—Zl—z\/_<——l7>—2\/_84 —2\/_e 4
4,
Z\3 z z z

3 _ _q; 3 _ 213 3 _ (913 ZY = Z _ Z Z _ 2

=-8ioz 1+ ez (2i) Q(Zi) 1(:21' 1ou2i jou—-=]j

1 3 1 3

& z=2iouz = 2i ouz=2ij2@z=2iouz=2i<—§+i7) ouz=2i<—z—i7>

o z=2iouz=—3—iouz=+V3—i
Allez a : Exercice 52 :

Correction exercice 53 :
1.
f@=zezl-2)=zez(1-2)—-z=092z—-2°-2z2=022=02z=0

(=D 3-3 - -4

+1<(1)2+1_1
4=\2) 4 2

z(1-2) ——|

jo-3-

1
<|e-3

Allez a : Correction exercice 53 :

Correction exercice 54 :
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1. Pour tout z,, z, différent de —i,
Zy—1 Zp—1 ) . . .
fa) =flzm) e —="—o (@ -+ = (- )+
1 2

S 212yt 121 — iz, + 1 =221+ iz — iz + 1 © 2izy = 2iz, © 74

Donc f est injective.
2.
z—i z+i—(z—-1) 20
1_f(Z)_l_2+i_ Z+1 oz
Donc
f2)#1
3.
Si z € E alors f(z) # 1 ce qui signifie que f(z) € C \ {1}, ce al montre que
f(E) c C\ {1}
Si Z € C\ {1} alors il faut montrer qu’il existe z € E tel que Z = f(2).
Z=f(z)<:)Z=j—;;<:>Z(z+i)=Z—i<:>Zz+iZ=z—i<:>ZZ—z=—iZ—i@z(Z—l)
. L+ 1
——l(Z+1)<=>Z——lZ_1
Il reste & montrer que z # —i, Si
Z+1 . Z+1
z:—zZ_l:—L@m:1@2+1:Z—1@1:—1
Donc z ne peut étre égal a —i. Onamontré que si Z € C \ {1} alors Z € f(E) cela montre que
C\{1} c f(E)
On a bien montré I’égalité demandé.
On en déduit que f est surjective et donc bijective.
4.
@R =1 z_—iz ., E-DE+D _ +D)Z-)—-(Z-DZ+i)
zZ+i z+i)(zZ-10) (z+iD)(z—-10)
N2 —iz+iz+ 1= (2% +iz—iz+1) —2iz+2iz  2i(z—72)
B |z + i|2 Tz 42 T |z +il?
20X 2iIm(z) Im(z2)
O z+il2 T Tz 42

5. Siz € Ralors Im(z) = 0, d’aprés la question précédente
1-lf@PP=0e|f(@|=1
Ce qui signifie que f(z) € U
Comme f(z) #1,f(2) e U\ {1}
On a montré que
fR) c U\ {1}

Si Z € U\ {1} ’image réciproque de Z est z = —i % il faut montrer que ce complexe est réel.
Z+1 ( ,Z+1> Z+1 Z+1  Z+DZ-D)+(Z+1)Z-1)
— —|—i =—i = -

—l= = —1l —
z-1 z-1 Zz-1 7-1 z-1(z-1)
NZPP = Z+Z -1+ Z*-Z+Z -1 _ ek O
- Z—1]2 BT

Cela montre que —i% € R.Onamontré quesi Z € U \ {1} alors il existe z € R tel que Z = f(2).
Autrement dit

UN\{1} c f(R)

D’ou I’égalité demandée.
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Allez a : Exercice 54 :
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