Intégration Pascal Lainé

Intégration

Exercice 1.
Répondre par vrai ou faux en justifiant votre réponse
On considere la fonction f: x =~ x sur ’intervalle I = [0,2].
1.

Est une somme de Riemann associe a f sur 1.
2.

Est une somme de Riemann associe a f sur 1.
3.

Est une somme de Riemann associe a f sur I.
4,

Est une somme de Riemann associe a f sur I.
Allez & : Correction exercice 1

Exercice 2.

Répondre par vrai ou faux en justifiant votre réponse

Toutes les fonctions considérées sont supposées intégrables sur I’intervalle considéré.

L’intégrale sur [0,1] d’une fonction négative ou nulle est négative ou nulle.

L’intégrale sur [0,1] d’une fonction paire est positive ou nulle.

L’intégrale sur [—1,1] d’une fonction impaire est nulle.

L’intégrale sur [0,1] d’une fonction minorée par 1 est inférieure ou égale a 1.

L’intégrale sur [—1,1] d’une fonction majorée par 1 est inférieure ou égale a 1.

L’intégrale sur [—1,1] d’une fonction majorée par 2 est inférieure ou égale a 4.

Si une fonction f est telle que pour tout x € [—1,1], f(x) < x3, alors son intégrale sur [—1,1] est

strictement négative.
8. Sil’intégrale sur [0,1] d’une fonction f continue vaut y, alors il existe x € [0,1] tel que f(x) = y.
9. Sil’intégrale sur [—1,1] d’une fonction f vaut y, alors il existe x € [0,1] tel que f(x) = 2y.

Allez a : Correction exercice 2

Nook~owh e

Exercice 3.

Répondre par vrai ou faux en justifiant votre réponse

Toute fonction intégrable sur [a, b] est continue.

Si f est une fonction continue sur [a, b], sauf en un point, alors f admet une primitive qui s’annule en b.
Toutes fonctions continue sur [a, b] admet une primitive qui s’annule en b.

Toute primitive d’une fonction continue sur [a, b] s’annule en un point de [a, b].

Toute primitive d’une fonction continue sur [a, b] est dérivable sur ]a, b|.

Toute primitive d’une fonction continue sur ]a, b[ est dérivable a droite en a.

AIIez a : Correction exercice 3

079":“9-’!\’!—‘

Exercice 4.
Répondre par vrai ou faux en justifiant votre réponse
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1. Toute primitive d’une fonction positive ou nulle est positive ou nulle.

2. Toute primitive d’une fonction négative ou nulle est décroissante.

3. Toute fonction continue est la primitive d’une fonction continue.
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
1. Soit f une fonction de classe C?! sur I’intervalle [a, b]. Montrer que

b
lim f f(@)sin(nt)dt =0
n—+oo a

2. Soit f une fonction en escalier sur I’intervalle [a, b]. Montrer que

b
lim f f(t)sin(nt)dt =0
n—-+oo a

On pourra commencer par montrer que pour tout a < 8

B
lim sin(nt)dt =0

—+00
n-+ a

3. Soit f une fonction continue sur ’intervalle [a, b]. Montrer que

b
lim j f(t)sin(nt)dt =0
n—-+oo a

On rappelle que pour toute fonction continue sur [a, b], pour tout € > 0, il existe une fonction en
escalier y telle que

sup |f(t) —x(O)] <e

tela,b]
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.

Soit f la fonction indicatrice de Q.
_(1si xeQ
f(")‘{o si x€Q
On rappelle que tout intervalle ouvert non vide de R contient des rationnels et des irrationnels. Soit n un
entier strictement positif. Pour i = 0, ...,n, on pose a; = i
1. Montrer que pour tout i = 1, ..., n, il existe x; et y; dans [a;_, a;] tels que f(x;) = 1 et f(y;) = 0.
2. On considere les deux subdivisions pointées

Dy ={([ai-y, ail xDh<isn €t Dy ={(lai—1, ai], ¥ hi<isn
Montrer que Sp, (f) = 1etSp, (f) =0
On rappelle que

So(F) = ) flad(a - aip)

Pour D = {([a;—1, a;], @) }1<i<n
3. En déduire que f n’est pas intégrable.
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
1. Montrer que le produit de deux fonctions en escalier est une fonction en escalier.
2. Lacomposée de deux fonctions en escalier est toujours une fonction en escalier. Est-ce vrai ou faux ?
(Justifier).
Allez & : Correction exercice 7

Exercice 8.
Montrer que si f est intégrable, alors | f| est également intégrable.
On rappelle le théoréme
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Soit f une fonction bornée sur [a, b].
Si pour tout € > 0 il existe g Riemann-intégrable sur [a, b] tel que

sup [f(x) —gx)| <€
[a,b]

Alors f est Riemann-intégrable.
Et on pourra utiliser une forme de I’inégalité triangulaire.
Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soient a et b deux réels fixés, avec a < b. On note C,([a, b]) I’espace vectoriel des fonctions continues
de [a, b] vers R et €, I’espace vectoriel des fonctions en escalier de [a, b] vers R nulles en a.
1. Montrer que C,([a, b]) et &, sont en somme directe.

2. Montrer que ’espace C,([a, b]) @ &, est égal a I’espace des fonctions continues par morceaux de [a, b]
vers R.

Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
Calculer la limite, si elle existe, des suites suivantes :
n-1 n 2n—-1
S N EIEE) Yo MR
In=Lin+k’ 2T nda (n+ k)2’ n k2’
k=0 k=1 1
2n

n
k=
n
5 = Z 1 _ 5 = Z k _ 5 = Z n—=k
Lz ¥ 2kn’ " k2 4+n?’ on = n3 + n?k
k=1 k=1 k=1
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.

Calculer, si elle existe
1 et

lim dt
no+oo Jo 1+t

Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12.
Soit I, = [, (1 — t*)"dt
1. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,, 1.

Calculer I,,.
3. En déduire que

no

n (_1)k 22n(n!)2
I":ZZkH(Z) T 2n+ D)

k=0
Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.

Soit I,, = [2sin™(t) dt
Etablir une relation de récurrence entre I,, et I,,,,.
En déduire I, et I, 1.

Montrer que (I,) ey €St décroissante et strictement positive.
En déduire que I,; ~ I,,41.

el
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5. Calculer nl, I, ;4.
6. Donner alors un équivalent simple de I,,.
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
Soit I, = [ ~—dx
1. En majorant la fonction intégrée, montrer que (I,,) ey — 0.
2. Calculer I, + I,,4.

(_1)k+1)

3. Déterminer lim ( =1
n—-+oo k

Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
On pose pour toutn = 0

I, = f "n(o)rdr

1. Calculerlyetl,
2. Pour tout n > 1 trouver une relation entre I,, et I,,_; et pour tout n > 2 en déduire une relation entre I,
etl,_,.
3. Déterminer I, pour tout n > 0.
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.

Calculer par récurrence :
Vi

; _j‘Z du
"), cos™(w)

Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
Calculer par récurrence :

Jn = jl (n(w)du

Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
Soit f une fonction continue sur R, 2 périodique et impaire.

On pose

X+21
F(x) = j f(t)dt

1. ATl’aide du changement de variable u = —t calculer
s

F(—m) = j f(t)dt
-7

2. Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'(x), que peut-on en déduire sur F.
3. Calculer

41T

f(t)dt
2T

Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
Soit F la fonction définie pour tout x > 1 par
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2

-1 gt
Fx) = L_l In(1+1¢t)

1. ATlaide de la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour toutt > 0 :
2

t
t—?<ln(1+t) <t
2. En déduire que pour tout x € |1,v3[:

In(1+x) < F(x) Sln(1+x)+ln<|x2_3|>
|x2 = 3|

Puis
}Ci_rg F(x)
x>1
3. Calculer, pour tout > 1, F'(x).
4. En déduire que pour tout x > 1, F(x) > In(2).
Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Soit I = ]1, +oo[. On désigne par f l'application de I dans IR, définie, pour tout x € I, par

*In(t)
fx) = mdt

X

Premiére partie
Dans cette partie on ne cherchera pas a exprimer f a 1’aide de fonctions usuelles
1. Déterminer le signe de f(x).
2. Justifier la dérivabilité de f sur I, et calculer f'(x) pour tout x € I, on exprimera f'(x) de la maniére la
plus simple possible.
3.
a) Montrer que pour tout t € I,

(t—1)?

t—1-— <In(t) <t-1

On pourra utiliser la formule de Taylor Lagrange entre 1 et t.
b) En déduire I’existence et la valeur de
Jim f@)
Deuxieme partie
In(t)
(t-1)?
2. Exprimer la fonction f a I’aide de fonctions usuelles de la fagon la plus simple possible.
Allez a : Correction exercice 20

1. Déterminer une primitive de la fonction t +— a I’aide d’une intégration par parties.

Exercice 21.
Soit F la fonction définie sur ]Og[ par

2x dt
Fx) = Jx sin(t)
1. Montrer que F est bien definie sur ]0%[ puis qu’elle est de classe C! sur cet intervalle.
2. Calculer F'(x), en déduire les variations de F sur ]Og[
3. ATlaide de la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour tout t € [x, 2x] ]Og[ (c’est-a-dire pour

X €E ]OE[).



Intégration Pascal Lainé

t2
0<t—?<sin(t)<t

4. En déduire que
1 1 1 1

< <—-+
t sin(t) t 2-—t

5. Montrer que pour tout x € ]Og[

2—2
In(2) < F() < In(@) —n (5=2)
6. En déduire la limite de F(x) lorsque x — 0.

Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.
Soit f la fonction définie sur |—1,1[ par :
In(1+¢t)
f() :{f sit+0
1 sit=20
Soit F la fonction définie sur |—1,1[ par :

F(x) = f_ f(t)dt

Montrer que f est continue sur |—1,1].
En déduire que F est de classe C! sur ]—1,1][.
Calculer F'(x) pour x # 0 et calculer F'(0).
Montrer que F est impaire.
5. Déterminer les variations de F sur ]0,1[. Puis sur |]—1,0][.
Allez a : Correction exercice 22

HwbhpRE

Exercice 23.
Soit I = [a, b] et soient f et g deux fonctions continues de I dans R telles que:
f est décroissante et g(I) < [0,1]

etonpose 2 = [* g(D)dt, G(x) = [* g(Ddtet F(x) = [P f(0)de - [F F(©)g(D)de
Montrer que F et G sont de classe C* sur I.

Montrer que pour toutx € I, a + G(x) < x

Etudier les variationsde F sur I = [a, b].

En déduire I'inégalité

Howd e

b a+2
f f®)g)dt < f f(t)dt

Allez a : Correction exercice 23

Exercice 24.
Soit f une fonction dérivable et strictement monotone sur [0, a] telle que £ (0) = 0.

Soit g une fonction définie sur [0, a] par :

x fx)
90 = [ f@de+ [ frwde -2
0

0
1. Montrer que g est dérivable.

2. Calculer g’ et en déduire g.
Allez a : Correction exercice 24
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Exercice 25.
Soit 0 < a < 1. On considere

1
I = Ja In(x) dx

@ 1+x2

j‘a In(x) dy = jl In(x) p
1 1+ x? T hire®
a

. . 1
On pourra utiliser le changement de variable x = p

1. Montrer que

2. En déduire la valeur de I.
Allez a : Correction exercice 25

Exercice 26.
Soit a € |—m, m[. Les trois questions sont indépendantes.

. in(x) () !
Soient F(a) = [; 7re05d%, 6(a) = [§ Treoqm X Bt H(@) = [ 1o
1. Calculer F(a).

2. Le but de cette question est de calculer G (a) a I’aide d’un changement de variable.
a) A l’aide des régles de Bioche, déterminer le « bon changement de variable ».
b) Calculer G(a) a’aide de ce changement de variable.
3. Trouver une relation élémentaire entre G(a) et H(a) et en déduire H(a).
Allez a : Correction exercice 26

Exercice 27.
Soit f: R - R définie par £ (x) = [ -2
. s gs - 2x (1 1
Soit g: R — R, définie par g(x) = x [ (t_z - \/m) dt

1. Montrer que f est définie, continue et dérivable sur R. On admettra que f est impaire.
2. Calculer la dérivée de f et en déduire les variations de f.

1 2 dt 1
Et montrer que o= < i =< N

3. Donner le développement limité de f a ’ordre 1 en 0 et en déduire une équation de la tangente au point

d’abscisse 0.

1 / - . ..
4. Encadrer T en déduire un encadrement de f(x), puis la limite de f en +oo.

1 1 2 .
< < —
5. Montrer que 0 < =T Tng = e PUIS montrer que

< <
0=9() =g

En déduire un équivalent de f(x) en +co.
6. Tracer sommairement le graphe de f sur R.
Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.
Soit F I’application définie par :

2x dt
F(x) =f —
x Vtt+tr+1

1. Montrer que F est définie, continue et dérivable sur R.
2. A l’aide du changement de variable u = —t, étudier la parité de F.
3. Montrer que pour tout x > 0 :
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1
0<F(x)<—
2x

En déduire la limite de F en +oo.
4. Calculer la dérivée de F et résoudre F'(x) = 0, pour x > 0.
Allez a : Correction exercice 28

Exercice 29.
Soit F: R — R définie par
2x ,—t
F(x) =.f —dt
. t
F(0) = In(2)
1. Montrer que pour tout x # 0, F est dérivable.
2.

a) A l’aide de la formule de Taylor Lagrange, montrer que pour tout t € R il existe ¢ €] — |¢t|, |t|[ tel
que :
et=1—te ¢
b) En déduire que pour toutt € [-1,1], t # 0.
1 1 et

—<-——<e
e 't t

c) Trouver un encadrement de F et en déduire que F est continue en x = 0.

3. Pour tout x # 0, calculer la dérivée F' de F. F est-elle dérivable en 0 ? que peut-on en déduire sur
I’allure de le graphe de F ?

4. Etudier les variations de F.

-t
Montrer que pour tout t > 1, eT < e~t, en déduire une majoration de F et sa limite en +co.

6. En reprenant I’égalité du 2. a), montrer que pour tout t < 0, et > 1 — t en déduire que pour tout x < 0
F(x) > —-In(2) — x
En déduire la limite de F en —oo.
7. Tracer I’allure du graphe de F.
Allez a : Correction exercice 29

Exercice 30.
Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(t) = (t) - pour t # letf(1)=1

Soit F, la fonction définie sur ]0, +oo[ F(x) = f f(t)dt

Montrer que f est continue sur ]0, +oo].
Déterminer le signe de f sur ]0, +oo[ selon les valeurs de t.
Déterminer le signe de F sur |0, +oo[ selon les valeurs de x.
4. Montrer que F est de classe €1, calculer F'(x) et en déduire les variations de F sur ]0, +ool.
Allez a : Correction exercice 30

w N e

Exercice 31.
1 In(x) a In(x)
Soient I —f \/_d xetlyg = |, o dx
1.

2. AT’aide du changement de variable t = /1 — x calculer f%dx

3. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :
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B In(x) _ — — B — B —
F(x) = mdx— 2In(x)V1i—x+4V1—x+2In(1-/1-x)) —2In(1+V1—x) + K

Ou K est une constante réeelle.
4. Montrer que I est une intégrale généralisée en 0 et en 1.
5. Montrer que I converge.

6. A I’aide d’un développement limité, a I’ordre 1, au voisinage de 0, de x —» V1 — x :
Calculer la limite en 0 de : g(x) = —21In(x) VI — x + 2In(1 — V1 — x), puis de F(x).
7. Calculer I, 4. En déduire la valeur de 1.
Allez a : Correction exercice 31

Exercice 32.
Soit f une fonction de classe C* sur [0,1] telle que Vx € [0,1], f'(x) >0, f(0) =0etf(1) =1
1. Montrer, a I’aide du théoréme des accroissements finis que

f(l—%)sl—\%

OU a € R** est une constante que 1’on ne cherchera pas a déterminer.

Montrer que

lim
n—+oo

1
j (f(x))ndx =0
0

On pourra poser

1-L 1
h=[ Tr@ e e =] (@) ax
0 1

\/ﬁ
Et montrer que ces deux intégrales tendent vers 0.
Allez a : Correction exercice 32
Exercice 33.
Soit ¢ la fonction réelle définie sur R par:
1
p(0)=0c¢et px)=e 2 pour x non nul
et pour tout entier naturel 7 € N, soit u, la fonction réelle définie par :
1
u,(x) = xincp(x) = xine_x_2 pour x non nul
Premiere partie
1. Prouver que:
lin(l) up(x) =0 pour tout n entier naturel
X—

2. Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R.
Montrer que la dérivée ¢’ est continue et vérifie :

@'(0) =0ete'(x) = 2usz(x) pour x non nul
En déduire la relation
20(x) = x3¢'(x) pour tout x réel (1)

3. Etudier les variations de ¢ et tracer sommairement sa courbe représentative, en précisant les points
d'inflexion éventuels.
Deuxiéme partie
Soit f la fonction réelle définie sur R par:

FO)=0 et f(x)=ex [Fp(Odt

9
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4. Montrer que f est impaire.
5. Montrer que pour x > 0,0na:
1
0< [ p(®)dt < xe s (2)
6. En déduire que f est continue sur R.

7. Pour tout x non nul, montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée f'(x).
8. En utilisant (1), montrer que pour tout x > 0, on a la relation:

[Fodt = o) - [ 2p(0)dt 3)
En déduire que f est dérivable en 0 et que f'(0) =0
9. Pour x non nul, calculer la limite de @ lorsque x tend vers 0. (On pourra appliquer la régle de
I'Hospital au quotlentFEx) ol F(x) = f p(t)dt et G(x) = x3¢p(x)).
En déduire le développement limité de f a l'ordre 3 en 0.
Allez a : Correction exercice 33

CORRECTIONS

Correction exercice 1.
Remarque :
Si on coupe I’intervalle en n partle égale, une somme de Rlemann aSSOCIe a fsur[a,b] est

=S (e 22T S LS

i=1 i=1
Sia=0,b=2etf(x) =x.
De plus

3

n
4, 4 nn+1) _n+1 2
Sn=—) i=—X =2 - 2= xdx
n? 4 - n2 2 n 0
=
1. Cela ne semble pas étre bon vérifions le

2n(2n+1)
Z Z =2n+1- 4+

Cette somme ne tend pas vers 2,cen est pas une somme de Riemann de f sur I.

2. Vu ainsi cela ne ressemble pas a la remarque préliminaire, pourtant, en utilisant le 1°), la somme est
équivalente a celle-ci-dessus diviser par n et donc tend vers 2. Cela ne suffit pas a dire qu’il s’agit d’une
somme de Riemann de f sur I, mais on va regarder de plus pres.

On coupe I’intervalle en 2n partie égale
2n 2n 2n
b—a)_ZZ (_2)_12_2 ZL
2n _Zn_ len _n, 12 n2

2n
=1 =1 =1 i=1

b—a
Sp = o Zf(a+i

C’est bon.

3. D’apres la remarque préliminaire
n

n

4 O i

n T l=5n=425
i=1

Donc 2 )14, —n ’est pas une somme de Rlemann de f surl.
Remarque :
On aurait aussi pu calculer la limite de 2 ¥, — et voir qu’elle valait 1 # 2.
n

4. Oui, voir la remarque préliminaire.
Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
10
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1. Le résultat du cours est :
« si f est une fonction positive ou nulle, intégrable sur [a, b] avec a < b, alors f:f(t)dt >0»

—f est une fonction positive ou nulle sur [0,1] donc fol(—f(t))dt > 0, ce qui équivaut a — folf(t)dt >
0, d’ou I'on déduit que [ f(t)dt > 0.

C’est faux.
3. Dans I'intégrale

f_l f(t)dt

On fait le changement de variable u = -t © t = —u = dt = —du
t=—1>u=1
t=1=>u=-1

f_llf(t)dt _ fl‘lf(—u)(—du) - fl‘l_f(u)(—du) = fl_lf(u)du = —flf(u)du = - f_llf(t)dt

La premiére égalité est le changement de variable, la seconde vient du fait que f est impair, la troisieme
est la simplification du produit de deux signes négatifs, la quatrieme vient de 1’interversion des bornes et
la cinquiéme vient du fait que la variable d’intégration est une variable « muette » (on peut lui donner
n’importe quel nom).

D’ou I’on déduit que

1 1
zj_lf(t)dt =0= j_lf(t)dt =0

C’est vrai.
4. Prenons la fonction constante égale a 2.

1
jZdt=[2t](1)=2>1
0

C’est faux
5. Prenons la fonction constante égale a% <1

flsdt_[st]l 3 < 3)_3>1
47 lal 4 4) 2
C’est faux.

1

vx e [-11],f(H) <2 = f f)dt < f 2dt = f fde<[2t]t;=2-(-2)=4
-1 1 -1

C’est vrai.

1 1
f f(x)dx < J x3dx =0
-1 -1
Car x — x3 est impair et d’apres la question 3°). Rien n’empéche de faire le calcul directement.
C’est vrai.

8. D’apres la formule de la moyenne il existe x € [0,1] tel que

1 1 1
F@) =15 | fOdr= | fc=y

C’est vrai.
9. D’aprés la formule de la moyenne il existe x € [—1,1] tel que

1 ! 1t 1
F =ty | f@de =5 fodr=3y

11
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Cela ne marche pas. On va chercher un contre-exemple, cherchons un truc simple, la fonction constante

, . 1 1k , .
égale a%, f_lgdt = [y_]—1 =Z_ (— X) = yet pourtant% + 2y sauf pour y = 0, c¢’est encore raté.

2 2 2

Prenons f(t) = %yt2

13 3 [yt3]
— 2 - |
f_lzytdt 2[3 )

3 3 2
3G-(3)-3F-»

Sit € [-1,1] alors t? € [0,1] et donc |§yt2| < %lyl ce qui montre que —%Iyl <f() < %Iyl,
vt € [—-1,1], f(t) # y. ll afallu faire intervenir la valeur absolue car on ne sait pas si y est positif ou
négatif.

Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.

1.
2.

Une fonction en escalier non continue est intégrable. C’est faux.
. 1 1 1
Sia=0,b=1, f(x) =0pourx € [O’E[U]E'l] etf(;) =1.
Supposons qu’il existe une primitive de f sur [0,1] qui vérifie, F(1) = 0.
Sur I’intervalle [0%[ les primitives de la fonction continue f sont les constantes, F(x) = k.
Sur I’intervalle E 1] , les primitives de la fonction continue f sont les constantes, F(x) = k.

Pour que F(1) = 0 on doit prendre k, = 0.
Le probleme est en % on veut que

lim

F(x)—F(%):f<1):1

1
X—>E X — 7 2
Si x tend vers % avec x > %
1 1
FO-F(z) -F(3)

1 1 . - .
Lorsque x tend vers S avecx > -, le dénominateur tend vers 0%, comme le numérateur est constant

donc la limite ne peut pas étre égale a 1. (on aurait pu faire le méme raisonnement sur [O'E[)'

C’est faux.
Soit F définie par

b
F(x) = —f f()dt

X
F'(x) = =(=f(®) = f(x)
F est une primitive de f. De plus F(b) = — fbb f)dt=0
C’est vrai.
Soit F une primitive de f sur [a, b], Soit M = sup |F(x)| =0

x€[a,b]
G définie par G(x) = F(x) + 2M + 1 est aussi une primitive de f
—M<Fx)SM=>M+1<Fx)+2M+1<3M+1=>0<M+1<G(x)
G (x) n’est jamais nulle, ¢’est faux.
Par la définition une primitive de f sur [a, b] est une fonction F qui vérifie Vx € [a, b], F'(x) = f(x)
C’est vrai, et méme sur [a, b].
Soit f définie par f(x) = % sur ]0,1[. f est continue. Les primitives de f sont de la forme
F(x)=In(x)+k, keR
Ces fonctions ne sont méme pas définies en 0, donc certainement pas continues.

Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.
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1. Soit F une primitive de f sur [a, b], Soit M = sup |F(x)| =0

x€[a,b]
G définie par G(x) = F(x) —2M — 1 est aussi une primitive de f
—-M<FxXx)SM>-B3M—-1<F(x)—-2M—-1<-M-1=6x)<-M—-1<0
Donc c¢’est faux.
Remarque :
Il ne faut pas confondre avec le résultat suivant : Si a < b et si f(x) < 0 sur [a, b] alors

b
f f®)dt<0

2. Soit F une primitive de f sur un intervalle I. F'(x) = f(x) < 0 donc F est décroissante.
C’est vrai.

3. Si pour toute fonction F continue sur [a, b], il existe f continue telle que Vx € [a, b], F'(x) = f(x) cela
pose un probléme cela voudrait que toutes les fonctions continues sont de classes C1, ce qui est faux,
trouvons un contre-exemple.

Soit F(x) = |x| sur [—1,1], autrement dit F(x) = —x sur [—1,0] et F(x) = x sur [0,1], cette fonction
est continue, six < 0, F'(x) = —1etsix > 0, F'(x) = 1. Les limites a gauche et a droite de F'(x) en
0 sont différentes donc F n’est méme pas dérivable en 0, ce n’est pas la primitive d’une fonction
continue.

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.

1.
[2 f(®)sin(nt) dt
u'(t) = sin(nt) u(t) = —%cos(nt)
v(t) = f(t) ; v;(t) =f'(®)
ff f(t)sin(nt) dt = [—%cos(nt)f’(t)] — fa (—%cos(nt))f’(t)dt
b 1 ¢ b 1 b
f £(©) sin(nt) dt = [—Ecos(nt) f’(t)] o f cos(nt) f'(O)dt
= —lcos(nb)f’(b) + —lcos(na)f’(a) + 1fbcos(nt)f’(t)dt
oon n nJ,
b b b
%L cos(nt) f'(t)dt| < %Ja |cos(nt) f'(t)|dt < %L |f'(t)|dt
Car |f'| est continue donc intégrable.
li L "|dt =0
Jim = [ @ae =
Par conséquent
1P ,
nl_l)rpoog.[l cos(nt) f'(t)dt =0
Comme
nl_i)rpoo <—%cos(nb) f'(b) + —%cos(na) f’(a)) =0
Ona
b
nl—i>r-|r-loof f()sin(nt)dt =0
2.

B B
f sin(nt) dt = [—%cos(nt)] = —%cos(nﬁ) + —%cos(na) -0

Soit y une fonction en escalier sur [a, b], il existe to, ty, ..., t, €t Yo, V1, ..., Yp—1 tels que
13
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a=ty<t; < <tp1<t,=b
Les valeurs de y en t; n’ont pas d’importance.
Et
vie{0,1,..,p— 1}, Vt € Jt;, tip L x(®) = y;
Par conséquent

b ks tiv1 P tiv1
f x(t) sin(nt) dt = z f y; sin(nt) dt = yl-f sin(nt) dt
p—-1
1 1
= Z Vi (—Ecos(ntiﬂ) + Ecos(ng-)) -0

i=0
Car une somme finie de termes qui tendent vers 0 tend vers 0.

3. Pour tout € > 0, il existe une fonction en escalier y telle que sup |f(t) —x(t)| <e
tela,b

b b b
] (f(t) — )((t)) sin(nt) dt| < f |f(t) — x(®)] X |sin(nt)|dt < f edt = e(b—a)

Comme
b
nl—i>r-ll:looj x(t) sin(nt) dt
Pour le € choisit ci-dessus, il existe N € N tel que pour toutn > N
b
f x(t)sin(nt) dt| < e
or
b b
f f(t) sin(nt) dt = f (f(t) —x(®) + )((t)) sin(nt) dt
b b
= j (f(t) — )((t)) sin(nt) dt + j x(®)sin(nt) dt
Donc ‘ ’
b b b
f f(t) sin(nt) dt| < f (f(t) —)((t)) sin(nt) dt| + j x(®)sin(nt)dt| <e(b—a)+e€

Cela montre bien que

b
lim f f()sin(nt)dt =0
n—-+oo a

Allez a ; Exercice 5

Correction exercice 6.
1. Pourtouti=1,...,n, ]a;_q,a;[ est un intervalle non vide de R, il contient des rationnels donc un
rationnel que I’on nomme x;, par conséquent f(x;) = 1 et des irrationnels donc un irrationnels (c’est-a-
dire des éléments de R \ Q) que I’on nomme y; par conséquent f(y;) = 0.

2.
S0, = ) FED(@ =) = ) (@ = i) = (@ = @0) + (@ = @) + -+ (@ = ay_)
- =—-ay+ta,=0 +1I1= 1
S0, = D FOD@—ai) = ) 0x (@ —aiy) =0
i=1 =1
3.

aj_1sxsa;

LD = Y (- i) inf  f(x) <5Sp,() =0= sup L(f, D) < 0
i=1

14
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UGFDY =) (ar—a) sup f(x) =S5, (f) = 1= infU(f,D) > 1
i=1

aj_1sxsaj

sup L(f,D) # infU(f, D)
D D

f n’est pas intégrable.
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
1. SoitD; ={ag,ay,...,aptaveca=ay, < a; << ap1<a,=p
Soit D, = {by, by, ...,by} aveC @ = by < by < - < by < b, =B
Soient xg, X1, ..., Xp—1 €t Vo, Y1, «+o» Ym-1
On définit deux fonctions en escalier
vi e {1,2,..,n},Vx € Ja;_q, a;[, filx) = x;
vj€e{1,2,..,m},Vx € ]bj_l, bj[, f2(x) =y
Et peu importe les valeurs de f pour x = a; et de g pour x = b;
Soit D = D; U D5, il s’agit d’un ensemble fini donc il existe ¢y, ¢y, ..., ¢, tels que D = {CO, C1y e cp} et
a=c < <-<c,=p
S’il existe k € {1,2, ...,p} etiy € {1,2,...,n} tels que cx_; < a;, < ¢ il y a une contradiction car cela
signifie que a;, € D or a;, € D; © D. De méme il n’existe pas de b;, entre deux cy.
Par conséquent pour tout € {1,2, ...,p}, il existe i € {1,2, ...,n} lck_1, ekl € lak—1, ai[ etil existe j €
{1,2, ..., m} tel que lcg—_y, e[ < |bj_y, by .
On déduit de cela que pour tout k € {1,2, ..., p} et pour tout x € Jcy_q, ci[, f1(x) = x; et f(x) = y; et
donc
1) f2(x) = x;y;
Cela montre que f; X f, est une fonction en escalier.
2. C’est faux, si on prend la fonction constante égale a 2 sur [0,1], Vx € [0,1], f(x) =2
fof(=f(f)=F@
Mais f n’est pas définie pour x = 2.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
f est intégrable (donc bornée), pour tout € > 0, il existe une fonction en escalier y telle que

sup [f(x) —x(x)| <€
[a.b]
D’apres 1’inégalité triangulaire
1Al - 1BI| < |4 - B
Donc
[1F GOl = x| < 1f () = x|
Ce qui entraine que pour tout € > 0, il existe une fonction en escalier (donc intégrable) telle que
sup|lf ()| = x| < suplf(x) — x(x)| < e
[a,b] [a,b]

Ce qui montre que |f| est intégrable.
Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.
Remarque :
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Une combinaison linéaire de fonctions continues et nulle en a est évidemment une fonction continue
nulle en a donc C,([a, b]) est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel des fonctions continues par
morceaux sur [a, b] (on aurait pu dire des fonctions définies sur [a, b]).
Une combinaison linéaire de fonction en escalier est évidemment une fonction continues par morceaux
donc &, est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur
[a, b].
C’est ce qui justifie la question 1.

1. Il n’y a qu’a montrer que I’intersection est réduite au vecteur nulle (donc 1’application nulle sur [a, b]
notée 60y, p1). Soit f € C,([a, b]) D &
Cette fonction est continue sur [a, b] et f(a) = 0 d’une part et f est une fonction en escalier d’autre
part.
Une fonction continue et en escalier sur [a, b] est constante (C’est assez évident pour pouvoir
I’affirmer), comme f(a) = 0 cette constante est nulle, par consequent f = 6, 5], on a bien

Ca([a: b n Eo = {O[a,b]}
2. On appelle E ’espaces de fonctions continues par morceaux, il faut montrer que
Colla, b)) B & =E
Remarque :
On ne peut pas utiliser le résultat sur les dimensions de C,([a, b]) et de &, car ces espaces vectoriels
sont de dimension infini.
On va montrer que toute fonction f dans E se décompose en une somme d’une fonction g dans
C,([a, b]) et d’une fonction h dans &, pour montrer que
C,(la,b]) + &y =E
Comme
Ca([a,bD) N & = {011}
On aura bien
Co([a,b]) ® &y =E
Allez a : Exercice 9
Premiere partie
On va d’abord considérer une fonction f qui n’admet qu’un point de discontinuité en c € [a, b].
Si ¢ € |a, b[. On appelle
fe)=1lim f(x) et f(c) = lim f(x)
X—=C X—C
f(x)—f(a) si as<x<c
g:x € [a,b] - f(c™)—f(a) si xX=c
f)+f(lc)—f(c)—fla) si c<x<b
a€lacl[=g(a)=f(>—-fl@=0
lim g(x) = lim f(x) - f(&) = L — f(a) = £ ()
lim g(x) = lim, f(x) + () = f(€) = f(@ = f(c*) + f(e7) = f(c*) = f(@) = f(c)) = f(@)
=g(c)
g est continue en ¢, et pour x € [a,c[ U ]c, b] g est continue car f est continue sur [a, c[ et sur ]c, b].
Bref g est continue sur [a, b] et g(a) = 0, autrement dit g € C,([a, b]).
Soit
f(a) si a<sx<c
h:[a,b] = fla) —f(c™)+ f(c) si xX=c
—fe)+f(cH+f(a) si c<x<b
h est une fonction en escalier, h € E.
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fx)—f(a)+ f(a) si a<<x<c
VE [a,b], g(x) + h(x) = fe)—fl@)+fla) - f(c)+f(c) si x=c
fQ)+fleD)—fleD—f@—-fcD)+f(cD+fla) si c<x<b
f(x) si a<sx<c
=< f(co) si xX=c = f(x)
f(x) si c<x<b
On a montré ’existence de deux fonctions g dans C,([a, b]) et d’une fonction h dans &, telles que f =
g+h.
C’est bien ce que I’on voulait.
Pour ¢ = a ou ¢ = b la méthode précédente ne marche pas tout-a-fait mais on peut I’adapter facilement.
Allez a : Exercice 9
Deuxieme partie
On considere maintenant une fonction discontinue en deux points c et d, on appelle

f@) = lim fG) et f(@9) = lim, f(x)

(f&x)—f(a) si asx<c

l f(c) - fl@) si x=c

g:x€la,b]l >3 fC)+f(cT)—f(c™) - f(a) si c<x<d

| f@)+f(c)—f(cH)—f(a) si x=d

- kf(x)'i'f(d_)—f(dJ’)+f(c_)—f(c+)—f(a) si d<x<b
(f(a) si asx<c
| f(@—f(c)+f(0) si x=c
h:[a,b] =< —=f(c™) + f(ct) + f(a) si c<x<d

L f(d)—f(d)—fle)+f(c™)+f(a) si x=d
\—f(d) + @) = F(c) + f(c) +f@) si d<x<b
Je laisse au lecteur qui me lit encore le soin de Vérifier que g(a) = 0, que g est continue sur [a, b], que
h est une fonction en escalier (¢a c’est trivial) et que f = g + h. Faire cela pour n points de
discontinuités me parait bien compliqué a écrire, alors je vais faire une récurrence
Allez a : Exercice 9
Troisiéme partie
Soit f une fonction discontinue en n points notés ¢; < ¢, < -+ < ¢, avec a < ¢, et ¢, < b, on note
L=lacql =]l = ]Cn—fl_r(cr)l[; Liy1 = ]Cnilb]
. _(fx si x €l
Vi€ {1,n+1},vx € [a,b], f;(x) = {O G el
Et f; est nulle aux points de discontinuités (c’est juste pour simplifier la fin du raisonnement, on pourrait
donner n’importe quelle valeurs aux points de discontinuités).
Toutes ces fonctions sont continues par morceaux.
Supposons que pour tout k € {1, ...,n + 1}, f; + -+ + f; est la somme d’une fonction g;, € C,([a, b]) et
d’une fonction hy, € E telles que f; + -+ + fx = gix + hy, on appelle (H,,) cette proposition
f1 est une fonction continue par morceaux, avec un seul point de discontinuité en c;, d’aprés la premiére
partie il existe deux fonctions g, dans C,([a, b]) et d’une fonction h, dans &, telles que f; = g; + h;.
Montrons que (Hy,) entraine (H)
fittfit fior =+ F fi) + frn
D’aprés (Hy) fi + - + fx = gx + hy ou fonction g, € C,([a, b]) et d’une fonction hy, € E.
fit ot fo + frer = G+ hie + fier = Gk + frer) + i
9k + fr+1 est la somme d’une fonction continue et d’une fonction continue par morceaux, c¢’est donc
une fonction continue par morceaux, fj,1 est discontinue en c,_; et en ¢, donc g + fi+1 aussi,
d’apres la deuxiéme partie, on en déduit que gy + fi4+1 est la somme d’une fonction g, 44 continue sur
[a, b], nulle en a, et d’une fonction hy,, en escalier,

fit o+ fie  freer = (Gr + frrr) + hie = Grerr + i
La récurrence est montrée, on I’appliqueak =n+1

fit ot faer = Gner T hnsa
On a presque fini, pour tout x € [a, b], avec x # c; ona
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fG) =100 + -+ frra (%)

{H(x)zO si x #¢;
H(c;) = f(c)

Soit H la fonction définie par

Donc pour tout x € [a, b]
f) = g1 () + Ay (x) + H(X)

h,+1 + H est une fonction en escalier et g,,,, est continue sur [a, b] et nulle en a. C’est fini, il ne reste
plus qu’a conclure. On vient de montrer que

C,(la,b]) + &y =E
Comme

Co([a, b)) NEy = {H[a,b]}

On a bien

Colla,b) B & =E

Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.
Remarque préliminaire, si f est intégrable

n 1 n-1 1
o1 k 1 k
lim — f(—) :f f(x)dx et lim — f(_) :f f(x)dx
n-+oon e n 0 n-+oon £= n 0
n—-1 n-1 n-1
oS IS 1
T Lin+k n k n / n
=0 k=01+ﬁ k=0

Avec f(x) = :r—x donc

n—-+oo

lim S, = f 1163_—xx=[ln(1+x)](1,=1n(2)—ln(1)=1n(2)
0

1w n? 1v 1 1k

_E;(n+k)2=;;(1+%)2=£;f<;)

Avec f(x) = (1+x)2,donc
i s _Jl de [ 1 ]1_ L
ot 2 T ) T2 | 1+xle 270 2

Dans cet exercice k ne varie pas de 0 (ou 1) a n — 1 (ou n), il faut faire attention.
Onposek'=k—nek=k"+n

k=n=>k'=0
k—2n—1:>k’—n—1
2n—1

San =" Z K2 Z (k' +n)2

Ensuite rien n’empéche de renommer k' en k

n-1 n-1 n-1

S Z 1 Z 1 1 1 g

=i (k+n)? - k 2 nkk z ’

k=0 =z (; + 11) = (5 +1)
nl_l)rPooS&n_E

n n n n
g Z 1 Z 1 12 1 1Zf<k)
4_n: = = — k:_ —_
k=1\/n2+2kn = n2(1+%) nk=11+25 nédtAn

Avec f(x) = — donc
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1
lim 54,,1—[ T [Zln(1+2x)] ——ln(3)——ln(1) In(V3)

Dans cet exercice k ne varie pas de 0 (ou 1) an — 1 (ou n), il faut faire attention.

k ok

n

Zk2+n222 k2 :EZkZ
(2t 1)

k=11 k=1—+1
n

Allez a : Exercice 10

Premiére méthode :
Attention cette derniére expression ne donne rien, si on coupe ’intervalle [0,1] en n segments égaux la
somme doit aller de 0 (ou 1) an — 1 (ou n) cela ne va pas, si on coupe I’intervalle [0,2] en n segments

égaux le pas de la subdivision est Z cela ne va pas non plus car on devrait voir apparaitre f ( ) dans la
somme , si on coupe I’intervalle [0,2] en 2n segments égaux le pas de la subdivision le pas est ; et la

R . . b— . b—
somme va de 0 (ou 1) & 2n — 1 (ou 2n), ¢’est mieux mais le « Ta » devant la somme devient 2—: =

20 _1
2n n'
1211 E 2 d 1 ) .
- _ n xax 1 2z - L 1 _
Ss'n_";k_2+1_)fox2+1 —[In(1 + ¥ = 5 In(5) - 5In(1) = In(V5)
= 2

Allez a : Exercice 10
Deuxieme méthode
On coupe I’intervalle [0,1] en 2n segments égaux, le pas de la subdivision est i il faut arranger la

forme de cette somme :
2n k 2n
n

. 1 1
5'”_521@ ‘EZ
k=

2
p‘l'l k=14><(%) +1

Le « T » devant la somme dewent

On fait le changement de variable.

1—x 1—x
t= st’=—o0t)(l+x)=1l-xot’?+xt’?=1-xox+xt? =1 —t>
1+x 14+x
1—t? —2t(1—-t?) - (1 +t?2t —4t
sx(1+t)=1-t*?ox= =>dx = =
x( ) X e x (1 + t2)2 (1 + t2)2

x=0=>t=1
x=1=>t=0
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Jl 1—xd fot —4t it jl 4t2 it

X = X — = _—
0o A 1+x 1 (1+t2)? o (1+1t2)?
On décompose cette fraction en eléments simples

4t2 _at+b+ ct+d
(1+¢2)2 1+t2 (1422
Une petite ruse permet de ne pas se fatiguer
4t2 t?+1—-1 ( 1 1 )

=4 = -
A+e)2 " " (@+e2 \E+1 L+

fl 1_xd —4fl( ! ! )dt—4[ tan(t)]3 4f1 at
o J1+x T\ T @ ryz) O T A o (1+1t2)2

Loat
‘”_4f0 112
Dans cette derniére intégrale on fait le changement de variable t = tan(6) & 6 = arctan(t)
dt = (1 + tan?(0))d68
t=0= 6 =arctan(0) =0

t =1= 6 = arctan(1) =%
U g T(1+tan2(0))d6 (i dé T i1
4 dan 4 4 4
f = s = j . =J cos?(0)do = J = (1 + cos(26))do
o (1+12) o ((1+tan2(9))) o 1+tan?(6) J, 0 2

s
17 1 T 1m 1 i 1 1
=E[9 +§sm(29)]0 —E(Z+Esm(2 XZ) —O—Esm(0)> =311

lim S —fi L. 4(”+1)—” 1
e 0 = o T T T T 8T ) T2

@l S

Et enfin

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
Pour t € [0,1], t™ - 0 donc

et
1+t"

— e’ mais on n’a pas le droit d’écrire

1t 1 ot 1
lim dt = lim dt=| etdt=e—-1
notoo Jo 1+t _[0 n-+o0 ] + " —fo

Mais on va essayer de le montrer, ¢’est un peu technique.

Pour toute > 0

fl et d fl td jl et . d
t— | eldt —e t

o 1+1t7 0 o \1+¢"

€
0 1+t _2£1+t"
e

o Ty
€
0 1+t -1+ t"
2e

n
Dans la premiere intégrale on majore t™ par (1 — 2—66 , et par e et au dénominateur on minore t™ + 1

par 1.

e

1—%(1 - %)ne B € \n+1
B el P

€
fl—z tnet dt <
o 1+tm 1 2e

Dans la seconde intégrale on majore t™ par 1, et par e et au dénominateur on minore 1 + t™ par 1

Jl e <J1 “dt=e(1-(1-5))=2
el T ) 1™ T 2¢)) =2
2e 2e

Ensuite on choisit n telle que
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Comme0<1-— i < 1 (On a choisit € pour qu’il soit aussi petit que possible donc on peut s’arranger

pourque 0 < 1 — i) par conséquent
n+1

€
(1= 5" a0
Ensuite on choisit N € N telle que pour toutn > N
€ n+1 €

- — < —
(1 Ze) ¢=3
On reprend les majorations et pour tout € > 0, il existe N, tel que pour toutn > N

1 et 1
dt — j etdt

) 1t
im
n-o+oo Jo 1+ t™

<E+€_
=2 2

€

C’est la définition de la limite

1

dtzf eldt =[et]i =e—1
0

Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
L L= [;(1—t)rde =[] 1x (1 - t2)"de

f 1% (1—t2)"de

u'(t)=1 u(t) =t

v(t) = (1 —t?)" v'(t) = —2nt(1 — t?)* 1!
[y —t)rdt =[t(1— D5~ [ e(=2nt(1 - )" Vde

Pourn>1,[t(1 —t)"i=0
1 1

I, = fo (1-tH"dt = —2nf0 (—tHA -t Mt =t(1 — t»)" - 2nf0 1-t>—-1D1—-tH)" dt

1 1
= —2nf (1-tHA —-t»)" dt + 2nf (1 —t»)™1dt = —2nl, + 2nl,_,
0 0

Donc

2n
@Cn+ 1D, =2nl,_, oI, = Zn—-l—lln_l

C’est raté, cela donne une relation de récurrence entre I, et I,,_;, ce n’est pas grave, pourn > 0 :

2n + 2

2n 2n 2n—2 2n 2n—2 2n—4

[, =—] = X I_, = X x I _
"Ton+1 " 2n+1 2n—1"2%2" 2n+1" " 2n—-1"2n-3 "3
Montrons par récurrence que pour tout k € {1,2, ...,n}

. 2n y XZn—2k+21
"Ton+1” " 2n—2k+3 K
Or
L 2(n—k) | _ 2n-2k |
T 2m—k)+1 R T 2n—2k 41 R
Donc
. 2n y ><2n—2k+2>< 2n — 2k |
"Ton+1” U 2n—2k+3" 2n—2k+1 k1
Onprendk =n , , - . ,
n n— n-—
L, = X X X ... X=1
"Ton+1 2n—1"2n-3 370
Et
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I, —f 1-t>)%t=1

I = 2n 2n—2 Zn 4>< ><2
"T o+l 2n—1"2n-3 773
Pour faire joli :
Rnx2n—1)x2(n—-2) X ..x2x1]? _[2mxnl]2 22 (n)?

n T n+Dx2M) Xx2n-Dx@2n—-2)x2n—-3)x..x3x2 @n+1)! @2n+1)
En multipliant en haut et en bas par :
2nX2n—1)x2n—-2)x..x2(1)=2nx2n—-2)x(2n—4) X .. X 2

n

3.
f (1—tH)"dt —fo z 1" k(—t2)kdt = 2 0((2)[() (—tz)kdt> =Z<(Z) (—1)"]0 tz"dt)

k=0 k=0
n 2k+1 1 n (—=1)k n (—1)k
=Z (1) Dk 2k+1L 22(2k+1(2)>= _2k+1(;<l)
=0 k=0 k=0
D’apres 2.
n (_1)k 22n( !)2
I :kZOZk+1(Z) - (Zn-:ll)!

Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.

1. Le probléme est qu’apparemment il n’y a qu’une fonction, si on fait comme « d’habitude » ¢’est-a-dire
que I’on intégre le « 1 » on va faire apparaitre un « t » qui ne donnera rien de bon, la bonne idée c’est
d’écrire I,,,., de la fagon suivante :

Y

2
Iyyp = f sin(t) sin™*1(¢t) dt
0

Lo = fog sin(t) sin®*1(¢t) dt
u'(t) = sin(t) u(t) = — cos(t)
v(t) = sin™*1(t) v'(t) = (n + 1) sin™(t) cos(t)

I, = [— cos(t) sin”“(t)]% — fog(— cos(£))(n + 1) sin™(¢) cos(t) dt

T

Iy1p = [—cos(t) sin"“(t)]g +(n+1) fgsin"(t) cos?(t) dt
0

s /i 7
— _ _ san+1 [ 0 ian+1 0 1 () 1 — si 2 d
cos (2) sin (2) + cos(0) sin™**(0) + (n + )J; sin™(t) (1 — sin“(t))dt

Vs Vs
2 2

(n+ 1)f sin®(t) dt — (n + 1)f sin"2(t)dt = (n+ DI, — (n+ DI,y
0 0

Donc

n+1

M+ 2, =M+ Dy = Iy, = e

2. Onposen = 2p — 2,

2p—1 2p—1 2p-3 2p—1 2p-3
p oz = p x p rpes = p x p x
2p 2p 2p—2 2p 2p — 2

En fait il faudrait faire une récurrence (mais c’est assez évident).

Et

Izp =

T

s

z z
IO=J sin®(¢) dt=J dr =2
0 0 2
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2p—1 2p-—-3
I, = P X p_ X
2p 2p —2

X
N[ =
X
NS

Onposen =2p—1
2p 2p 2p — 2 2p 2p — 2 2
Lypp1 =——1p_1 = X Ly_z = N X .X=I
T o 41T T 2p 41 T 2p 1P T 2p+1 T 2p—1 3!

Et

3 n
I, = f sin'(t) dt = [~ cos(t)]Z = —cos(
0
2p 2p — 2
I = X X ... X
2T op 417 2p—1

9E

) + cos(0) =1
2
3

3. Pourte€ [0,%]
0 < sin(t) < 1= 0 <sin™(¢) < sin™(t)
En intégrant entre 0 et >
Y3 Y3

2 2
0<Ilpy = f sin"tl(t)dt < I,, = f sin™(t) dt
0 0

Ce qui montre que (I,,),,en €St strictement positive et décroissante.

4. On déduit de la question précédente que la suite (I,,),ey €St convergente (décroissante et minorée par
0). Si cette limite est non nulle, ¢’est fini, I,, ~ [ et I,,,; ~ L entraine que I, ~ I,,, 1, Seulement voila
pour I’instant rien n’empéche cette limite d’étre nulle, auquel cas on ne peut pas conclure que I,, ~ 0, et
au point ou j’en suis j’ai bien I’impression que la limite est nulle (mais rien ne me permet de

I’affirmer !).
Reprenons I’égalité I,,,, = Z—:;In
n+1 n+1 [,
0 <Insz <Inp1 <y =0 <=y <lpyy <l 2 0<—— I <1
En faisant tendre n vers I’infini on trouve que :
lim e =1
n-+oo [,

Autrement dit I,,,; ~ I,
Remarque :
On ne connait toujours pas la valeur de la limite.
5. On ne connait que I, et I5,.4, alors on va envisager deux cas, n = 2p, puisn = 2p — 1.

n=2p

2r—1 2p-—3 3 1 n) <2p 2p—2 4 2)

L1 = 2pl,,1 =2 x( X X .. X=X=X=]|X X X ... X
Wnint1 = £Poplap+1 = 2P X (7o X 5 17272) " \p 1" -1 573

2p T n T

X == X
2p+1 2 n+1 2

n=2p-1
nhplyq = (2}0 - 1)12p—112p
- 4 2 2p—1 2p—3 3 1 =«
=(2p—1)x(p ><..><—><—> (p P X —x—x—)
2 1 5 3 2p 2p—2 4 2 2
_2p—=1 m n T
0 2p T2 n4+172
Donc
n 4
nlylyiq +1x§
6.
n T T
nlylyq ~ nly et ] E"'E
Donc
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2
I; ~ = I, ~

2n
Carl, > 0.

Remarque :
J’ai bien eu raison de me méfier parce que la limite de I,, est bien nulle. (En fait, je le savais mais je ne
vous I’avais pas dit pour ménager le suspense).

Commentaires :
Ces integrales sont connues sous le nom de « intégrales de Wallis »

Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
n
1. Il faut majorer ;—x il y a deux options, soit majorer le numérateur, soit minorer le dénominateur, et on
doit pouvoir trouver une primitive du majorant. x™ < 1, je ne vois pas mieux, et alors

0< X o1 o<f1 ¥ g <f1 L g = In(1+ 0% = In(2)
ST+x"1+x_ o * o 1+x ¥=UmA T =m

1+x
Et 1a on est coincé, il n’y a plus de n, et la valeur a gauche et a droite sont distinctes cela ne donne rien.
On va minorée le denomlnateur 5, il'y a deux possibilités :
Pour toutn =0
1 1 1 xn 1 xn+1 1 1
0< <—=1=20<1I, = dx < "dx = =
T+x 140 n fo1+xx fox x ln+10 ntl
Doncl, - 0
Ou

Pourtoutn > 1
1 11 Loxn Lyn 1 Mt 1
0< < =—=>O<In=f dx < —dx=fx"‘1dx=[—] =—-0
1+x 0+x «x o 1+x 0 X 0 nly n
Doncl, - 0
Je préfere la premiere possibilité, mais les deux marchent.

2.

1 XM 1xn+2 1xn+xn+1 1xn(1+x) 1 xn+1 1
In+1n+1=f dx+f dx=f —dx=f —dxzfxndx=[ l

o 1+x o 1+x o 1+x o 1+x 0 n+1]

1

T n+1
3.

1—(—x)" 1 x™
1k k_]. n-1 _ — 1n+1
z( ) Xk at e (22 1+x 1+x A 1+x

En mtegrant entre 0 et 1.

' K.k 1 b1 X"
— — - n
foz( fxtdx fo(1+x+( 2 1+x)dx
k=0
n-l 1 1 1 .n
d
s E(—l)"l x"dx:f ad +(—1)"+1f X dx
0 o 1+x 0o 1+x
k=0

k+171

n—1
& ;(—m [: - 1L = [In(1 + )]} + (=D)™*11,

n-1
D" n+
o ; — = In(2) - ()",

Or
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-1

:

k _1N0 1\l (_1)2 _1\yn-1 k-1 n k+1
1) (=D _|_( 1 +( 1) N (-1 Z( 1 Z -1)

Ok S 0+1  1+1 2+1 n—1+1 et

&
Il

Donc

n ( 1)k+1
Z —1n(2) + (=™, - In(2)
k=1
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
1.

e
Io=jdt=e_1
1

e
I, = f 1 x In(t) dt
1
A I’aide d’une intégration par partie
I = [ 1xIn(t)dt
u'(t)=1 u(t) =t
v(t) = In(t) v'(t) =

L =[ In@®dt=[tln®O— [ dt
I;=eln(e)—In(1)—(e—1) =1

2. pourn=>1

I, = [{ 1 x (In(t)"dt
u'(t)=1 w() =t
v(t) = (In(®)" v'(t) = %(]n(t))n—l
I, = [Fn(e)"dt = [t(n(®)™]S — n [ (n(O)"dt

I, =e—nl,_4

Pourn > 2
I,=e—nl,_;=e—nle—(n—1I,_,) =e(1—n)+nn-1)I,_,

L=e(l—-n)+nn—-1IL,_,=e(1l—-n)+nn—-1)(e—(n—-2),_3)
= e(l —n+nn-— 1)) —nn—1)n—-2)I,_5

=e(l-n+n(n—-1)+ (-1)°3

n!
I_
(n—2)1"3

Montrons par récurrence sur k que

_ n!
Lh=e(l-n+nm—1)—+Dnn-1)..(n—k+ 2)) + (=¥ . 1))!In_k

Lh=e(l-n+nn-1)-- +( 1)k-1n(n—1)...(n—k+2))

+ (_1)k (Tl 1))' (e k)ln—(k+1))

—e <1 —n+nn—-1) -+ (D "nn-1)..(n -k +2) + (-1DF (o (Z!_ o (n— k))

- (=D* (n = k) (re+1)

n!
(n—(k—1)!
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=ell-n+nn—-1)—+CED¥nn-1)..(n—k+2)+ (-1)*

— (-1 k n—=~k)~L,_
( ) ( ( 1))|( ) n—(k+1)
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16
Il faut ecrlre

n( )
fonctions. Pour n=2.
111
cos™(u) cos?(u) ~ cos™2(u)

n!
(n— (k—1))!

en produit de deux fonctions donc on connait une primitive de I’une de ces

L, —fn L x—— —du
0cosz(u) cos™2(u)

fraw) =—— fw) = tan(w)

(n—k)

cosz(u)
gw) = m = cos 2 (u) g'w) = (—n + 2) cos ™1 (u) (- sin(w))
I, = [ ta:(;‘() 18 §_ f%tan(u)(—n + 2) cos ™1 (u) (—sin(u))du
I, = [ tan(zu) l J tan(w)(—n + 2) cos 1 (u) (- sin(w))du
cos™2(u)
cos™~ 2( o cos(u) cos™ (u)
_ ftan (n) +2) f4 sin? (u) -2 f4 1 — cos?(u) "
 cost- 2( "(u) <\/_> cos™(u)
2
B n-2 11— cos?(u)
B (\/E) ~ (- 2)[ cos"(u)
n-2 4 1
=(V2) -(n-2) [ j v (u) - JO T
=(V2)"" = (-2, =(V2)" " = (=2l + (n— 2y

Donc
-2
(-1, =(2)"  +0—-2l,
Par récurrence approximative
W2)"" -2

n—1 n—1

I, = I

I, = —3 n—4

n—1 n—1\ n—3

Sin = 2p, par une récurrence (que je n ’ai pas envie de faire)

n—1 n—1 n—3 n—1 n-—

(ﬁ)"‘2+n_z<(ﬁ)”“‘+n_41 )z(ﬁ)"‘2+n_zx(ﬁ)"“" n—2 n-—4

3 n—4

2p—2 2p—6
22 w-2 -4 (V2 w—2 2p—4
_(v2) p (\/_) +p 2P V2" -2 2

I, = X

20 = 2p—1 2p—1 2p—3 2r—1 2p-3 2p—5 2p—1
XIIO

Avec

26
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T

4 /4
Iy = fo 1Xdu= 7
Sin = 2p + 1, par une récurrence (que je n’ai pas envie de faire)
V2)" -1 (V)T 2p-1 2p-3 (VD) 2p—1 2p-3
2w T T2p “op—2 TT2p Xp—2f o Tt Ty X2

12p+1 =

X = 11
2
Avec les régles de Bioche on voit que 1’on peut faire le changement de variable t = sin(u)

s Vs s
; _fZ du _chos(u) du_fZ cos(u) du
L 0 cos(u) o cos?(u) B o 1—sin?(u)

On pose t = sin(u) = dt = cos(u) du
u=0:t=sin(0)=0

\/7

u=Sot=
i)
\/_
I—f%cos(”)d”—f fT 242 ar=2[-InCt O+ In(1+ 017
Y7 ), 1=sin2(u) ), 1—1:2 " 2! "
\/—
_1[1 <1+t>] _1f, t5 1(1> _1 2+42
~2 1—t0_2 “1 N A SVl R I
2
Allez a : Exercice 16
Correction exercice 17.
J{ 1 x (In(w)"du
frw) =1 fw=u
— n 1 n—-1
g(w) = (In(w)) g'(u) = M
o= X QGYTE = [ o 2™
1 u

Jn = [ux (In@)"]§ —n j e(ln(u))"‘ldu =eXx(n()"—1xUn(1)"* —njp_1 =e—nJp_4

Jn=e— n]n_11 =e—nle—(n—-1J ;) =e(l—n)+nn—1)J,
=e(l-n)+n(n—-1(e—(n—-2),-3
= e(l —n+n(n-— 1)) —nn—1Dn—-2),_3

— e (B ) = D0 - 2g

o 1!
n! n! n! !
— _ —_1)3
_e(n! (n—l)!+(n—2)!)+( D =gyl
Montrons par récurrence sur k que
i _1\k
“"Z( D s (D

Pour k = 1, c’est I’égalité J,, = e — n]n_1

Si
k-1

n!
Z( D s (D

i=
Alors, comme J,,_, = e — (n— k)]n_k_1
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k-1

. n!
e Y (1) G (D e = (= K)

i=0

k
. n! + n!
= e;(—l) CEnN (1" 1m1n—k—1

k
- i K+l n!
= e;( 1) (n - i)! + ( 1) (n _ (k N 1))!]n—(k+1)

La relation est vérifiée donc elle est vraie pour tout k, appliquons cerésultata k =n

n — l n n'
‘Z(D S D s = Z(D S D s
Avec J, = f 1><du—e—1
E} D& +(1w( "= }} D e+ (DM s e D)

—_ BZ( 1)l +( 1)n+1
Allez a : Exercice 17
Correction exercice 18.
1.
u=—-tot=—-—u=dt=—-du
t=—mT>u=m

t=m>u—m

) £ = f(u) = )
[ roae=| (-r)aw = | rwdu=- fede=-| roa

Par conséquent

zf_nf(t)dt =0= ff(t)dt =0

2. f estcontinue et x — x + 2m est dérivable donc F est dérivable.

F'i) =f(x+2m) - f(x) = f(x) = f(x) =0

F' est nulle sur ’intervalle R donc F est constante.

4T

f(t)dt = F2n) = F(—n) = fnf(t)dt =0
2T -1

La seconde égalité vient du fait que F est constante, la troisieme vient du 1.
Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.
1. Onpose f(t) = In(1 + t) pour tout t > 0. Cette fonction est C* sur R**, on peut appliquer la formule
de Taylor-Lagrange a n’importe quel ordre, donc avec un reste a I’ordre 2.

1 1
ro=1 o IOy
Il existe ¢ € ]0, t[ tel que
N 1
f@®) =f0) +tf’ (0)+ f (o) = t——X SCEWE
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Il est clair que f(t) < t et d’autre part

1 —t2
0<c<t=1<1 <l+t=>1<(1 2<(1+t)?> < <l ——
¢ to<l+ A+ <A+ =Gz < g1 o2 2(1+0)2
e_1 > t2=>t —t >t 1 >t t
2 (1+c)? 2 2(1 + t)? 2 (1+c)? 2

2
L’inégalité de droite montre que In(1 +t) >t — t; On a donc montré les deux inégalités.
2. Pour tout x € |1,V3]
1<x<V3=21<x<x?<3=20<x-1<t<x?-1<2

2 2
Comme t — % = %(2 — t) est le produit de deux réels positifs (t > 0et2 —t > 0),t — % >0
t2
O<t—?<ln(1+t)<t

1 1 1

1n(1 + t) _t?

2

.fxz—l dt fxz f

= —<
eq -1 ln(1 +t) e _t_
2
= IO7! < Fx) < f o
1 tt—2)

=>In(x>-1)—-In(x—-1) SF(x)Sfi_l(l—L)dt

X2
= ln( 1> < F(x) < [In(t) —In|t — 2|]¥7 -1

x—

x—3
> In(x+1) < F(x) <In(x + 1) —In|x? = 3| + In|lx — 3| = In(1 + x) + ln<||x2 - 3|I>

Ce qui est bien I’inégalité demandée.
x—3 -2
lim In <ﬁ> =1In (H) =In(1) =0 et limIn(1+x) =In(2)
x>1
Par conséquent
}Cl_I}} F(x) =In(2)
x>1

3. Pourtoutx >1
2x 1 2x 1 2x 1 X 1

n1+x2-1) In(1+x-1) - In(x2) In(x) - 2In(x) In(x) In(x)
4. x > 1entraine que x —1 > 0 et que In(x) > 1, donc F'(x) > 0, F est une fonction strictement
croissante sur ]1, +oo] et lirri F(x) = In(2), par conséquent, pour tout x > 1, ona F(x) > In(2).
X—

F'(x) =

Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
Premiere partie
1. Six > 1lalorsx? > xetsit>x > 1alorsIn(t) > 0donc f(x) >0
2.
In(t)
ﬁ ——
(t—1)?
Est continue et x — x? est dérivable donc f est dérivable.
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.« In(x?) In(x) 4x In(x) In(x)
f1e) = (x2—1)2X x_(x—l)2 B (x—l)z(x+1)2_(x—1)2
In(x) In(x)
=(x_l)z(x+1)2(4x—(x+1)2)= (4x —x*>—2x—1)

= D2(x £ 12
In(x) In(x)
R T At Al ey -

a) Laformule de Taylor Lagrange pour la fonction In entre 1 et t > 1 dit qu’il existe ¢ €]1, t[ tel que

G _21)2 In"(c) © In(8) = ¢ — 1 — = 1)

In(t) =In(1)+(t—1)In"(1) +

2c2
1 1 t—-1?% (t-1? (t-1)?
2 2 - —_
l<c<toelc <t @t2<cz<1<:> 22 < 2c2 < >
(t-1> (-1 (t—1)? (t—1)? (t—1)?
— — — et—1- t—1-—
2 < 2c? < 2t2 2 < 2c?
(t —1)? (t—1)? (t —1)?
<t—-1- o2 ot—1- 5 <Ih(t)<t—-1- e2
(t-1)2 .
Comme ¢t —1—-—==<t—1,onabien
t—1)?
t—1—( 2) <ln(®)<t-1
b) On divise par (t —1)2 > 0
1 1 In(t) 1

— =< <
t—1 2 (t-1)? t-1

Comme x < x2 on intégre

fxxz (== -3)dr<re = f:zt_ildt & |- —%]xz < f0) < [In(e — DI

@ln(xz—l)—x;—ln(x—l)+gsf(x) <In(x?>-1)—In(x—-1)

<:>1n(x+1)+§—%zsf(x)Sln(x+1)

On fait tendre x vers 1% et on trouve que
lir{;rf(x) = In(2)
X—

Allez a : Exercice 20
Deuxiéme partie

1.
In(t) 1
- 1)2dt = j = 1)21n(t) dt

f(t 1)21n(t) dt
W) = = u(t) = - =
v(t) = In(¢t) v (t) = %

fl) = [_% B f_(t—ll)tdt

In(t) In(t) 1 In(t) 1
f(t—l)2 _[ t—ll_ f_(t—l)tdt: _t—1+ft(t—1)dt
Or
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1 _a+ b
tt—1) t t—1

On multiplie par ¢, puist = 0

= [t — 1l
On multiplie part — 1, puist = 1
1
b= ?Ll —1
In(t) In(t) 1 1 ln(t)
o t_1+J<—?+t_—1)dt= 2~ In() +In(t - 1)
2.
fx) = I—ﬂ —In(t) + In(t — 1)]
_ln(ag——l) —In(x?) +In(x? -1) — <— In(x) —In(x) + In(x — 1))
xs—1 x—1
2 2 _
= —an(i i + Lngxi —2In(x) +In(x) + In (9; — 11>
B 21In(x) ln( ) x+1Dx-1)
_(x—l)(x+1) _l()+l ( x—1 >
In(x)
= (x_1)(x+1)(—2+x+1)—1n(x)+ln(x+1)
= = _1;1)(22_'_ ) (x—1)—In(x) +In(x+1) = ln( ) —In(x) +In(x + 1)

=In(x + 1) —7 _T_ 1ln(x)

Allez a : Exercice 20

Correction exercice 21.
Remarque : il est sans doute possible de faire cet exercice d’une autre fagon si on sait qu’une primitive de

- Test t—>1In (tan (g))

1.
T
xStS2x:>0<xStSZx<2><E=n:>0<sin(t)
Donct — T est continue sur [x, 2x], ce qui montre que F est définie, continue et dérivable sur ]Og[
2.
2 1 2 1 1 1 1-—cos(x)

() = sin(2x)  sin(x) ) sin(x) cos(x)  sin(x) = sin(x) cos(x) sin(x)  sin(x) cos(x)
Pour tout € ]O,g[ 1 —cos(x) > 0, cos(x) > 0 etsin(x) > 0, donc F'(x) > 0
Cette fonction est strictement croissante.
3. comme sin est C™ sur R on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 2 sur [0, g] il

existe ¢ € ]Og[ tel que
t2
sin(t) = sin(0) + ¢t sin’(0) + ?sin "(¢)

Donc
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£2
sin(t) =t — ?cos(t)

Pour t € ]0%[ 0 < cos(t) < 1 donc

+2 2
-3 < —?cos(t) <0
Ce qui entraine que
2 +2
t—7< t—;cos(t) <t

Autrement dit
2

t
t—7<sin(t)<t
D’autre part
t? t
t——==-(2—-t
5 2( )
/A
t>0at<§<2

2
Entraine que t — % >0

4,
Par conséquent
1 < 1 < 1 _ 2 _ 1 4 1 _ 1 1
t  sin(t) t_ﬁ_t(z—t)_t 2—t t t—2
2
A I’aide d’une décomposition en ¢lément simple.
5.
On integre entre x et 2x (on a bien x < 2x)
2x dt 2x dt 2x 1 1
- - - 2x _ _ 2x
fx =< fx o < fx (t — 2) dt < [In(D]Z < F(x) < [In(t) — In(t — 2)]2
2x
& In(2x) — In(x) < F(x) < In(2x) —In(2x — 2) — (In(x) + In(x — 2)) © In <7>
2 2x —2 2x — 2
<F(x)<ln<—x)—ln(x )(:1n(2)<F(x)<ln(2)—ln(x )
X x—2 x—2
6.
Comme
lim1 (Zx_z)—l 1) =0
o\ x—2 /)T YT

On a d’apres le théoreme des gendarmes
lin(q) F(x) = In(2)
X—

Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1.
In(1+t¢ t+o(t
(t )= t()=1+o(1)—>1=f(0)
Donc f est continue en 0, pour t # 0 f est le quotient de fonctions continues.
2. Les bornes sont des fonctions de classe C! (x » —x et x — x) et f est continue donc F est de classe C*.
3. Pourx #0
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In(1 + x) N In(1-x) 1

F'x) =f() = (=Df(=x) = f(x) + f(=x) = =~ (In(1 +x) —In(1 —x))

_11 <1+x>
_xn 1—x

On sait déja que F est C* en 0, donc F'(0) est la limite de F'(x) lorsque x — 0

X —X

F'(x) = %(ln(l +x)—In(1—x)) = %(x +o(x) — (—x+ o(x)) = %(Zx + o(x)) =24+0(1) -2

Donc F'(0) = 2.
4.
X X
F(—x) = f f(tdt = —f f()dt = —F(x)
X —X
F est impaire.
5, Pour0<x<1,1+4x>1—-x>0 donci—i > 1, par conséquent F'(x) = iln C%i) > 0 cequi

montre que F est croissante sur ]0,1[

Pour—1<x<0,0<1+x<1-—x doncg < 1, par conséquent In (1%) < Oetalors F'(x) =

iln (T—x) > 0 ce qui montre que F est croissante sur |—1,0].
Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
1. g estcontinue sur I donc G est de classe C* sur I. Comme f et g sont continues sur I, f X g est

continue sur [ etet x — f;f(t)g(t)dt est de classe C* sur I, de plus f est continue sur I etx - a +
G (x) est de classe C* sur I par conséquent F est de classe C* sur 1.
2. CommeVvtel, g(t) <1alors f(fg(t)dt < f; 1 x dt, autrement dit
Gx)<x—a
Ce qui entraine que a + G(x) < x

3.
F'(x) = fa+G6())6'(x) - fF()gx) = fa+ G(x)g(x) — f(x)g(x)
= 9@ (fla+6(0) - f())
Vx € [a,b],g(x) = 0

D’autre part, comme f est décroissante f(a + G(x)) = f(x) = f(a + G(x)) — f(x) = 0, de plus pour

x €[0,1] g(x) 2 0 donc F'(x) = g(x) (f(a + 6() — F(x)) = 0.

On en déduit que F est croissante sur I.
4,

a+G(a) a
Fo=[  joa- [ fwg@ar=o

Et F est croissante donc F(b) = 0
Donc

a+G(b) b a+ b
f f(t)dt—f fgt)dt =0 @f f(t)dt 2f ft)g(t)dt

Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.
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1. f estcontinue donc x — f;cf(t)dt est dérivable, f est strictement monotone et continue donc admet

une bijection réciproque continue £~ et f est dérivable par conséquent x — f({(x)f‘l(t)dt est
dérivable et enfin x — xf(x) est dérivable, ce qui fait de g une fonction dérivable.

2. g') = f)+ ) () = f(x) —xf'(x) =0
g est donc constante sur un intervalle donc pour tout x € [0, a],
0 f(0)
96 =9 = | f@de+ [ f@de-07©) =0
0 0

Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.
In(x)

Remarque : les trois intégrales de cet exercice sont définies car x — Tox? est continue sur R**

1

1. x=l=)t=—
t x

1
@ M()  2-me)
14+ x2 lz otz 41
t

Donc

1
a In(x) 2t2(—1In(t)) dt % In(t) % In(x)

[0 [(ECOE [ 00 "0,
; 1+x? t2+1 t? . t2+1 1 x2+1

1 1 1
al 1 al “1 al
@ 1+x q 1+x? 1 1+ x? 1 1+ x? 1 1+ x?

Allez a ; Exercice 25

Correction exercice 26.
1. F(a) = fa SIND_ gy = [—In(1 + cos(x)]§ = —In(1 + cos(a)) + In(2)

0 1+cos(x)
2.
a)
cos(—x) p B cos(x) sin(x)
1+ cos(—x) (=)=~ 1 + cos(x) 71 + cos(x) x
sin(mr — x) sin(x) sin(x)
1 + cos(m — x) dlr—x) = - 1 — cos(x) X 1+ cos(x) x
sin(x + ) —sin(x) sin(x)

1+ cos(x + m) dx +m) = 1 — cos(x) X 1 + cos(x) x
On doit faire le changement de variable t = tan (’Z—C)

2(%X
1—-tan (E) _ 1—t2
1+tan2()  1+t2’

2d . 0 .
tz, cos(x) = six = 0alorst = tan (—) = 0 etsi
1+t 2

b) x = 2arctan(t) donc dx =

x = a alors t = tan (%)
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1—t?
2 cos(x) tan(3) 1+r¢2 2dt tan(3) 1 _ ¢2
6@ = [0 [ A [y,
o 1+ cos(x) 0 1+1—t 1+t 0 1+t
1+ t2

tan(z) 2 — (1 + £2) LD
f il S0 f (
0 0

- 1)
1+t 1+ t2

1+ ¢2 2
= 2 arctan (tan (E)) — tan (E) =25 —tan (E) =a~—tan (2)

2 2) T3 2 2
arctan (tan (g)) = % Car% € ]_ E,E[

tan(%) 1 tan(%) tan (g) a
= 2[ dt —j dt = 2[arctan(t)], 2" —tan (—)
0 0

2 2
__ ra cos(x) a 1 __ racos(x)+1 __ra _
3. G(a) + H(a) - fO 1+cos(x) dx + fO 1+cos(x) dx = fO 1+cos(x) dx = fO dx =a

Donc H(a) = a — G(a) = tan (g)
Allez a : Exercice 26

Correction exercice 27.
1. t - —— est continue sur R, x — 2x est de classe C? sur R. Donc f est de classe C! sur R, donc

Va+t4
dérivable.
2. Pour tout x € R.
100 2 1 1 1 V4 + x* — V1 + 4x*
x = —_— = —_— =
V4 +16x* VaA+x* V1i+4x* VA+x* V1 +4x4+ xt
B 4+ x* — 1 —4x*
(VA + x* + V1 + 4x*)V1 + 4x*V4 + x*
) 3(1 —x%) 3(1 —x?)(1 + x?)
flx) =

(VA + 2% + VI + 4V + axcVa+ xF (VA + 22 + V1 + dx)VI + 4x™Va + x°
Donc f'(x) a le méme signe que 1 — x?2.

Si x € |-, —1[ f est décroissante.

Si x € |-1,1[ f est croissante.

Si x € ]1, +oo[ f est décroissante.

1 1 1
1<t<2e1<t’<l6eoV5<t?+4<2V5 & < <—
2V5  Vt24+4 5

. Ly 1 1
En intégrant entre 1 et 2, on trouve que W <f(1)< 7

3. f(0)=0,f'(0)= %donc fx) = %x + o(x) et une équation de la tangente est y = %x

1 1 1 2x 2x 1 2x 1
4 0s=—=<sm=getxs< 2xdonc [ 0dx < | —dx < [ 5dx
_112x
On en déduit que 0 < f(x) < [—1] == et que lim f(x) =0
t 1y 2x X—+00
5.
1 1 Va+tt-t? 4 +t*—t* B 4 - 4
t2 VA+t* A+ttt (VA ) eVEF (VA )R + e T (82 + )RR
2
T 16

Et il est clair que

>
(Va+t4+t2)t2Va+t* — 0
Comme x < 2x,0na
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0<j2x(1 1 )dt<J2xzdt_[ 2717% 1 L2 _ 3
=), \t2 Vaxer) T, t¢ | 5t51,  80x5  5x5  80x5
On multiplie tout cela par x > 0

0<g(x) <

80x*
D’ou lirP gx)=20
X—+00
2 2x
D’autre part, g(x) = x (fxxtlzdt — f(x)) =x [— %]x —xf(x) = %— xf (x)

. 1 N 1
Donc x‘ii“oo xf(x) = > ol encore f(x) ot

6. D’apres la question 2°) ﬁg <f(1)< \/ig f (1) est «en gros » compris entre % et % si on approxime v/5
avec 2.

v

Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.

1. t- \/ﬁ est définie et continue sur R, x — 2x est dérivable sur R donc F est définie, continue et

dérivable sur R.

2.
F(—x) = _
—x Vtr+tZ2+1
u=—-tot=—-u>=>dt=-du
t=—x>u=x
t=—-2x>u=2x
2X —du 2Xx du
F(—x) = f - | ———==-F®
x W+ (—w)?+1 x Vut+uz+1
F est impaire.
3.

Et x < 2x entraine que
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2x 2x dt 2x gt 1 2x 1 1 1
x x Vtr+t2+1 J ¢ tly 2x  x 2x

Par conséquent

lim F(x) =0
X—>+0o0
4.
2 1 C2Vxt+x?+1-Vi6x*t +4x? + 1

F'(x) =

J@x)*+ (2x)% + 1 Vit x2+1 VI + a2 FIxVet a2+ 1
B Ax* +x%2+1) — (16x* +4x2+ 1)

CVI6xT + 4x% + 1 X Vat + 1% + 1(2VxF + 22 + 1 —VI6x? + 4x% + 1)

~ 3 — 12x*

 VI6xT + 4xZ + 1 xVxt + x2 + 1(2Vx* + x2 + 1 —V16x* + 4x% + 1)

~ 3(1 — 4x%)

CVI6x* + 4x% + 1 X Vat + 1% + 1(2VxF + x2 + 1 —V16x? + 4x% + 1)

Donc
1
’ — _ 4 _ 4 _
{F(x)—OQ{l 4x* =0 _ )x = e x=
x>0 x>0 0
Allez a : Exercice 28

Correction exercice 29.

-t
1. Six>0,0<x<2xetpourtoutt € [x,2x],t > eT est continue donc F est de classe C?*.

-t
Six<0,2x <x<O0etpourtoutt € [2x,x],t - eT est continue donc F est de classe C?.

Donc pour tout x # 0, F est dérivable.
2.
a) t — et est suffisamment dérivable pour admettre une formule de Taylor Lagrange a I’ordre 1.
Il existe ¢ dans I’intervalle 0, t, c’est-a dire |t, 0] sit < 0et]0,t[ sit > 0 (doncdans] — -
[t], |t][ tel que :
fO=fO0)+tf'c)eoet=1+t(—ec)=1—te ¢

b) Comme—-1<c<1lona:-1<-c<1letdoncel<e™<el

D’autre part
1 et
e f=———
t t
Ce qui entraine que
1 1 et
-—<-——xe
e t t

c) Six > 0alorsx < 2x

2x1 2x 1 e—t 2x 1 2x1
f —dtsj (———)dtS] edt(:)—(Zx—x)Sf —dt—F(x) <e(2x —x)
x € x t t x e x t

X X X
= A <[In@®)]?*-F(x) <ex o A <In(2x) —In(x) - F(x) <ex & A <In(2) - F(x) <ex
Lorsque x tend vers 0%, fet ex tendent vers 0% donc F(x) tend vers In(2) = F(0) ce qui montre

que F est continue a droite.
Six <Oalors 2x < x

37



Intégration Pascal Lainé

x1 X 1 e—t X 1 x1 xe—t
] —dtSf <———>dt§jedt@—(x—2x)§j —dt—] —dt < e(x —2x)
e o\t t 5 e t o t

X X 2x x
x X x
s s <[n@®p,+Fx) < —ex & - <In(x) —In(2x) + F(x) < —ex & -
<—-In(2)+ F(x) < —ex
Lorsque x tend vers 0™, fet ex tendent vers 0~ donc F(x) tend vers In(2) = F(0) ce qui montre

que F est continue a gauche.
Finalement F est continue en 0.

e—Zx e—x e—Zx _ e—x e—x
F'(x) = e X2 — = = (e™*=-1)

X X
F'(x) = 67(1 Cxdo()—1) =2 (zx+0() _

e‘x(—l + 0(1))
}CI_I)I(I)F (x) = Ll_r)r(l)e x(—l + 0(1)) =-1
Le graphe de F admet une tangente oblique en x = 0 de pente —1.
4, Six<Oalorse™®*—1>0etdoncF'(x) <0
Six>0alorse™—1<0etdonc F'(x) <0
Six=0alorsF'(0)=-1<0
F est décroissante sur R

-t
e
tZl(:)OS?S1<=>OS—Se_t

(U

Donc, puisque si x > 0, x < 2x
2x ,—t 2x
0< f Tdt < f etdt =[—e ] =—e"+e ¥ 545100
X X

lim F(x) =0

x—00
6. llexiste c €]t,0[telquee ™t =1—te™ ¢
t<c<0oel<-c<-tee’<e<elal<e s —t<-—te "
Car —t > 0, puis on rajoute 1 de chaque c6té pour obtenir
1—-t<l—tec=¢et
On multiplie cette inégalité par t < 0
1—t et

t t
Ensuite on intégre entre 2x et x, car pour x < 0, 2x < x

*1—t Xe-t x 1
Tdt > f —dt & (?— 1) dt > —F(x)  [In(t) — t]3, > —F(x)
2

2x X 2x

o In(x) —x—(Un(2x) —2x) > —-F(x) © x—1In (Zx_x) > —F(x) © F(x)

> —x+1In (%) = —x —In(2)

Comme
lim —In(2) —x = 4+

X——00
Ona
lim F(x) = +o
X——00
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In(2)

Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.
1. Sit>0ett+# 1, f estlequotient de fonctions continues donc f est continue.
Pour t = 1, on fait le changement de variableu =t —1,t = 1 + u,

f(t)_.““” In(1+u) u+jﬂ) 1+ 0(1) donclim f(£) = lim(1+0(1)) = 1= f(1)

u

f est continue, I’intégrale est faussement impropre.
2. Sio<t<1,In(t)<0ett—1<0doncf(t)>0

Sit>1,In(t) >0ett—1>0donc f(t) > 0.

Sit=1,f(1)=1>0

Donc pour tout t > 0, f(t) > 0.
3. Si0<x < 1lalorsx? < x,comme f(t) >0, F(x) <O0.

Si x > 1 alors x2 > x, comme f(t) > 0, F(x) > 0.
4. f estcontinue et x — x?2 est de classe C* donc F est de classe C1.

2xln(x2) In(x) 4xIn(x) (x+1) ln(x) Bx—1In(x) (GBx—-1)

Feo) = -1 x-1 x2-1  x2-1  (x+1)x—-1 (x+1)f()
Comme f(x) > 0 etquex + 1> 0carx > 0, F'(x) ale méme signe que 3x — 1.
Sio<x< § F'(x) < 0 et F est décroissante.

Six > % F'(x) > 0 et F est croissante.
Allez a : Exercice 30

Correction exercice 31.

1.
2t 2P -2+2 2’ -1 +2 N 2
t2—1  t2—-1  t2-1 t2 —1
2 2 _a b

21 G-DG+D) 170G+ D
Je multiplie part — 1, puist = 1

o=y
t+ 1y
Je multiplie par t + 1, puist = —1

WA
t—l t=—1
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Donc
2 2 1 +—1
t2—-1 (t-D@+1) t—-1 t+1

2t t—
f dt=2t+1n|t—1|—1n|t+1|+K=2t+1n| |+K
t2—-1 t+1
2.
t=Vl—xeti=1-xox=1-t?>doncdx = —2tdt
V1—x t 2t t—
. dx—fl_tz(—Zdt)—ftz_ldt—2t+ln|t+1|+l(
\/Tx—l‘
=2V1l—x+1In +K
vi—-x+1
3.
Flo) = [ —dr = [-2T-xIn(@)] + jZ\/l—xldx
V1 X
\/1—x—1‘
F(x) =—-2V1l —xIn(x) +4Vv1l —x+2In|—|+ K
(x) (x) Vi—x+1

F(x) ==2V1—-xIn(x) +4V1—x+2In(1-vV1—x)-2In(1+V1—-x)+K
K a change en cours de route, est-ce bien grave ? J’ai enlevé les valeurs absolues parce que j’en ai le

droit.

4, x > \/Q n’est pas définie en 0 et 1, donc cette fonction n’est pas continue, il s’agit d’une intégrale

généralisée en 0 et en 1

5. En 0. \1/@ In(x), xz In(x) » 0 et < 1, donc ’intégrale converge en 0.

—1_ —1— M _ I+ t _ -
Enl,onposet=1—-x,x=1-—t, N Al s Vt - 0, lintégrale est faussement impropre

(généralisée) en 1 donc I’intégrale converge en 1.

6. glx) =—-2In(x)vl—x+ Zln(l —4J1 —x))

g(x) = —2In(x) (1 — ; + o(x)) + 21In (1 — <1 — ; + o(x))>

= —2In(x) + xIn(x) (1 + 0(1)) +2 ln( + o(x)>
= —2In(x) + xIn(x) (1 + 0(1)) +2In (x (% + o(l)))
= —2In(x) + xIn(x) (1 + 0(1)) +2In(x) + 2In (% + o(l))

= xIn(x) (1 + 0(1)) + 2In <1 + 0(1))

Comme lim x In(x) = 0, lim g(x) = lim (21n (l + 0(1))) = —2In(2)
x—0 x—0 x-0 2
lin(q)F(x) =-2In(2)+4—-2In(2)+K=4—-4In(2) + K
X—

Igq = La\}%dx = F(a) — F(e)

I.g=2V1—aln(@) —4V1—a+2In(1—-v1i—a)-2In(1 + V1 —a)— (2V1 —¢ln(e)
—41—¢e+2In(1-V1—¢)-2In(1+V1—¢)
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Clairement F(1) = K et F(0) = ling F(¢e) =4—-4In(2) +K
€E—

Donc I = F(1) — F(0) = 4 — 4In(2)
Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.
1. f estcontinue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[ , on peut appliquer le théoréme des accroissements finis,
par conséquent il existe ¢ € ]0,1[ tel que :

f(l—T) f(1)+<1—%—1>f(c)—1—ff(c)

Comme £ est continue sur un intervalle fermé borné [0,1], f' est borné et atteint ses bornes donc il
existe x,, et x,, dans [0,1] tels que pour tout ¢ € ]0,1[

f'Gm) < f'(0) < f'(xm)
Or f'(x,,) > 0 donc

0 <f'(xm) < f'(0)

Ce qui montre que

1 1
=7 (c)sl—ﬁf (Xm)

Puis on pose a = f'(x,,) pour montrer le résultat.

In—fl__(ﬂ ) dt<f1_%<f(1—%)>ndt
Car f est croissante

0= (- (@< =)

in(1(1- ) <min(1= ) = (o)) = ~Vita o)

Comme Vx € [0,1], 0 < f(x)
0<I,<e —Vn(ato() __, 0

OS]n—f (F()) dx<f L dx
_\/__ Vn
Carvx€[01,0<f(x) <1
0<] —f (f(x)) dx<1—<1—i>:i—>0
=/n _\/__ n N

D'apres le théoreme des gendarmes I, et J,, tendent vers 0, puis d’aprés la relation de Chasles

1
[ (re)ae =1+,
0

Donc

lim j (f(x)'dt =0

Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.
Premiere partie
1. OnposeX = i Pour x # 0, u,(x) = X"e X"
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; — 1 n,—X? _
}g_%un(x)—)l(grgoX e =0

Car I’exponentielle I’emporte sur les fonctions polynomes.
2. On peut faire le méme changement de variable qu’a la question 1°) ou remarquer que uy(x) = @(x)
d’ou I’on déduit que : lirr(l) Uup(x) = lirr(l) p(x)=0=¢(0)
X— xX—

Donc ¢ est continue en 0, pour x # 0, ¢ est continue en tant que composée de fonctions continues.
1

2 _1
¢'(0) = ze ** =2uz(x)
Donc, en utilisant la premiere question lir% ¢'(x) = 0, comme de plus ¢ est continue en 0, on en déduit
xX—
que ¢ est dérivable en 0 et ' (0) = liH(l) @'(x) = 0. (Et méme de classe C1). Pour x # 0, ¢’ est
X—
dérivable en tant que composée de fonctions dérivable.
) 2 - _ 2 '
Pourx # 0, ¢'(x) = 5 e ¥ = 5 ¢(x) donc x3¢'(x) = 2¢(x)
Pourx =0, x3¢'(x) =03 x0=0¢et2¢p(x) =2x0=0,il yaaussi égalité.

3. Pourx <0, ¢'(x) < 0donc ¢ est décroissante.
Pour x > 0, ¢'(x) > 0 donc ¢ est croissante.
L’étude des points d’inflexion n’est plus vraiment au programme, mais je rappelle que le graphe d’une
fonction deux fois dérivable admet un point d’inflexion si et seulement si la dérivée seconde s’annule en

changeant de signe.

" 6 —>  2(2) -% 2 =
Pour x #0, " (x) = ——Ze * +x—3(x—3)e X2 = F(—3x2 +2)e *2
Pour x = 0, ¢"' (x) = —6u,(x) + 4ue(x) donc sa limite en 0 est nulle.

Il'y a trois valeurs qui annulent ¢ (x), —\E, 0 et \E
Pour x proche de 0 et non nul, il est clair que ¢"'(x) > 0 donc il n’y a pas de points d’inflexion en 0.
Par contre —3x?2 + 2 change de signe en + \E donc ¢ admet un point d’inflexion en chacun de ces

points.

Allez a : Exercice 33
Deuxieme partie

4,
1 -X 1 -X
f(=x) = e(—x)zf pt)dt = ex_zf p(t)dt
0 0
1
Je fais le changement de variable t = —u dans I’intégrale, dt = —du, ¢(t) = p(—u) = e-w? = @ (u)
Sit=0alorsu=0etsit =—xalorsu = x donc
1 —-X 1 X
flox) =T | g0t = e [ p)(-du) = —f ()
0 0
f est impaire.
5.

Pour x > 0, ¢ est croissante donc 0 < t < x entraine 0 = ¢(0) < ¢(t) < p(x)
Jintégre entre 0 et x : fox 0dx < f;cq)(t)dt < foxq)(x)dx ©0< fgcw(t)dt < xp(x)

1 1 1
6. Je multiplie ces inégalités par ex* : 0 < ex* fox(p(t)dt < xp(x)ex* =x
Je fais tendre x vers 07, j’en déduis que li%1+f(x) =0 = f(0), f est continue en 0.
e

Comme f est impaire la limite en 0~ est —0 = 0 = £(0).
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1
Pour x # 0, ¢ continue entraine x — f0x<p(t)dt est dérivable donc continue. Pour x # 0 x — ex? est
continue, f est le produit de deux fonctions continues, f est continue.

1
7. x - f:go(t)dt est dérivable (on I’a déja vu) et x — ex? est dérivable pour x # 0, donc f est dérivable.
1 1 1
On calcule f'(x) pour x # 0, f'(x) = —xz—sex2 fox(p(t)dt +ex2@(x) = —;—3€x2 foxgo(t)dt +1
8. (1)estt3¢'(t) = 2¢(t) en changeant x en t.
Donc [ 2p(t)dt = [; t3¢'(t)dt

J’intégre la seconde intégrale par partie (en intégrant ¢’ (t) et en dérivant t3)
X

2 [Codt =120 - [ 30@dt = x000 -3 [ ot
0 0 0

C’est bien ce qu’il fallait montrer. (il reste a diviser par 2)
Je vais tenter quelque chose de classique mais qui ne permet pas de conclure.

2 1 (¥ 1 1 x
f'(x) = —x—3ex2f pt)dt+1= — e <x3<p(x) - Bf t2<p(t)dt> +1
0 0

1
13 [ t2(t)dt 3ex? [T t2p(t)dt
:—1+ex2—f0 +1= )

x3 x3

., ) . ) .. 3exi2fxt2<p(t)dt ) ]
J’aurais aimé pouvoir calculer la limite de f'(x) en 0 mais la limite de Ox—3 n’a rien de simple,
si j’avais trouvé cette limite j’aurais conclu de la fagon suivante :

f'(x) admet une limite en 0 et f est continue en 0 donc f est dérivable en 0 (et méme C?).

Dans ce cas la bonne solution est de revenir a la définition de la dérivée, ¢’est-a-dire au taux de

variation.

1
fx) = f(0) _ ex_12 f(f(p(t)dt _ xPexo(x) - 3ex_12 fox t’p(t)dt  x2 3 szox t2p(t)dt

= = =— ——ex
x—0 X 2x 2 2 x
2 d X .2 d
Il reste a calculer la limite en 0 de =2 ot (p(f) t_k Z(:Zit)) t, on pourrait appliquer la régle de I’Hospital,
xe x2

maisonavuquepour 0 <t <xona0 < ¢(t) < ¢(x),donc pour x > 0,0 < f(f t2p(t)dt <
3
p(o) [ 12t = 222

f t2@(t)dt
x(x)
impaire, on en déduit qu’en 0~ la limite est aussi nulle.

On en déduit que f est dérivable et que f'(0) = 0.

Par conséquent ; 0 < <X, d’ou I'on déduit que la limite en 0* de L2202 est nulle, £ étant

Remarque :
On ne peut pas conclure que f est C* en 0.
9. ZEX; est une forme indéterminée lorsque x — 0, si G,E’g admet une limite en 0 c¢’est la méme que celle
F(x
de %
F'(x)=¢@(x)etG'(x) =3x%2p(x) + x3¢'(x) = 3x2p(x) + 2¢0(x) = (3x2 + 2)p(x)
F'(x) o(x) 1
G'(x)  (Bx2+2)p(x) 3x2+2
F'(x) 1 1
M W3z 2
F'(x)

Donc 2 admet une limite en 0 qui est la méme que celle de

( ) G'(x)
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| F(x) 1
90 G(x) 2
1
Fx) [Te®dt e 2 [Fo®dt  fx) fo 1
0] ~ = (;3 x = ;3 =?,donchmx—3=5
G(x) @(x) x—0

Cette limite s’écrit aussi % = %+ o(1) avec lin(l) o(1)=0
xX—

En multipliant par x on obtient : f(x) = %x3 + o(x3)

C’est le développement limité de f a I’ordre 3.
Allez a : Exercice 33
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