Formule de Taylor-Lagrange Pascal Lainé

Formule de Taylor-Lagrange

Exercice 1.
Soit x un réel strictement positif et f une fonction sur [0, x].
1. Quelles sont les hypothéses qui permettent d’écrire la formule de Taylor-Lagrange pour f sur [0,x] a
I’ordre 3 (c’est-a-dire avec un reste ou intervient la dérivée troisieme de f) ? Ecrire cette formule.
2. Onpose f(t) = In(1 + t). Justifier la possibilité d’écrire la formule de Taylor-Lagrange pour f a
I’ordre 3, et écrire cette formule.
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.

Soit a un réel strictement positif.

1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction cosinus hyperbolique, sur I’intervalle [0, a], avec

le reste a I’ordre 5.
2. Montrer que
2 4 5
0 <ch(a)—-1 —%—%S%sh(a)
3. Endéduire que :
8l L

384~ \2/ T 384 3840
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.

1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction f définie par f(x) = \/i; entrea =4etb =5

avec un reste a ’ordre 2.

S 7 . 1 . 3 N
2. En déduire que g une valeur approchée de 7= d505 pres.

Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.

Soit la fonction définie sur R** par f(x) = x%
1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange avec un reste a I’ordre 2 de f entre 16 et 17.
2. En déduire que

8317 1 65

— <174 <
4096 <

4, —
32
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction f(x) = \/i} entre 16 et 17 avec un reste a I’ordre
2.
31 5 S —4 prg
2. Montrer que g estune valeur approchée de N 5x 10* pres.
Allez a : Correction exercice 15
Exercice 6.  (Hors programme)
Montrer que pour tout x € [0,1] :
x3 1+3x2
x < argth(x) < x + S U2y
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Allez a : Correction exercice 5

Exercice 7.
A I’aide de la formule de Taylor-Lagrange avec un reste a I’ordre 2 montrer que 10~2 est une valeur
approchée a 5 x 10~> prés de sin(1072).

Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
1. Enoncer le théoreme de Taylor-Lagrange, on notera n + 1 I’ordre du reste dans la formule.

2. Ecrire la conclusion de ce théoréme lorsqu’on I’applique a la fonction f: t + it, entre 100 et 101 et

avec un reste a I’ordre 2.
3. En déduire un nombre décimal qui approche Tro7 @Vec une precision inférieura 5 x 107° prés.

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soit x € R**,
1. Montrer que
x%  x3
O X __ 1 _ e X
<e X > < 6 e

2. En déduire une valeur approchée de e®! a5 x 107 prés.
Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
Montrer que pour toutt € I = |1, 4+ o],
t—1)2
t—1—%<ln(t)<t—1
On pourra utiliser la formule de Taylor Lagrange entre 1 et t.
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
1. Enoncé le théoreme de Taylor-Lagrange.
2. Soit f: [0, +oo[— R définie par f(t) = In(1 + t).
Calculer les dérivées successives de f jusqu’a I’ordre 4.
3. En utilisant Taylor-Lagrange, en déduire I’encadrement de In(2) suivant :

7 <In(2) < 157
12= "M =792
Allez a : Correction exercice 11
Exercice 12.
1. Soit a > 0. Démontrer que
a? a*! a°
cos(a) — 1 +E_Z Sa
2. En déduire que
337 1 < (1) < 337 4
384 3840 — °°\2) =384 " 3840

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
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Démontrer que pour tout x € [0, 4+ o] :

x 2x% 14x° 1 x 2x?
1-—§'+ — < <

Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
Démontrer que
1 1 1 1 1 1 1
|€ _-(1-+jl4_214_514_234_514_814_514_§I)|S;__
En déduire une valeur approchée de e a 1075 prés.
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Inégalités de Kolmogorov
Soit f une fonction définie sur R, de classe C2. On suppose que f et £ sont bornées, et on pose :
My = sup|f(x)|, My = sup|f"(x)|
x€ER xER

(M, et M, sont donc des nombres réels tels que, pour tout x réel, ona |f(x)| < My et |[f"(x)] < M,. Le
but de cet exercice est de prouver que f' est bornée, et de majorer M; = sup,er|f’(x)| en fonction de
M, et M,. Soit x € R, eth > 0.
1. Appliquer la formule de Taylor-Lagrange a f entre x et x + h a ’ordre 2.
2. En déduire I’inégalité :
, 2M, hM,
If'Col < - Tz

En particulier, si on choisit h = 1, on obtient, pour tout x € R :
, M,
f' GOl < 2Mg + =7

. , M .
Ce qui prouve que f' est bornée, avec M; < 2M, + 72 On se propose de trouver une meilleure

majoration :
hM,

3. Etudier la fonction h — % + >

sur ]0, +oo.

4. Endéduire que M; < 2,/MyM,
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
Soit £:[0,1] - R de classe €2 vérifiant f(0) = f'(0) = f'(1) = 0 et (1) = 1. Montrer qu’il existe
c € [0,1] tel que [f"(¢)| = 4.

Indication, on pourra appliquer la formule de Taylor-Lagrange entre 0 et % puis entre % et 1.

Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
Soit f: R — R une fonction de classe C* vérifiant la propriété suivante : il existe un polyndéme de degré
impair tel que pour tout n > 0, pour tout x € R,
[f™ )| < PG
1. Montrer qu’il existe a € R tel que ™ (a) = 0 pour tout n > 0.
2. En déduire que f est identiqguement nulle.
3. Le résultat subsiste-t-il si on suppose que P est de degré pair ?
Allez a : Correction exercice 17
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Exercice 18.
Soit f: R - R de classe C* et A > 0 verifiant :
f™0)=0,vn=>0
sup|f ™ (x)| < A*n!
R
1. Montrer que f = 0 sur I’intervalle ]—%,1[.

2. Montrer que f = 0 sur R.
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
Soient a et b deux réels tels que a < b et f € C3([a, b]).

1. Montrer qu’il existe ¢; € ]aTH), b[ tel que :
a+by b—a _,a+by (b-—a)* , (a+by (b—a)?
f(b)_f(2>+ 2f<2>+ 8 f<2>+ 48
2. Montrer qu’il existe ¢, € ]a,aTer[ tel que :

a+by b—a _ a+by (b—a)?*  (a+by (b-a)?
f(a)_f(2>_2 <2>+8f<2>_48
3. Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que :

a+b> (b —a)

FB) = F(@ + (b - f (S5=) + 2o ()
On utilisera bien sur les questions 1. et 2. et on pourra appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a

flll

Allez a : Correction exercice 19

£ (e1)

£

CORRECTIONS

Correction exercice 1.
1. Si f est de classe 2 sur [0, x] et de classe €3 sur 0, x[ on peut appliquer la formule de Taylor a I’ordre
3.
Il existe ¢ €]0, x| tel que :

2 3
£G) = £(0) +xf'(0) + 5 £7(0) + =D (©)

2. festC*®sur]—1,+oo[ donc sur [0, x], on peut écrire la formule de Taylor-Lagrange a n’importe quel
ordre.

fO=0,f®O =150 =1f"(®)=-

Il existe ¢ €]0, x|.

1
(1+t)2

2
(1+1)3

= f"(0) =-1etf®(0) =

2 3 2 2 3

()_ x+ % . x+ X
O =x =t e X s = " Y3t o0

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
1. Les dérivées de ch sont

ch’(¢) = sh(t), ch”’(t) = ch(t), ch®(¢t) = sh(¢t), ch®(t) = ch(t) et ch®(¢) = sh(t)

ch est une fonction de classe C>(et méme C*) sur R donc sur [0, a]. Il existe ¢ €]0, a[ tel que :
2 3 4 5 2 4 5

a a a a a a
ch(a) = ch(0) + sh(0) a + ch(0) el + sh(0) 3 + ch(0) Y + ash(c) =1+ 1 + 22 + msh(c)

2. D’apres la question précédente
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a? a* a®
h —1————=——=5h
ch(a) 2 22~ 120°M

Or sh est une fonction croissante sur [0, a], donc sh(0) < sh(c) < sh(a)

Donc, puisque a > 0 :
a® a® a® a? a* a°
—~sh(0) < —sh(c) < —sh h(a) -1 - ——— < —sh
705 (O)<1ZOS (c)<1205 (a) © 0 < ch(a) > 24<1205 (a)

On a méme des inégalités strictes.

3. Onprenda = %

o<a(})-1-8-- 10 By

1V ! IS AN |
w1 B ) B B )
2 4
(1) (l) 1 1 384+48+1 433
1+ZT+§_4:1+§ 384 384 384
Et
5

@ 1
120 ~ 32x 120 3840

De plus
1
1 1 eln(z) _ e—ln(Z) 2 — 7 3
~<In() = sh (E) < sh(In(2)) = . = 2=
Donc
433 h(1><433+ 1 h<1)<433+ 1
384 2 384 3840 S 2 384 3840

Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.
1. fest C® sur R™ donc on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange sur [4,5].
5 1

1 3 _5 3
FO =x7% [0 =—5x5 [0 =3x8 =2 xS
x2
1 1 1 1
fW=—m=2 [f@W=-xg=—sxz=—r;
Vi JENV AR 16
Il existe ¢ € ]4,5[ tel que :
S )2 "
fO=f@B+E-Df' ) +——f"()
Donc
1 1 1 1 3 1 7+3><1>7
I =t x> —
5216245168&16
5 1 1
(>hea>HB=0=Ro =<3
c2
Donc
1_7 31 7+3><1—7+3
\/3_16 g~ g 16 8732 16 256

On en déduit les encadrements
7 1 7 3

6 <75 16 ' 256
5



Formule de Taylor-Lagrange Pascal Lainé

Ce qui montre que — est une valeur approchée de — & — prés
q q 16 pp V5~ 256 pres.

Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

1.
1 1 1
flx) =x2=f(16) = (16)2 = (2*)2 =2
'()—1 -is '(16)—1x(24)‘§—1x2—3— !
fly=gxt=rue=g "4 " 32
3 7 3 7
" — __ 3 " —__ 3
fr) = —sox i 1) =~
Il existe ¢ € ]16,17] tel que
17 — 16)2 1 1 3 7
F(17) = f(16) + £'(16)(17 — 16) +f”(c)(T) ©17i=24 0 —ocTs
2
11 77 77
16<c<17=22<c3<172=22"<ca<172=217 3a<c a< 277
E;2‘7< 3 ‘%< 3><17‘% 3 < 3 ‘%<0
= —— - - 5> < ——
32 32¢ 32 32x128 ~ 32°
LIS SN S N PP SN
ﬁ — — — — — — —
32 4096 32 32° 32
81924128 -3 1 65
4096 32

R 8317 < 17% < 65
4096 32
Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.
1. fest C!sur[16,17] et deux fois dérivable sur ]16,17[ donc on peut appliquer la formule de Taylor-

Lagrange entre 16 et 17. Donc il existe ¢ € ]16,17[ tel que :

F) === x"7 = f(16) ==
X)) =—=Xx = —
Vx 4
() =—2x"3 = —x = fI(16) =~ x — L !
= — — = — — —_— = = — — —_——— _——=——
frlx 2% 2 X3/ 2" 3T 7278 T T 128
X2 162
3 _5
f”(x)=Zx 2
) f"(c)
f(17) = £(16) + (17 = 16)f'(16) + (17 — 16) ——
1 1 1 +3 1 32 1 +3 1 31+3 1
—=—-———+=-X—== ——t - X==—+=-X—=
5 5 5
17 4 128 8" 5 4x32 128 8" 5 128 8  ?%
2. D’apres 1.
1 S 31 1 31 >0
@ p—
V17 128 /17 128
Et
> 16 = %>16§—45—1024:>1< ! :>3><1<3>< ! <4>< =05x1073
¢ ¢ - 5771024 8° 78 1024 8 1000
=5x10"*
Ce qui montre que
! <31+5><10‘4 1<5><10‘4
— — @___
\/ 128 v/ 128
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Finalement

1 31
—5X107*<0<——-———<5x%x107*

Jyi7 128

— est bien une valeur approchée de a 5x 107* prés.
Alleza: ExerC|ce 5

Correction exercice 6. (Hors programme)
argth est une fonction de classe C2 sur [0, x] et dérivable sur ]0, x[, on peut appliquer la formule de
Taylor-Lagrange a I’ordre 3. Pour x > 0

f(®) =3I (1”) ZIn(1+t) = 3In(1 — ), d’ou f(0) = 0
Donc f'(t) = (1 + )1 +5 (1 =)~ d’ou £/(0) = 1
fr)=—3A+02+(1—-t)"2doi f'(0) = 0
@) = (1 +t) 3+ @ —-¢t)3 dou

3.(1_3 2, 3,4_ 2_.3 2
f(3)(c) _ 1 _ (1+¢c)°+(@1-0) _ 1+3c+3c“+c>+1-3c+3c“—c _ 1+3c
(1+c)3 (1—c)3 (1—c?)3 (1-c2)3 (1-c2)3
Il existe ¢ dans I’intervalle ]0, x[ tel que :

thee) = +x321+3c +x31+3c2
B C s ER A W C PP
0<c<xdoncO0<c?<x?2doul+3c®<1+3x?

Et0 <

1 1
(1-c?)3 < (1-x2)3

1+3c? 1+3x2

On en déduit que 0 < ooy (1 —x2)3

x3 1+3c? x3 1+3x2
On multiplie ces megallte par s 0,0< S 0 <3 ey

il ne reste qu’a ajouter x a ces

inégalités pour conclure.
Si x = 0 les égalités sont Vérifiées trivialement.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 7.
f(t) =sin(t) = f(0) =0
f'(t) =cos(t) = f'(0) =1
f"(t) = —sin(t)
fest Csur[0,1072] et C? sur ]0,1072[ car f est C* sur R. Il existe ¢ €]0,1072[
(1072 — 0)?

sin(1072) = sin(0) + (1072 — 0) cos(0) + >

—4

(—sin(c)) & sin(1072)

=10"% — sin(¢) © sin(1072) — 1072 = =5 x 10> sin(c)

= [sin(1072) — 1072| = 5 x 10~ >|sin(c)| = [sin(1072) — 1072| < 5x 1075
Donc 10~2 est une valeur approchée de sin(1072) a5 x 107>
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1. Si f est une application de classe C™ sur [a, b] et de classe C™*1 sur ]a, b[ alors il existe ¢ € ]a, b] tel
que

2 b — n+1
FO) = F@ + b - @ + 2D ey 4 L2 (b - a)

(b —a)"
n! (n+1)!

— (@ + F(e)
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&) = t72 = F(100) = —— = —
= = i
V100 10
O =—sp3= Lyt (100) = 1 1>< L L
__ - e ix—— o e =
f 2 2 t/t f 10() X w/1() 2 1000 2000
fll(t) _ 1 X ( 3) t—; 3 " 1
2 2 \/_ Cz\/E
Il existe ¢ € 1100,101[
1 _1_|_(101 100))(( )_I_(101—100)2X3>< 1 _1 1 +3>< 1
7101 10 2000 2 4 c24/c 10 2000 8 c2\/c
3.
1 1 1 3 1
—_— — ><
Jyio1 10 2000 c2\c
1 3 1
100 < ¢ < 101 & 100%2V100 < ¢%Ve < 1012V/101 = 10° < ¢2VJe = W <107° = = 5 o
C C
<§><10‘5 < 5><i><10‘5 <5><i><10‘5 =5x%x107°
8 40 40
Donc

1 1

1
—_——— <5x%x107°
vJ101 10 2000

S 3 -5 de ——
Une valeur approchée a5 X 107> de N est

1 1 199

10~ 2000 ~ 2000 ~ 20995

Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.

1. L’exponentielle est une fonction € donc on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange avec un
reste a I’ordre 3. 1l existe ¢ € |0, x[ tel que :
2 3 x2 x3
e* =e% + xe” +—e +—e‘=14+x+—+—¢¢
2! 3! 2 6
x3 x3
0<ec<ex=>0<zec<zex

Car I’exponentielle est croissante et que x > 0, par conséquent

x? x%? x3 x%? x3
1 —<1 —+—e‘<1 —+—e*
+x+2< +x+2+6e< +x+2+6e
Ce qui entraine que
x? x% x3
1+x+7<ex<1+x+7+ze"
Soit encore
x? x3
X __ _ IR 5 X
0<e 1—x 2<6e
2. Onposex =0,1 =101
1 1 1073 1073
0l ] ———— 0.1 Xx3=05x10"3=5x10"*
O<e 10 200< G et < G 3=0,5 0 5 0

Donc

1 1
1+1—0+% 1+0,1+0,005=1,105

Est une valeur approchée de e®! a5 x 10~* pres.
Allez a : Exercice 9
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Correction exercice 10.
La formule de Taylor Lagrange pour la fonction In entre 1 et t > 1 dit qu’il existe ¢ €]1, t[ tel que

(¢ _21)2 In"c)eln(t)=t—1- (¢ 2_621)2

(t—1)2<(1:—1)2<(t—1)2
2t2 2c? 2

In(t) =In(1) +(t —1)In"(1) +

1 1
1<c<t<:>1<c2<t2<:>t—<c—2<1<:>

t—1)? 1:—12 t—1)? t—1)? t—1)? t—1)?
- - e-Dr =D @-DP (=1
2 2c? 2t2 2 2c?2 2t2
(t—1)2 (t—1)°
t—1-— 5 <lh(®) <t-1- 2
_1)\2
Commet—l—(tZtlz) t — 1, onabien

t—1-—

(¢ _21)2 <In(t) <t-1

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1. Si f est une application de classe C™ sur [a, b] et de classe C™* sur ]a, b[ alors il existe ¢ € ]a, b] tel

que
2 _ n+1
F0) = 1@+ 0 - '@+ E5 @ 4+ Eo D ooy 4+ EZB pnen ey
2.
f()_1+t_(1+t)_1
2 1
fr=-0+07"=-717;
" =-(=2)1+073= BCEE
6
fOO =230+ =~ 7
Remarque :

!
11 est trés maladroit de dériver ces fonctions comme des quotients et donc d’utiliser la formule (%) il

est bien préférable de s’apercevoir que ces fonctions sont de la forme u® et que leur dérivée sont de la
forme au®"1u'.
3. Onva utiliser la formule avec a = 0, b = 1 et n = 3 (donc le reste est a I’ordre 4)

Il existe ¢ € 10,1]

_ ' ( )2 " (_ )3 " (1 ) (4)
fO=fO+A-0f"O0)+——f"D+——7F—f"0) + ————f ()
1 1 1 ¢ Lo 1
ln(Z)=1r1(1)+1+zx(—1)+§x2+ax<—m)= -3+37 3% aT
6-3+2 1 1 5 1 1
T 6 4 {+0f 6 4 (tor
s 1 1 1 1
0<c<1=21<14c<2=>1<0+0c)*<2 —16=> m 1=>a<m
1
<2
1 1 1 5 1 5 1 5 1
T A T+ S 6476 4°6 (tof 6 64
0-3 5x32 3 7 157
<@ <S35 a3 o1z <@ <15

9
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Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.

1. cos est C*® sur R donc on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a n’importe quel ordre et sur

n’importe quel intervalle, on va ’appliquer entre 0 et a > 0 avec un reste a I’ordre 5. On pose f(t) =
cos(t)
Il existe ¢ € ]0, a[ tel que :

3 4 5
F@ = FO) + af'©) + 2 ) + 2 FO0 + 2 £0) + & O o)

f(O) = cos(O) =1

f'(6) = —sin(t) = £'(0) = 0

f"() = —cos(t) = f"(0) = —

F®(0) =sin(t) = fF&(0) =0

F@() = cos(t) = FP(0) =1
FO() = —sin(t)

2 4 5
cos(a) =1-— o1 —+— 2 Esm(c)
Ce qui entraine que
cos(a) — 1+ C; i‘: = Z—Tsm(c)
Maintenant on peut prendre la valeur absolue puis majorer la valeur absolu du sinus par 1.
a2 a4 5 aS 5
cos(a) — 1+ ol = —Esm(c) = —Ism(c)l =4

N

. 1
On prend bien sur a = >
5

cos<%>—1+(§) @] .6 @SCOSG)_H@ @) _G)

5

2! 4! | — 5! 5!

2! 4! — 5l

5

2 4 5 2 4
L. @ .0 6 <COS<1><1_(%) RONG
2! 4! 50— 2/~ 2! 4! 5!

Il reste a simplifier les fractions
(%)2 (%)4 _ 1 1 384 -48+1 337
Lt = 8  Tex24= 388 384

B _ 1

5/ 32x120 3840

337 1 (1) 337 1
< cos

- < — 34—
384 3840 — 2/~ 384 3840

Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.
Soitx > 0

= (1+t)_%

1
f® = g
Pour t > —1 cette fonction est C* donc on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a n’importe
quel ordre et sur n’importe quel intervalle, on va I’appliquer entre 0 et x > 0 avec un reste a I’ordre 3. |l
existe ¢ € 10, x[ tel que :

10
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f(x)—f(0)+Xf(0)+ f"(0)+ f(3)(0)

f@© = — 1+ I f(0) =1

f'@®) = (—%) A+073 5 f(0) = _%
f%o=(—§(-90puy%zf%m=(—%(_)=g

1 4 7 _10 1
r0® = (=3)(-3)(-5) a0 = r0@ = (3)

28 _10
=——(1+c)
(A+6)F=1—2 +4><x x3><2 S+ B_x 14x3(1+ >3
T T3*T97 2 T © 2=1737 81 ¢
0
0<c<x=>1<1+c<1+x=>1<(1+c)3<(1+x)3=>(1+x) 3<(1+c) 3 <1
14x3 _1o 143 _1o 14x3
= — 3 > —
(1+x) T (1+¢) > 81
. x_l_Zx2 14x3(1+ )_%>1 x_l_Zx2 14x3(1+ )_%>1 x_l_Zx2 14x3
ﬁ — — — — — — — — — — — —
3779 " a1 x 379 " 81 ¢ 3779 " 81
. x+2x 14x3 1+ )__0 1 o1 x_l_Zx2 14x3
: —_—— e —_—— — . —
379 " 81 x Tt 379 " 81
. x_|_2x2 14x3< 1 -1 x+2x 14x3 (1+ - 3<1 x_i_Zx2
ﬁ —_— J— —_— —— RN —
3779 T 81 " iiix 3779 x 379
Car
14x
(1+x) 3<0
Si x = 0 alors les trois termes de ces inegalltes sont nuls et dans ce cas il y a égalité. Pour tout x > 0
. x_l_Zx2 14x3< 1 <1 x_l_Zx2
3 9 81 ~ 1+x 3 9

Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
f:t > et est C* sur R donc on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a n’importe quel ordre et

sur n’importe quel intervalle, on va I’appliquer entre 0 et 1 > 0 avec un reste a I’ordre 9.
Il existe ¢ € ]0,1] tel que :

2
f =£0)+ 1 -0f (0)+( 2 f"(0)+(l—)f<3>(0)+(1 2k f®0)
+ D00 + - Q=9 00y + LD f0r0) + a- SIS
+%f(9)(c)
Or pour tout k = 0, £ (t) = et donc f*)(0) = 1, on a donc
1 1 1 1 1 1 1 1
e=l+l+o+at ottt tger
Ce qui entraine que
1 1 1 1 1 1 c
<1+1+2'+3|+ +5' +ﬁ+§)=a€
Puis on prend la valeur absolue et on majore e€ par e! = e, puis e par 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
| (1+1+2|+3'+ +5'+6'+ +8'>|_9'€|=a€ <a€<a

11



Formule de Taylor-Lagrange Pascal Lainé

3 3 1 1 1 1
9 2X3X4X5X6X7X8X9 2X4X5X6X7X8%Xx9 2X5 4xXx6 7%Xx8%9
1 1 1 5 1 = _ 10-3 x

ST0%20 X 7x8x9 10 X100 X7x8x9 0 X7xgx9o 10 X502

<10™ 3><i=10 3><i=10 5
500 100
Par conséquent

1 1 1 1 1 1 1
1+1+2 tatatatatate
Est une valeur approchée de e a 107 prés.
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
1. f estde classe C? sur R, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange avec un reste a I’ordre 2.
Il existe ¢ € |x,x + h| tel que :

_ 2
fl+h) =f0)+ (x+h—x)f"(x) +mf”(c) e f(x+h)

h2
= FG)+ () + 5 f(©)
2. D’apres 1.:

h? h?
FGc+ ) = FG) + () + 5 () & f/() = %(f(x 1) = f@) —7f”(c)>

h? h? i
fa+m - -S| fErm+ (@) + (-7 1@

S 1f ()] = . - ;
2
G+ I+ =@+ |5 7@ 16+ I+ 1601 + B 1ol
< h = h
hZ
Mo+ Mo +—5M, 2M, hM,
< =220
h h 2

Franchement j’ai fait des chichis parce que 1’on peut trés bien écrire directement que :
hZ
flet+h) = f) ——f < If &+l +If (I & If"(C)I

On rappelle I’inégalité triangulaire

|A+B+C|<|A|l+|B| +|C|
On rappelle que I’inégalité suivante est en générale trés fausse
|A—B| < |A] - |B|
Et puisqu’on est dedans rappelons que
1Al - 1BI| < 14 - BI

3. Posons g(h) = ZM" % pour h > 0.

2M, M, —4My+h?M, M 4Mg\ M M fM
g =-"F+>2=— 2= 2<h2——0)=—2 h=2 > || h+2 |
2

h2 " 2 2h? 2h2 M, ) 2R? M,

Cette dérivée s’annule pour

Elle négative pour

12



Formule de Taylor-Lagrange Pascal Lainé

0<h<hy
Et positive pour
h > hg
Elle admet un minimum en h,
M,
2 |52 M
2My, hoM 2M, M, 2
g(hy) = 0+ 2= s : =\/M0M2+\/M0M2=2\/M0M2

ho 2, Mg T2
M,
On déduit de cela que pour tout h
g(h) < 2/MyM,

If ()| < 2\ MM,

M1 = Suﬂglf,(x)l S 21/M0M2
XE

Or |f'(x)| < g(h) donc pour tout x

Par conséquent

Allez a ; Exercice 15

Correction exercice 16.
f est de classe C? sur IR, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange avec un reste a I’ordre 2 entre

0etl
2
Il existe ¢, € ]0, h[ tel que :
1 2
1 1 ! (E B 0) "
£(3) = F©@+(3-0) @ +25=f"(e)
2 2 2!
Ce qui équivaut a
1 1
£(3)=5r"@
f est de classe C? sur R, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange avec un reste a I’ordre 2 entre
Zet1
2
. 1 )
Il existe ¢, € ]E‘ 1[ tel que :
2

1 1 (z-1)
£(5)=r@+(5-1)r@+22r)
On rappelle que la formule « marche » aussi si b = % <a=1

Ce qui équivaut a

F(3)=1+5/"(

On en déduit que

1_, 1_,

§f (c)=1 +§f (c2)
D’ou

f"(c) —f"(c) =8
Si—4<f'"(cp)<4e|f'(c)l<det—4<f"(c;) <4 e |f"(c)] <4alors —4 < —f(c) < 4et
—8 < f"(cq) — f"(c,) < 8, I’inégalité de droite contredit f"(c;) — f"'(c,) = 8, par conséquent soit
If""(cy)| = 4, soit |f""(c,)| = 4, il existe bien une valeur ¢ € 10,1[ tel que |f"(c)| > 4.
Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.
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Formule de Taylor-Lagrange Pascal Lainé

1. P estun polyndme de degré impair donc P admet une racine réelle (c’est une conséquent quasi-évidente
du théoréme des valeurs intermédiaire puisque les limites en oo d’un polynéme sont +oo et que les
polynémes sont des fonctions continues), appelons a cette racine

[F™ (@) < IP(@)] =0

2. On applique la formule de Taylor-Lagrange, avec reste a 1’ordre n + 1, sur |a, x[ ou ]x, a[, selon que

a < x 0U que x < a, intervalle que I’on nomme I, il existe ¢ € I tel que

2 n+1
f(x)=f(a)+(x—a)f'(a)+( @) f"(a) + - +( ) f™(a )+%f(n+1)(c)
(x_a)n+1 -
RCESVIANES
Donc
lx — a|™+! . a|m*1
lf GOl = WV( V()| _Wlp(c)l

L’inégalité vient de I’hypothése de 1’énoncé. Puis comme P est une fonction continue sur un intervalle
fermé borné, il existe M tel que pour tout ¢ € I, |[P(x)| < M, par conséquent

| _ |n+1
If ()l Sm

_qnt1
Et enfin on fait tendre n vers I’infini, comme M ne dépend pas de n, lx—al™

D M tend vers 0, on en déduit
que f(x) = 0 pour tout x € R.
3. Non, il suffit de prendre une fonction & dérivée bornée comme f = cos , les dérivées successives de
cette fonction sont + cos et +sin donc
lf™)| <1
1 étant le polyndme constant égal a 1 (il s’agit donc d’un polynome de degré pair), et pourtant f # 0.
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
1. On applique la formule de Taylor-Lagrange, avec reste a ’ordre n, sur ]0, x[ ou ]x, O[, selon que 0 < x
ou que x < 0, intervalle que I’on nomme I, il existe ¢ € I tel que

F@) = £(0) +xf'(0) + 5= f”(O) +- +( 1)'f(”)(0) + = f("+1)(c) —_f(n)(c)
Onprendxe]—— [(:)| |<-
Fl = [ 70| = 0] < EE suplr @ o) < @lely

Comme A|x| € ]0,1],
lim (Ax])" =0
n-+oo

Cela montre que f(x) = 0 pour tout x # 0. Comme f(® = £ la premiére condition entraine que
f(0) = 0. On aurait peut conclure aussi en invoquant la continuité de f en 0.

2. Soit
9 = (x+5;)

1
M(x) = £ ( + )
9™ @) =™ (x+
C’est évident, il faut quand méme noter que la dérivée de g est la dérivée composée de f avec la
fonction x — x + i dont la dérivée est 1, et que donc que g'(x) = f' (x + i) % 1, les dérivées

suivantes s’en déduisent par une récurrence bien évidente.
Reprenons

14



Formule de Taylor-Lagrange Pascal Lainé

g™ =0 (=) =0

Car— € ] 1 /1[ en utilisant la question 1°) pour g (au lieude f) g =0 sur] [ comme
! <x<- ! s ! <x+ ! < &
7 =72 22 TSz

On en déduitque f =0 sur] [ et donc sur] ce qui signifie que I’on a « agrandi »

2’ 2/1[
I’intervalle ou f est nulle de 5 a droite. Cela doit vous convaincre qu’en recommengant on pourra

2/1 21

agrandir I’intervalle autant qu’on le souhaite a droite, et évidemment on peut faire pareil a gauche. Pour
cela considérons les fonctions

@) = f (¥ +57) p EN

Et faisons un raisonnement par récurrence
p + 2[
H,:V =0
H, est vraie c’est le 1°), Hy, c’est ce que nous venons de montrer.
Montrons que pourp = 0, H, = Hp4q
Comme ci-dessus
g =1 (x +57)
Par conséquence

p+1
9pa(0) = f (n)( 22 ) 0

+1 1 p+2 . N . N ,
Car p— € ]— T 172—/1 et d’apres I’hypothése de récurrence.

En utlllsant le 1°) pour la fonction g, au lieu de la fonction f

11
Vx € ]—z,/—l[,gpﬂ(x) =0

v e] 11[ ( +p+1)_0
x FICACRETYS A

Ce qui entraine que

Loyt tptt et el o1 ptl pts
A A A 22 24 4 22 21 21 21
On en déduit que f est nulle sur]p ! p+3[ comme f était déja nulle sur]—l p—”[ f est nulle sur
1p+3
A 24

C’est bien la proposition Hy 1
Ceci étant vraie pour tout p on en déduit que f est nuIIe sur

-3+
Par un raisonnement analogue on en déduit que f est nulle sur ]—oo,%[ et donc sur R.

Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.
1.

f est C% sur [azi b] et C3 sur ]azib b[, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange sur [aTH’ b]
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Formule de Taylor-Lagrange Pascal Lainé

2 3

_ . (a+b a+b\ _ (a+b (b_a-zl-b) ,(ath (b_a;b) "
f(b)_f<T>+<b_ 2 )f< 2 >+ 2 f ( 2 >+ 31 Y
=f(a+b)+b—af,(a+b>+(b—a) f”(a+b) (b—a) F7(er)
2. festC?sur [a —] et623sur] : [onpezutappllque?IaformuIeZdeTaonr iagrangesur [a —]
a+b a+b a+b (a_asz) ,(atbh (a_aT-l_b) "
fla) = < )+< 2 )f< 2 )+ 2 f ( 2 >+ 3! (e
SR ) (5 e
= £(222)-2 _“f (L20) Lo (220) B ey
3.
fb) - f(a)
( 2b)_l_b a (a+b>+(b—8a)2f”(a-;b)+(b;8a)3f,,,(cl)>
( a;—b b—a (a+b>+(b;a)zf"(a;b)—(b4_8a)3f"'(02)>
=B -af' (a ) (b_ )3(f”’( D+ f"(c2))

(et (b — a)3 () + " (cy)
= b-af (5 )+ Y x !
est le milieu de f""(c,) et de """ (c,) donc M
f""(c5), autrement dit

Si f”'(C1) < f”’(Cz)

f (cl);rf (c2) est compris entre f""'(c,) et

f,”(C1) + flll(cz)
2

€ 1f" (e, f"" ()]

Etsi f""(c2) <f"'(c1)

f (Cl) ;‘f (CZ) € ]f”'(Cz),f”'(Q)[

Comme f'" est continue sur [a, b] donc sur [cy, ¢c;], d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaire il existe
c € [cq,c,] tel que

flll(cl) + flll(cz)
2

= ")

Par conséquent

b b—a)?
F® — @ = 0 - (232) + EZ ey

Je n’ai pas traité le cas ou f""'(¢q) = f'"(c,), mais dans ce cas ¢ = c1 ou ¢ = ¢, convient de maniere
évidente.
Allez a : Exercice 19
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