Fonctions élémentaires Pascal Lainé

Fonctions élémentaires

Exercice 1.
Déterminer les limites de x™ lorsque n — +oo selon les valeurs de x.
Aller a : Correction exercice 1

Exercice 2.
Déterminer les limites de (In(x))™, avec n € N, lorsque n — +oo
Aller a : Correction exercice 2

Exercice 3.
Résoudre
xY =y*
Lorsque x et y sont des entiers strictement positifs.
Aller a : Correction exercice 3

Exercice 4.

Déterminer la limite quand x tend vers 0% (avec x # 0) de :
1
e x2

x3
(On pourra utiliser une variable auxiliaire bien choisie tendant vers +o).
Aller a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x + %) e’
1. Déterminer les limites de f a l'infini.
2. Etudier les variations de f.

3. Tracer la courbe représentative de f.
Aller a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Soit f la fonction définie sur R par
fx)=RQx—1e*1+4
1. Etudier les variation de f sur R.
2. Calculer les limites de f en too.
3. Tracer sommairement le graphe de f.
Aller a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soient f et g les fonctions définies par
f)=e*+A—-eX)In(1—-e%) et gx)=In(1-e™)e*
Montrer que f et g sont définies pour tout x € R**,
Calculer les variations de f et en déduire que pour tout x > 0, f(x) > 0.

< F).

En déduire les variations de g

1
2
3. Montrer que g'(x) =
4
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5. Calculer la limite de g en 0%, puis calculer la limite de g en +co (on pourra poser X = —e ™)
6. Tracer le graphe de g.
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Soit f: [0, o[ —» R définie par
f(x) = {e_% si x>0
0 si x=0

1. Montrer que f est continue sur R*.

2. Pour tout x > 0 calculer f'(x).

3. Calculer

Jim £ Cx)
Que peut-on en déduire graphiquement ?
4. Déterminer la limite de f en +oco.
Que peut-on en deduire graphiquement ?

5. Dresser le tableau de variation de f et tracer sommairement son graphe.

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.

Soit f la fonction définie sur R par :
1

fx) = {xe_x_2 si x#0
0 si x=0
1. Montrer que f est continue et dérivable sur R.
2. Calculer f'(x) et en déduire les variations de f.
3. Calculer les limites de f en too. Puis les limites en +oo de f(x) — x, en déduire que le graphe de f
admet une asymptote en +oo.
4. Tracer sommairement le graphe de f.
Aller a : Correction exercice 9

Exercice 10.
Soit f la fonction définie par :

1+x
&) :m(l—x)
1. Quel est I’ensemble de définition de f ?
2. Calculer la dérivée de f
3. Quelles sont les variations de f.

Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
Soit f la fonction definie sur R par

fx) = ln(x +/x% + 1)
1. Vérifier que f est bien définie sur R.

2. Calculer f'(x). On exprimera f'(x) sous la forme (u(x))a ou u est un polynéme et a un réel.

3. Calculer les limites de f en +oo et en —co.
Aller a : Correction exercice 11
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Exercice 12.
Soit f la fonction définie sur R par

f(x) =In (x —x?% - 1)
1. Déterminer I’ensemble sur lequel f est définie et continue.

2. Calculer f'(x). On exprimera f’'(x) sous la forme ﬁ(u(x))a ol u est un polynéme et a et g sont des
réels.
3. Calculer la limite de f en +oo.
Aller a : Correction exercice 12

Exercice 13.
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2 sin(x) + sin(2x).
1. Déterminer I'ensemble de définition de f, sa période et sa parité. En déduire un ensemble d'étude.
2. Calculer la dérivée de f et déterminer son signe.
3. Dresser le tableau de variation.
4. Tracer la courbe représentative de f.
Aller a : Correction exercice 13

Exercice 14.
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 2 cos(x) + sin(2x).
1. Déterminer I'ensemble de définition de f, sa période et sa parité. En déduire un ensemble d'étude.
2. Calculer la dérivee de f et déterminer son signe sur [—m, 7].
3. Dresser le tableau de variation.
4. Tracer la courbe représentative de f sur [—m, 7].
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Soit f la fonction définie sur I = R par :
f(x) = sin?(x) + %cos(x)
1. Etudier la parité de f et sa périodicité, en déduire un intervalle d’étude.
2. Montrer qu’il existe un unique x, € E,%], tel que f'(x,) = 0.
3. Etudier les variations de f sur [0, ].

4. Dresser le tableau de variation de f et tracer le graphe de f.
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
Soit f la fonction definie sur R par

fx) = %cos(Sx) - zcos(Zx)

1. Déterminer la période de f, sa parité et en déduire un intervalle d’étude 1.
2. Exprimer sin(3x) et sin(2x) en fonction de cos(x) et sin(x).

3. Etudier les variation de f sur I.

On admettra qu’il existe un unique x, € E,%n] tel que cos(xy) = —itel que cos(x) = —% six €[0,x,] et

cos(x) < —isi X € [xq,m].
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Si on connait les fonctions trigonométriques réciproques donner un nom a x,. (Hors programme)
4. Calculer £(0), f(xy) et f(mr) sous forme rationnelle.
5. Dresser le tableau de variation. Tracer sommairement le graphe de f sur trois périodes.
Aller a : Correction exercice 16

Corrections

Correction exercice 1.
Six < —1alors x™ n’a pas de limite mais lim |x|™ = +oo

n—+oo
Six = —1alors x™ = (—1)™ n’a pas de limite.
Silx]<le -1<x<1lalors lim x™ =0

n—-+oo
Six =1alorsx™=1donc lim x™ =
n—+oo
Si x >1alors lim x™ = 4o
n—-+oo

Profitons de ce petit exercice pour rappeler les équivalences tres importantes suivantes :
—l1<x<lelxl<lex*<lel1-—x2>0
Aller a : Exercice 1

Correction exercice 2.
—1<1n(x)<1<:>e_1<x<e<:>%<x<e
Donc
Evidemment x > 0.
Sio<x < ialors In(x) < —1 et (In(x))™ n’a pas de limite.
Si é <x<ealors—1<In(x)<1let(nx)" -0

Six=-ealorsln(x) =1let(ln(x))"=1-1
Six > ealorsIn(x) > 1et (In(x))™ - +o
Aller a : Exercice 2

Correction exercice 3.
In(x) In(y)

e f)=f)

=y e ey In(®) — pxIn(y) o yln(x) =xIn(y) &

Sion pose f(t) = @

1
F) = Ft—In(®) x1 _1-In(®)
t2 t2

Les variations de cette fonction sont résumées dans le tableau ci-dessous
t 0 1 e 400
f'(® + 0 -

1

e

F© [0 o

Six < 1, il yaune unique solution (x, x).
Si1l< x <e,ilyadeux couples de solutions (x,x) et (x,y) avecy > e.
Si x = e, il ya une unique solution (e, e)
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Six > e, il yadeux couples de solutions (x, x) et (x,y) avecy < e.
Maintenant cherchons les solutions dans (N*)? :
x = n = 1 donne la solution (1,1).
x =n = 2 €]1,e[, on cherche I'unique y = m > e tel que 2™ = m? (s’il existe).
m = 3 ne marche pas, m = 4 est solution (c’est donc la seule).
Aller a : Exercice 3

Correction exercice 4.
1 .
On pose X =, si x - 0* alors X —» +o

_y2
:X3€X

3
11 s’agit d’une forme indéterminée puisque X3 tend vers I’infini et e =%~ tend vers 0.
La fonction exponentielle I’emporte sur les fonctions puissances (lors d’une forme indéterminée)

_X2:0

Aller a : Exercice 4
Correction exercice 5.

1. Six<O0onposex? =X o x =—VX,donc f(x) = (—\/7+%)e‘xm0
lim () =0
Six > 0onpose x? =X & x =+X,donc f(x) = (ﬁ+%)e‘xm0
Jim, () =0
Ceci dit dans ce cas les limites sont presque évidentes.
2. f'(x) =e™ + (x + %) (=2x)e*" = (=2x2 —x + 1)e ™"
Le polyndme —2X% — X + 1 admet X; = —letX, = %comme racines donc
—2X2—X+1=-2X+ DX -3)
Donc f'(x) = —2(x + 1)(x — %)e"‘2
On en déduit le tableau de variation de f
X —00 -1

f'(x) - 0 +

f@) 0\ / o \
= 0

2e

+ oo

(el SH T

— 1
3. 2—: ~ —0,2engrosete 4= 0,8 en gros.
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Aller a : Exercice 5

Correction exercice 6.

- (e : - - -1 _1
1. f est évidemment définie, continue et dérivable sur R. Comme e*™1 = e* x ¢! = ;e" ona

fxX)=Rx—1De* 1 +4= %(Zx —1)e* +4

flix)=2e*1+Q2x—1e* 1 =e*12+2x—1)=e*"12x + 1)

Comme e*~1 > 0, le signe de f'(x) est celui de 2x + 1

Six<— % alors f'(x) est négative et f est décroissante sur I’intervalle ]—00, - ;[

Six>— é alors f'(x) est positive et f est croissante sur I’intervalle ]—%, +00[.

2. L’exponentielle I’emporte sur les fonction polynémes donc
lim f(x) =4 et lirP f(x) =+
X—>—00 X—+00

~N
»
>

fx)=QRx—1e*1+4

\

|

= N W
1

D

-3,5 -3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

Aller a : Exercice 6

Correction exercice 7.

1.
x>0 x<0eoe*<lol—-e*>0
Donc f et g sont définie, continue et dérivable sur R**.
2.
e—x
ffx)=—e*+e*In(1l—e™)+(1—-e™) x T —er= —e*+e*In(l—e*)+e7*
=e*In(1—e7%)
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Le signe de f'(x) est le méme que celui de In(1 — e™), commee™ > 0,0nal —e™* < 0, donc
In(1 — e™*) < 0, on en déduit que f est décroissante sur R**.

Pour montrer que pour tout x > 0, f(x) > 0 il faut et il suffit de montrer que la limite de f(x) en +oo
est positive, comme la limite de e™* en +oo est nulle, la limite de f(x) est 0 + 1 x In(1) = 0, ce qui
acheve la démonstration.

X ex
o xet In(1—e™)e* = e™*+(A—-e™n(1-e™)) =

1—e*
>0
Car1—e ™ >0etf(x)> 0 pourtoutx > 0.
4. Pourtoutx > 0, g'(x) > 0 donc g est croissante

ex

1—e*

g'(x) = f)

5.
lim,_g(x) = —o0
1 1+X
gx) =In(1+X) x_—X— —ln( ¥ )X—_)())—l
Car
o —xy —
(e =0
6.
0 $ T T T T 1
05 0,5 1 1,5 2 2,5
-1 —
15 —

N
4
L

-3,5

-4

-4,5

-5

Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1. Pour x > 0 f est continue et dérivable en tant que composée de fonctions continues et dérivables.
En0*+
1
xll,r(r)l+_;= —00 = xll)rglJre x=0=f(0)
Donc f est continue en 0*. Donc sur R*.
2. f est dérivable en tant que composée de fonction dérivable sur R**.

I -t 1 _1
o =(-3) er=qe
3. Onpose X = i — +oo lorsque x - 07, ce qui équivaut a x = %
f'(x) =X%e™*

3 / — 1i 2,-X
g ST = Jip, Xe =0

7
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Par croissance comparée.
f est continue en 0 et f" admet une limite en 0 donc f est de classe C* en 0. En particulier f est
dérivable en 0 et admet une demi-tangente horizontale en 0.

lim ——=0= lim e_%= 1
x—t+0 X x—+00
La droite d’équation y = 1 est asymptote en +oo.
5. 1l est clair que pour tout x > 0, f'(x) > 0
X 0 400
ff&x) |0+

f) 1
0 /

1

0,8 e

0,6 /
i
0,2 /

-0,2 (P

Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.

1. Six # 0 f est lacomposée et le produit de fonction continue et dérivable, donc f est dérivable.
-1 -1
lim— =—-co=lime x* =0
x-0 X x—0
1

lirr(l)xe_x_2 =0=f(0)
X—
f est continue en 0.

f@-fO _ 1
x—0 - ¢
fx)—f(0)

m——=

li 0
x-0 x—0
f est dérivableen 0 et f'(0) = 0.
2. Pourtoutx # 0
= g 1 _ _ 2
La dérivee de —— = —x Zest —(=2)x73 = =
1
_L 2 _1 e x?
ff)=e @ +xx—e 2=—(x*+2)>0
X X
Comme f'(0) = 0, f est strictement croissante sur R.
3.
-1 -1
lim —=0=lime x*=1
x—too X x—0
_1
lim xe x* = —o0
X——0o

8
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1
lim xe x? = +o0
X—4+o0

1

_1 _L 1 —X*_1q
f(x) —x = xe xz—x=x(e x2—1>=}(e‘X2—1)=

e
X-0
11 s’agit du taux de variation de la fonction ¢: X — =% en 0, sa limite est ¢’ (0)
p'(X) = —2Xe X' = @'(0)=0
X2 -1
xl_l)finoo(f(x) —x) = }g{{éﬁ =¢'(0)=0
La droite d’équation y = x est asymptote a la courbe en +oo.
4,

Y
A

Aller a : Exercice 9

Correction exercice 10.

1.
On cherche les valeurs de x telles que i—i >0
X —0o0 -1 1 +oo
1—x + + 0 -
1+x - 0 + +
1+x - 0 + —
1-x

Par conséquent Dy = |—1,1]
2. Vxe€]-11Lf(x) =In(1+x) —In(1 —x)
Donc
-1 1 1 1—x+14+x 2

1—x=1+x-|_1—x=(1+x)(1—x)=1—x2

1
fO=1-

vxe]-11[x* <1
Donc 1 — x2 > 0, ce qui montre que f'(x) > 0 et que la fonction est strictement croissante.
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1.

Vx € R, —x < |x| > Vx €R, —x <JxZ2=>Vx €ER, —x <+x2+1
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= Vx € R, 0<x++x2+1

Ce qui montre que f est définie sur R. (et méme continue et dérivable sur R).
1
2. Ladérivéede g:x > x+Vx2+1=x+ (x? + 1)z est

'(x) 1+1(2+1y%x2 1+— Crlix
X) = — (X X = =
I 2 VxZz +1 Vx2 +1
VT L+ x
N ) 1
fray=—2 2t - = (?+1)72
x+Vx2+1 Vx2+1
C’est bien la forme que suggérait I’énoncé.
3. Six—> toalorsx +vVx?2+1 - +ooet f(x) » +oo
(x+VxZ+1)(x—VxZ+1) x2—x2+1) -1
X+x?+1= = =
x—Vx?+1 x—vVx?+1 x—-+vVx?+1
Six » —coalorsx —vVx2+ 1 - —oo etalors
-1
- 0"
x—vVx?+1

Donc

Aller a : Exercice 11

Correction exercice 12.
1. Nécessairement x% > 1, soit x < —1, soit x > 1, mais si x < —1 alors x — Vx2 — 1 < 0 donc f n’est
pas définie.
Six>1
x?—1<x?=>{Jx2-1<|x|=x=>x—+x2-1>0

f est définie et continue sur [1, +oo].
Remarque :
Un raisonnement qui ressemble plus ou moins a ¢a est faux

x—Jx2—1>0ox>Jx2-1ox?>x*-1

Il a deux problémes majeurs, d’abord on oublie que x? — 1 doit étre positif et je rappelle que a = b = a? = b?
et que si I’on veut qu’il y ait équivalence il faut que a et b soit de méme signe. Dans notre exercice
x > Vx? — 1 est évidemment faux pour un x < 0.

1
2. Ladérivéede g:x > x —Vx2—1=x+ (x> —1) zest

) =1 s = 1) 3x2x=1 x? —1-x
x)=1—=(x*— x=1- =
g 2 Vxz -1 Vxz —1
x2—1—x
V2 — -1 1
O =-(2-1)72

x—vVx2—-1 +Vx2-1
C’est bien la forme que suggérait I’énoncé.

3. Six—> +ooalorsvx? -1 - 4o
Il s’agit d’une forme indéterminée

(x=Vx2=1)(x+Vx2—-1) x*>—(x>-1) 1

—Jy2_1 = = =

* * x+Vx2 -1 x+Vx2—1 x++Vx?2-1
10
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Six » +oalors x + Vx2 —1 - +oo etalors
1

E———
x+vVx2-—1

Donc

f() =In (ﬁ) e

Aller a : Exercice 12

Correction exercice 13.
1. f est définie (continue et dérivable) sur R, 2m périodique et impaire (ce sont des évidences qu’il n’est
pas nécessaire de développer), on étudiera f sur I’intervalle [0, 7], par parité on connaitra les variation
de f sur [0,27], puis par périodicité sur R.

f'(x) = 2 cos(x) + 2 cos(2x) = 2(cos(x) +2 cos?(x) — 1) = 2(2 cos?(x) + cos(x) — 1)
Le polyndme 2X% + X — 1 admetX; = —1etX, = %comme racine donc
2X%+ X —1=2(X + 1)(X —2), on en déduit que f'(x) = 4(cos(x) + 1) (cos(x) —3)
Dressons un tableau de signe :

X 0 g T
cos(x) +1 + + 0
cos(x) + % + 0 -

f'(x) + 0 - 0

f est croissante sur [O, %] et décroissante sur En]
3. On en déduit le tableau de variation de f.

f(z) =251n(z)+sin<2_n> 2\/§+§:£

3 3 3 2 2 2
X 0 g T
F'(x) + 0 - 0
f(x) 3V3
2
0/ \‘0
4°)
33 y3
2 2
1
X
8 6 4 /3 2 8

Aller a : Exercice 13

Correction exercice 14.

11
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1. f est définie sur R, 2m-périodique mais elle est ni paire ni impaire. On 1’étudiera sur [—m, 7].

2. f'(x) = —=2sin(x) + 2 cos(2x) = —2sin(x) + 2(1 — 2sin?(x)) = —4 (sinz(x) + %sin(x) - %)
1

Le polyndme X2 — %X + % admet —1 et % comme racine donc X2 — %X + % =X+1) (X - E)’ on en

déduit que :
£1(x) = —4(sin(x) + 1) (sin(x) - %)

{sin(x) +1=0 s
Sx=—=
x € [—m, 7] 2
Et pour tout x € [—m, ] avec x # —%, sin(x) +1> 0
1
i R T 5
[sm(x) 5 0(:”6:g ouxzz
x € [—m, 7]
Six e [—n,%[, sin(x) —% <0
. s .
Six e E,?n[, sin(x) —% >0
Six € ]5?”,71], sin(x) < 0
On en déduit le signe de f'(x) sur [—m, 7]
X _ _r L3 5w
n 2 6 6 n
f'(x) + o+ 0 - 0 +
3.
T 51
g T ) s r T
f'(x) + 0O+ 0 — 0 +
J10) B -,
7 2
0 e
—2 — \_@
2
4,
3 -
<
2
1 .
-4 1 1 4
-1 S
-2
-3 -

12
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Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
1. f est paire et 2w périodique, on étudie f sur [0, ]
1 1

2. Onpose g(x) = cos(x)—i, g(g) =cos(§)—%=5——=i> Oetg(g) = cos(g)—i= —i< 0
D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires il existe une valeur qui annule g dans E,g[ D’autre part
g'(x) = —sin(x) < 0 sur cet intervalle, donc cette valeur est unique.

3. f'(x) = 2cos(x)sin(x) — %sin(x) = 2sin(x) (cos(x) - i)

sin(x) =0
vx € [0, ], f'x)=0o

1
4

cos(x) =

Il'y a deux valeurs qui annulent sin(x) dans [0, 7], ce sont 0 et 7.
1

Pour € [0, 7] cos(xy) = :

X 0 X T
sin(x) 0 + + 0
cos(x) + % + 0 -

F'(x) 0 + 0 — 0

f est croissante sur [0, x,]
f est décroissante sur [x,, ]

_16-1+2 17

16 16
X 0 X
f'(x) 0 + 0
f(x) 17
16
1 /
2
0,2 -
-15 -10 -5 ) 5 10 15
0,2 -
0,4 -
0,6 -
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Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1.

flx+2n) = %cos(S(x + 27t)) — Zcos(Z(x + Zn)) = %cos(Sx + 6m) — Zcos(Zx + 41m)

1 3
= §cos(3x) - Zcos(Zx) = f(x)

f est 2m périodique.
fl=x) = §C05(_3x) - ZCOS(—ZX) = §COS(3x) - Zcos(Zx) = f(x)
f est paire (et 27t périodique) donc on étudie f sur [0, 7r].

cos(3x) + isin(3x) = e3%* = (ei’c)3 = (cos(x) + i sin(x))3
= cos3(x) + 3i cos?(x) sin(x) — 3 cos(x) sin?(x) — i sin3(x)
= cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x) + i(3 cos?(x) sin(x) — sin3(x))
Voir cours pour plus de détails. Puis on égalise les parties réelle et imaginaire
{cos(3x) = cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x)
sin(3x) = 3 cos?(x) sin(x) — sin3(x)
sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)
C’est une formule connue.

f'(x) = —sin(3x) + ;sin(Zx) = —(3 cos?(x) sin(x) — sin®(x)) + 3 sin(x) cos(x)

= sin(x) (=3 cos?(x) + sin?(x) + 3 cos(x))
= sin(x) (=3 cos?(x) + 1 — cos?(x) + 3 cos(x))
= sin(x) (=4 cos?(x) + 3 cos(x) + 1)
Soit P le polynéme P = —4X2 + 3X + 1, il admet 1 et —icomme racine. On déduit que

1
P=—4(X - 1)(X+Z>
Et que

—4 cos?(x) + 3cos(x) + 1 = —4(cos(x) — 1) (cos(x) + %)

Et la dérivée vaut

1

f'(x) = —4sin(x)(cos(x) — 1) (cos(x) + Z)
Faisons un tableau de signe pour trouver le signe de f'(x) selon les valeurs de x € [0, 7]
X 0 Xo T
sin(x) 0 + 0
cos(x) —1 0 —

1

cos(x) + " 0 -

sin(x)(cos(x) — 1) (cos(x) +3) | © + 0

f'(x) 0 + 0 — 0
f est croissante sur [0, x, ] et décroissante sur [x,, 7]

+ 1|+

|
o

En fait x, = arccos (— i) (Hors programme), c¢’est I’unique valeur de [0, ] dont le cosinus vaut — %.
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Fonctions élémentaires Pascal Lainé

1 3 5
f) = §cos(0) - Zcos(O) =-7
f(m) = 1COS(37T) —Ecos(zn) = _% _% — _g

fx)== cos(3x) - Ecos(2x) == (cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x)) — = (2 cos?(x) — 1)

= §(cos3(x) —3cos(x) (1 — cos?(x)) — Z(Z cos?(x) — 1)

3
= — 3 —_— 2 —_ -
3 C0S (x) 5 cos (x) — cos(x) + 2

1

Sachant que cos(xy) = — "

3 3 4/ 1) 3/ 1\ 1 3 1 3
f(xo) = —cos3(x0)—Ecosz(xo)—cos(x0)+ —(——) ——(——) t2tiT " wm !

4 3\ 4 2\ 4 48 32
-2-9+96 85
B 96 96
5.
X 0 X T
f'(x) |0 + 0 - 0
f(x) / 85 \
96
_5 _13
12 12
<11
0,5 -
8 6 f 4 2 ) f Xq 4 E 6 8
_’5 i
_1 4
1,5 -

Aller a : Exercice 16
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