Pascal Lainé

Ensembles-Applications

Exercice 1 :
Soit f:1 — J définie par f(x) = x2
1. Donner des ensembles I et ] tels que f soit injective mais pas surjective.
2. Donner des ensembles I et J tels que f soit surjective mais pas injective.
3. Donner des ensembles I et ] tels que f soit ni injective ni surjective.
4. Donner des ensembles I et J tels que f soit injective et surjective.
Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
Dire (en justifiant) pour chacune des applications suivantes si elles sont injectives, surjectives,
bijectives :
fiR->R f:R* > R* f:10,1] = [0,2]
x B x? x B x? x B x?
g:R->R h:R - R k:R->R
x - x+ x3 x e x? 4 x3 xe x+x*

Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
Soit I € Ret] c R, deux intervalles de R. Soit f: I — J une fonction strictement croissante.
1. Montrer que f est injective.
On pourra montrer la contraposée (et on rappelle que x; # x, équivauta x; < x, OU x, < Xx4)
2. Déterminer I’ensemble K tel que f: 1 — K soit bijective.

Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Soit f: N? — N définie pour tout (n,m) € N? par f(n,m) = mn
Soit g: N — N? définie pour tout n € N par g(n) = (n, (n + 1)?)
1. f est-elle injective ?
2. f est-elle surjective ?
3. g est-elle injective ?
4. g est-elle surjective ?

Allez a : Correction exercice 4 :

Exercice 5:
Soient
fiN-N g:N-N
ne2n ne E (E)
Ou E (x) désigne la partie entiére de x
Les fonctions sont-elles injectives, surjective ? Comparer fogetgo f.
Allez a : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Soit f une application de E vers E telle que :
f(f(B))=E

Montrer que f est surjective.
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Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
On considére I’application f: N — N définie pour tout n € N par f(n) = n?
1. Existe-t-il g:N — Ntelleque :f o g = Idy ?
2. Existe-t-il : N —» N telle que tho f = Idy ?
Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
Soit f: Z — 7Z définie par f(n) = 2n
1. Existe-t-il une fonction g:Z — Ztelleque f o g = Idy; ?
2. Existe-t-il une fonction h:Z — Z telleque ho f = Idy ?
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
Soit f: E — F une application, ou Card(E) = Card(F)
Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes
Q) f est injective
(i) f estsurjective
(iii)  f est bijective

Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Répondre aux questions qui suivent, en justifiant, le cas échéant, votre réponse par un bref argument, un
calcul ou un contre-exemple.
1. Siles applications u: N — Z et v: Z — N sont bijectives, alors I’application u o v o u: N - Z est
aussi bijective. Vrai ou Faux, justifier.
2. L’application f: N3 — N: (a, b, ¢) » 2%325¢ est une application
(i) bijective (ii) injective et pas surjective (iii) surjective et pas injective (iv) ni surjective ni
injective
Justifier.
3. Soitn € N\ {0,1}. L’application ¢:Z — N qui a I’entier [ € Z associe le reste de la division
euclidienne de [ par n est une application.
(i) bijective (ii) injective et pas surjective (iii) surjective et pas injective (iv) ni surjective ni
injective
Justifier.
4. Soienta,b,c,d € Ztels que ad — bc = 1. Déterminer 1’application réciproque de la bijection
f:7? - 7?
(w,v) » (au+bv+1,cu+dv—1)
Allez a : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :
1. Soientq; € N\ {0,1}etg, € N\ {0,1}
Montrer que :

1 < 1 1 < 1
2 ¢ q2 2
2. Soit f:Z x N\ {0,1} - Q I’application définie par :
1
foe)=p *7
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a. Montrer que f est injective ?
b. f est-elle surjective ?

Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
Pour un entier n € N on désigne par I,, I’ensemble {1,2, ..., n}.
1. On suppose n = 2. Combien y-a-t-il d’application injectives f: 1, = I, ?
2. A quelle condition portant sur les entiers m et n peut-on définir une application f: I,,, — I,, qui soit
injective, surjective, bijective ?
Allez a : Correction exercice 12 :

Exercice 13::
Soient E, F et G trois ensemble et soient f: E — F et g: F = G deux applications.
1. Montrer que si f et g sont injectives alors g o f est injective.

2. Montrer que si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
3. Que peut-on conclure sur g o f si f et g sont bijectives ?
4. Montrer que si g o f est injective alors f est injective.
5. Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.
6. Siaprésent f:E — F et g: F - E, déduire de ce qui précéde ce que 1’on peut dire dans les cas
suivants :
a. geof=1Idg
b. fog=Idg
C. fef=Idg

Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :
Soient X et Y deux ensembles non vides et f une application de X dans Y. Une application s, de Y dans
X, telle que f o s = Idy s’appelle une section de f.
1. Montrer que si f admet au moins une section alors f est surjective.
2. Montrer que toute section de f est injective.
Une application r, de Y dans X, telle que r o f = Idy s’appelle une rétraction de f.
3. Montrer que si f possede une rétraction alors f est injective.
4. Montrer que si f est injective alors f posséde une rétraction.
5. Montrer que toute rétraction de f est surjective.
6. En déduire que si f posséde a la fois une section s et une rétraction r, alors f est bijective et ’on a :
r = s(= f~1 par conséquent).
Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15:
1. Soit f I’application de I’ensemble {1,2,3,4} dans lui-mé&me definie par :
f=4 f2)=1,fB)=2 f@A =2
Déterminer f~1(A) lorsque A = {2}, A = {1,2}, A = {3}.
2. Soit f l’application de R dans R définie par f(x) = x2. Déterminer f~1(A) lorsque A = {1}, A =
[1,2].
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
1. Soit f: R? — R définie par f(x,y) = x. Déterminer £([0,1] x [0,1]), f~1([—1,1]).
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2. Soit f: R — [—1,1] définie par f(x) = cos(mx), déterminer f(N), f(2N), f~1({£1}).
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
Soit D = {(x,y) ER?, —y <x <y}
Soit f: D — R x R définie par f(x,y) = (x% + y?, 2xy)
1. Représenter D dans le plan.
2. a. Montrer que si deux couples de réels (x;,y;) et (x5, y,) Vérifient
{x1+y1 =X Y2
X1—=YV1=X2— )2
Alors (xq,y,) = (x5, y2) (autrement dit x; = x, et y; = y,).
b. Montrer que f est injective, on pourra se ramener au systeme du 2.a..
3. Est-ce que f est surjective ?
Allez a : Correction exercice 17 :

CORRECTIONS

Correction exercice 1 :
1. I=[01]et] =[-1,1].
2. I=[-11]et] =[0,1].
3. I=[-11]et] =[-11].
4. I=10,1]et] =[0,1].
Allez a : Exercice 1 :

Correction exercice 2 :
ffR->R
x - x?
f(—=1) = f(1) donc f n’est pas injective.

—4 n’a pas d’antécédent, car f(x) = —4 <& x? = —4 n’a pas de solution dans R. f n’est pas surjective.
Une fonction est bijective si et seulement si elle est injective et surjective donc cette fonction n’est pas

bijective.
f:R* - R*
x - x?
flx) =flxy) > xf =x5 = "xf = (x5 =2 x| =[xl 2 x5 =x,

Car x; > 0 etx, = 0. f estinjective.

Pour tout y € R*, (celui de I’ensemble d’arrivée), il existe x = \/} € R", (celui de I’ensemble de départ)

tel que : y = f(x), en effet f(x) = (ﬁ)z = y donc f est surjective.
f est bijective.
f:10,1] - [0,2]
x - x?

flx) =flxy) > xf =x5 = ,/x12= X22$|X1|=|x2|=>x1=x2

Carx; = 0 etx, > 0. f estinjective.
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2 n’a pas d’antécédent, car f(x) = 2 © x? = 2 n’a pas de solution dans [0,1]. f n’est pas surjective.
gR->R

x e x+x3
g est une fonction dérivable, g’ (x) = 1 + 3x? > 0 donc g est strictement croissante sur R.
La contraposée de g(x;) = g(x3) = x; = xy estx; # x, = g(x1) # g(x3)
Supposons que x; # x,, alors x; < x, (ou x, < x4, ce que revient au méme), on en déduit que g(x;) <
g(xy) car g est strictement croissante, par conséquent g(x;) # g(x,), g est injective.

lim g(x) =—o et Ilim g(x) = +oo

X——00 X—+00
g est une bijection strictement croissante de R sur R, par conséquent pour tout y € R, il existe un
unique x € R tel que y = g(x), g est surjective. Mais ’unicité du « x » fait que g est bijective donc il
¢tait inutile de montrer I’injectivité de g.
h:R-R
x - x% +x3
On va étudier (sommairement) cette fonction et dresser son tableau de variation.
h est une fonction dérivable sur R. h'(x) = 2x + 3x? = x(2 + 3x)
lim h(x) =—oc0 et lim h(x) =+

X——00 X—+o00

Le « x3 » I’emporte sur le « x2 ».

h(0) =0 et h(—%) (_§>2+(_§)3:g_28_7:;_7

X —00 —% 0 400

h'(x) + o - 0 +
4
h(x) 7w\ /v 40
—00 0

Les seules bijections de E < R sur F c R sont les fonctions strictement monotones dont I’image de E
est F.
h n’est pas une bijection.
Comme h(—1) = 0 = h(0), h n’est pas injective.
Pour tout y € R il existe x € R tel que y = h(x), et bien il n’y a pas unicité sinon h serait bijective.
Pour tout y € [0,%[ il existe trois valeurs x tel que y = h(x), pour y = % il y en a deux pour les

autres y n’a qu’un antécédent.

kR->R
x - x+x*
On va étudier cette fonction, k est dérivable et k’'(x) = 1 + 4x3
1
1 1\3 1
k'(x)=0<:>1+4x3=0<:>x3=—Z@x=(—§) =——
23

(-0 -3

lim h(x) =+ et lim h(x) =+
X——00 X—+00

Le « x* » I’emporte sur le « x ».

X —00 — 400

o l\w)u:ol“"’

k'(x) — +

k(x) +00\ _é /v +00

Pour tout y > — is y admet deux antécédents, k est ni surjective ni injective.
23
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Allez a : Exercice 2 :

Correction exercice 3 :
1.
Six; < xyalors f(x;) < f(xy) donc f(x;) # f(xy)
Si x; > x5 alors f(x;) > f(xy) donc f(xq) # f(xz)
Donc f est injective.
2. K=f()

Allez a : Exercice 3 :

Correction exercice 4 :
1.
f12)=1x2=2x1=f(21)
Donc f n’est pas injective.
2. f(Lp=1xp=p
Donc pour tout p € N, il existe (n,m) = (1,p) tel que p = f(n,m)
f est surjective.

ny =n;
g(ny) = gny) = (ny, (ng + 1)) = (ny, (n, + 1)%) = {(nl +1)% = (ny + 1)? SN =N,
Donc g est injective.
4. On va montrer que (1,1) n’admet pas d’antécédent. Supposons que
(1,1) =(n,(n+ 1)?)
Alors

1=n
{1 = (n+ 1)?
Ce qui équivaut a
{ 1=n
1 =22
Ce qui est impossible donc (1,1) n’admet pas d’antécédent, g n’est pas surjective.
Allez a : Exercice 4 :

Correction exercice 5 :

f(n) =f(ng) = 2ny =2ny = ny =n,
f estinjective.
1 n’a pas d’antécédent car il n’existe pas d’entier naturel n tel que 1 = 2n, f n’est pas surjective.
g(0) =E (g) =E)=0etg(1)=E G) = 0, donc g(0) = g(1) ce qui entraine que g n’est pas
injective.
Pour tout y = n € N (dans I’ensemble d’arrivé) il existe x = 2n € N (dans I’ensemble de départ) tel
que :

X 2n

90 =E(5)=E(S)=Em =n=y
g est surjective.
Si n est pair, il existe p € N tel quen = 2p

fogm =flgm) = Flgp) = f (E (27’”)) = FE®) = f®) =2 =n

Si n est impaire, il existep € Ntelquen =2p + 1
2 1 1
fogtm) = Flgm) = f(g(2p + 1) =f<E( P )) =f<E(p+§)> = f@)=2p=n-1
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sin est pair
sin est impair

n
fogm ={,",
Que n soit paire ou impaire
2n
9o = g(fm) = g = £ () = Em =n
gef=id
Remarque :
Comme on le voit sur cet exemple, il ne suffit pas que g o f = id pour que g soit la bijection réciproque
de f. La définition de la bijection réciproque d’une fonction f;: E — E est :
« S’il existe une fonction f5: E — E telleque fy o f, = fo o fy = idg alors f, = f; X »onaalors : f; et

f sont deux fonctions bijectives.
Allez a : Exercice 5 :

Correction exercice 6 :
f(E) c Edonc f(f(E)) c f(E) cE,or f(f(E)) = Edonc E c f(E) c E, par conséquent
E = f(E) ce qui signifie que f est surjective.

Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :
1. Supposons que g existe, fo g = Idy © Vn €N, f(g(n)) =n & vn €N, (g(n))2 =n

Si n n’est pas un carré cela ne marche pas, par exemple si n = 2, (g(Z))2 =2donc g(2) =+V2 ¢N
Il n’existe pas de fonction g: N — N telle que :f o g = Idy.
2. Supposons que h existe, ho f = Idy < Vn € N,h(f(n)) =n & vn € N,h(n?) =n
Les valeurs h(p) prennent les valeurs qu’elles veulent sauf lorsque p est un carré auquel cas
h(p) = \/_ donnons une fonction h qui répond a la question :
Sip # n? alors h(p) = 0 etsip = n?alors h(p) = /p =n.
Allez a : Exercice 7 :

Correction exercice 8 :
1. Si g existe alors pour tout n € Z, f(g(n)) = n & 2g(n) = n, si n estimpair g(n) ¢ Z donc il
n’existe pas de fonction g: Z — Ztelle que f o g = Idy.

2. Si hexiste alors pour toutn € Z, h(f(n)) =n & h(2n) =n

Soit h la fonction définie, pour tout p € Z, par h(2p) = p et h(2p + 1) = 0 convient.
Allez a : Exercice 8 :

Correction exercice 9 :
Onpose E = {eq, €;, ...,en} 6t F = {f1, f2, ..., fn}, €t bien sur tous les e; sont distincts ainsi que tous les
fi.
On rappelle que le fait que f soit une application entraine que {f (e,), f(e,), ..., f(en)} € {fi, f2r ) fr}
On suppose que f est injective, on va montrer que f est surjective.
On va montrer la contraposée, ¢’est-a-dire que 1’on va montrer que si f n’est pas surjective alors f n’est
pas injective.
Soit f; € F et on suppose qu’il n’existe pas de e; € E tel que f; = f(e;) (f n’est pas surjective)
Donc {f (eq), f(ez), ..., f(ex)} € {f1, eue» fi—1, fir1s » [ s il Yy @ i éléments dans le premier ensemble et
n — 1 dans le second, donc il existe j, et j,, avec j; # j, dans {1,2, ..., n} tels que f(ejl) = f(e;,), or
ej, # ej, donc f n’est pas injective.
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On suppose que f est surjective et on va montrer que f est injective.
On va montrer la contraposée, c¢’est-a-dire que 1’on va montrer que si f n’est pas injective alors f n’est
pas surjective.
Si f(e;) = f(e;) = uavec e; # ¢; alors
{fleD), ... fleim),u, f(eix1), o f(€j=1) W f(€j41) - f(€n)} € {1, for -0 f}, 1€ premier ensemble a
n — 1 éléments et le second n donc il existe un f; qui n’a pas d’antécédent, cela montre que f n’est pas
surjective.
On a montré que (i) < (ii), par définition (iii) = (i) et (iii) = (ii). Siona (i) alors on a (ii) et
(i) et (ii) entraine (iii) de méme si on a (ii) alors on a (i) et (i) et (ii) entraine (iii). Ce qui acheve de
montrer les trois équivalences.

Allez a : Exercice 9 :

Correction exercice 10 :
1. uetwvsontsurjectives donc u(N) = Z et v(Z) = N par conséquent

uovou(N)=u (v(u(N))) = u(v(Z)) =u(N)=1Z

Cela montre que u o v o u est surjective.

uovou(x;) =uovou(x,) ©u (v(u(xl))) =u (v(u(xz))) = v(u(xl)) = v(u(xz))
Car u est injective
uovou(x)) =uovou(x,) © v(u(xl)) = v(u(xz)) S ulxg) = u(xy)
Car v est injective
uovou(x)) =uocvoulxy) © ulxy) =ulx;) © x; =x,
Car u est injective
Finalement u o v o u est injective et donc bijective (puisqu’elle est surjective).
2. 7 n’admet pas d’antécédent donc f n’est pas surjective.
f(a,b,c) = f(a,b',c") e 243b5¢ = 2a'3b"'5¢’
L’unicité de la décomposition des entiers en produit de facteur premier entraine que a = a’, b =
b’ et c = ¢', autrement dit f est injective.
Donc f est injective et pas surjective.
3. p(n) =0 etp(2n) =0
Donc ¢ n’est pas injective.
p(Z)={01,..,n—1} &N
Donc ¢ n’est pas surjective.
4. Pour tout (x,y) € Z on cherche s’il existe un unique couple (u, v) € Z tel que
Premiercasa # 0
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x=au+bv+1

y=cu+dv-—1

Ll{x—1=au+bv® L, { x—1=au+ bv

Lz y+l=cu+dv "~ cLy—alylc(x—1)—a(ly+1) =cbv—adv
x—1=au+bv x—1=au+bv

c(x—l)—a(y+ 1) = (¢cb — ad)v {c(x—l)—a(y+1)=—v

{x—l—au+b( c(x—1)+a(y+1))

(,y) =f(a,b) & (x,y) = (au+bv+1,cu+dv—1)<:){

)

v=—clx—1)+aly+1)
=—b(-cx—D+aly+1))+(x-1)
v=—c(x—-1D+aly+1)

ﬁ

{au =bc(x—1)—ab(y+ 1)+ (x—1)
v=—cx—1+aly+1)
{au =(c+1)(x—-1)—ab(y+1) - {au =ad(x—1)—ab(y +1)

0

)

v=—cx—1+aly+1) v=—cx—1)+aly+1)
u=dkx—-1)—-b(y+1)
=—clx—1)+aly+1)
Sia = 0, alors bc = —1, en particulier b # 0 et; = —c

x=bv+1
(X’}’)—f(o'b)‘:(x’y)_(bv+1'cu+dv_1)@{y:cu+dv—1
x—1
v = v=—c(x—1) { v=—clx—1)
(:N}’=cu+3v—1®{y=cu—dc(?€—1)—1® y=cu—dc(x—1)—-1
v:—c(x—l) U=—C(x_1)
S 1+y
cu=dc(x—1)+1+y u—d(x—1)+—
( v=—c(x—1)
&
u=dx—-1)—b(1+y)

Ce sont les mémes formules que dans le cas ou a # 0
Donc pour tout (x,y) € Z? il existe un unique couple
(w,v) =(dx—-1)—b(y+1),—clx—1) +aly + 1)) € 72
tel que (x, y) = f(u, v), f est bijective et
flx,y) = (d(x -1 -b(y+1),-cx—1D) +aly+ 1))
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :

1.
S 25 0<t < (1)
G12220<—=<7
! q 2
> 2 0<1<1 1< 1<0(2)
= — 5 ——< ——
1 q; 2 2 )
En additionnant (1) et (2)
1 < 1 1 < 1
2 1 q 2
2.
a. Pourtout (p;,q;) € Zx N\ {0,1} et (p,,q,) € Z X N\ {0,1}
1 1 1 1
f1,9) =f2q2) @1+ —=p+—=>———=p,— 0
q1 q> 91 92

D’apres la premiere question cela montre que p, — p; € ]— %, %[ or p, —p, € Z donc p, —p; =0,
autrement dit p; = p,, puis en reportant dans
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PRI
P1 0 P2 7

Cela montre que L - Let que q; = q;
q1 qz
Finalement

(p1, q1) = (P2, q2)
Ce qui montre que f est injective.

b. Regardons si 1 € Q admet un antécédent, on suppose qu’il existe, on I’appelle (p, q)

+ ! 1
p —_ =
q
Ce qui équivaut a
! 1
—_— = f— p
q

Mais% ¢ Zet1—p € Z, ce qui est impossible. Par conséquent f n’est pas surjective.

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
1. Premiére méthode : raisonnons par récurrence
On pose (H,) il yan(n — 1) applications injectives de I, dans I,.
Regardons si (H,) est vraie.
Il'y a 4 applications de I, dans I,,.
il =1etfi(2)=1
() =1etf(2) =2
fs()=2etfz3(2)=1
fa(D) =2 et f,(2) =2
Seules f; et f; sont injectives. Il ya 2 = 2(2 — 1) applications injectives de I, dans /.
Montrons que (H,) = (Hj41)
Il'yan(n— 1) applications injectives de {0,1} dans {0,1, ..., n}.
Supposons que f(1) = n + 1alors f(2) € {1, ...,n} (pour que f(1) # f(2)), celafaitn
applications injectives de plus.
Supposons que f(2) = n + 1alors f(1) € {1, ...,n} (pour que f(1) # f(2)), cela faitn
applications injectives de plus.
Autotal,ilyan(n—1)+n+n=n’—n+n+n=n*+n=nn+1)
L’hypothese est vérifiée.
Conclusion pour tout n = 2, il ya n(n — 1) applications injectives de I, dans I,,.
Deuxieme méthode :
Sif(1) =ke{01,..,n}talors f(2) e{1,....k—1,k+1,..,n}
Cela fait n choix possibles pour f(1) et n — 1 pour f(2), soit n(n — 1) choix possibles pour
(£(1), f(2)) de fagon a ce que £(1) # £(2) (autrement dit pour que f soit injective).
2. fil, -1,
f injective équivaut a f (1) = kq; f(2) = ky; ...; f(m) = k,,,, avec kq, ko, ...,k € {1,2, ..., 1}
tous distincts par conséquent m < n.
Remarque :
Cela ne veut pas dire que toutes les applications de {1,2, ..., m} dans {1,2, ..., n} sont injectives !
Supposons que f est surjective.
Pour tout kq, k5, ..., k, € {1,2, ...,n} (les k; tous distincts) il existe Iy, [, ..., l, € {1,2, ..., m} tels
que k; = f(l;) par définition d’une application tous les [; sont distincts (sinon un élément aurait
plusieurs images), par consequent n < m.
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Pour que f soit bijective il faut (et il suffit) que f soit injective et sujective, par conséquent il

faut que m < n et que n < m, autrement dit il faut que m = n.

Remarque :

Cela ne veut pas dire que toutes les applications de {1,2, ...,n} dans {1,2, ..., n} sont bijectives.
Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :
1 gof(x))=gof(x) > g(f(x1)) = g(f(xz)) = f(x) = f(x)
Car g est injective
gofxr))=geofx) = flx) =f0) =2x=x,
Car f est injective.
Donc g o f est injective.
2. Premiere méthode :
Pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective.
Comme pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective. On en déduit que
pour tout z € G il existe x € E tel que z = g(f(x)) = g o f(x) autrement dit g o f est
surjective.
Remarque :
(a) D’habitude on appelle y un ¢élément de I’image G mais ici ce pose un petit probléme de notation parce que
I’on va appeler x 1’élément de F et on ne saura pas trop comment appeler 1’¢1ément de E, ¢’est pour cela qu’il
est plus malin de ’appeler z.
(b) Si on commence par écrire « pour tout y € F il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective » puis
« pour tout z € G il existe y € F tel que z = g(y) car g est surjective » donc « pour tout z € G il existe x € E
tel que z = g(f(x)) = g o f(x) » cela ne va pas, je vous laisse réfléchir pourquoi.
Deuxieme méthode :
On rappelle que ¢: U — V est surjective si et seulement si o (U) =V
Donc f(E) = F et g(F) = G, par conséquent g o f(E) = g(f(E)) = g(F) = G et on en déduit
que g o f est surjective.
3. Si g et f sont bijectives alors elles sont injectives et g o f est injective et si g et f sont bijectives
alors elles sont surjectives et g o f est surjective, on en déduit que g o f est bijective.
4. f(x) =f(x) = g(f(x1)) = g(f(xz)) >goflx)=geflx) =x =x
Car g o f est injective, par conséquent f est injective.
5. Premiére méthode :
Pour tout z € G, il existe x € E tel que z = g o f(x) = g(f(x)), donc il existe y = f(x) tel que
z = g(y) ce qui signifie que g est surjective.
Deuxiéme méthode :
Comme g o f est surjective, g o f(E) = G © g(f(E)) = G or f(E) c F donc
g(f(E)) c g(F)
Comme g(F) c G, cela donne
G = g(f(E)) cg(F)caG
D’ou
g(fE)=g(F)=G=>g(F) =G
Ce qui montre que g est surjective.

a. geof = Idg estbijective (I’identité est bijective)
g o f estinjective, d’apres 4°), f est injective.
g ° f est surjective, d’aprées 5°), g est surjective.

11
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Remarque :
g ° f = Idg n’entraine pas que g = f ! et que donc f et g sont bijectives.
b. f o g = Idp est bijective (I’identité est bijective)
f o g estinjective, d’aprés 4°), g est injective.
f o g est surjective, d’aprés 5°), f est surjective.
C. fof =Idg estDbijective
f o f estinjective, d’aprés 4°), f est injective.
f o f estsurjective, d’aprés 5°), f est surjective.
Par conséquent f est bijective et f~1 = f.
Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
1. Pourtouty €Y il existe x = s(y) € X tel que y = Idy(y) = f(s(y)) = f(x), f est surjective.

2. s(y1) =s502) = f(S(Y1)) = f(S(YZ)) =2V1=Y2
s est injective.
3. flx) =f(x)=> T(f(x1)) = T(f(xz)) = ldy(xq) = ldx(x3) = x1 = x;
f estinjective.
4. Pourtoutx € X, pose y = f(x).
Comme f(x) = f(x") = x = x" achaque y €Y telle que y = f(x) on associe bien une unique
valeur x, on définitalors r: f(X) — X par r(y) = x. Pour les y € Y qui ne sont pas dans ’image
de X par f, autrement dit qui ne sont pas de la forme y = f(x), on leur attribue n’importe quelle
valeur dans X, mettons x, pour fixé les idées (d’ailleurs, on n’est pas obligé de leur attribuer a
tous la méme valeur).
Pour tout x € X.
x=r(y)= r(f(x)) Sldy=rof
r est bien une rétraction de f.
Remarque :
Siy ¢ f(X), r(y) = x, ne sert a rien pour montrer que r est une rétraction.
5. Pourtout x € X, il existe y = f(x) tel que :
x = Idy () = r(f () = (y)
Cela montre que r est surjective.
Remarque :
Les r6les habituels de x et y ont été inversés pour respecter les notations de 1’énoncé.
6.
Si f admet une section alors f est surjective d’apres 1°).
Si f admet une rétraction alors f est injective d’apres 3°).
Par conséquent f est bijective, on note f~1:Y — X sa bijection réciproque.
Comme Idy = r o f, en composant par f~1 a droite :
IdXOf_l = (rof)of_1 <:>f_1 :ro(fof_l) =r
Comme Idy = f o s, en composant par f 1 a gauche :
floldy=f"to(fes)e ft=(fTtof)os=s
Dour=s=f"1
Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :
L 2D =364k (12D ={234}; ({3 =0
2.
12
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fHa) ={-11
(2D = [-V2,-1] u [1,V2]

Allez a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :
1. [01]x[01]={(x,y) ER?2,0<x<1let0<y<1}
Donc
f(0,1] x[0,1) ={xeR,0<x<1}=[0,1]
f-11D = {(x,») e R% f(x,y) € [-1,1]} = {(x,y) € R*,x € [-1,1]} = [-1,1] x R

f(N) ={y € [-11],y = cos(nn),n € N} ={y € [-11],y = (-1)",n € N} = {-1,1}
f2N) ={y € [-1,1],y = cos(2mn),n e N} ={y € [-1,1],y = 1,n € N} = {1}
f1({#1}) = {x € R, cos(mx) = +1}
Orcos(x) =1 x=2kmetcos(x) =—1ox=QRQk+1)mraveck € Z
fTf{+1) ={x e R x = 2kn,x = 2k + ),k € Z} = {nm,n € Z}

Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
1. Le point (0,1) vérifie x < y donc {(x,y) € R?,x < y} est le demi-plan supérieur droit. De méme (0,1)
vérifie —y < x donc {(x,y) € R?,—y < x} est le demi-plan supérieur droit, D est ’intersection de ces
deux demi-plan, D est le quart de plan supérieur du schéma ci-dessous.

2. a
Ll{xl tyi=x2+y;
Ly X1 =y1=%x2— Y2
En additionnant L, et L, on trouve que 2x; = 2x,, donc x; = x,, puis en remplacant dans L,, on trouve
que y; = ya.
b.

xt +yi =xi+yi
2x1Y1 = 2x3Y;

L, - L, donne x? + y# — 2x;y; = x5 + y% — 2x,y,, ce qui entraine que (x; — y1)? = (x, — y,)?,

comme x —y < 0 sur D, celadonne —(x; — y;) = —(x;, — y,) ouencore x; — y; = x5 — y,.

L
Flr ) = Fr292) = (0 + v 20ay) = O + v, 20 =

13
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Ly + L, donne x% + y2 + 2x,y; = x2 + yZ + 2x,y,, ce qui entraine que (x; + y1)? = (x, + y,)?,
comme x + y = 0 sur D, celadonne x; + y; = x, + y,.
D’aprés 2.a. cela donne que x; = x, et que y; = y,, Ce qui montre que f est injective.
3. (=1,1) € R x R n’a pas d’antécédent dans D car x? + y? > 0.
Allez a : Exercice 17 :
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