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Attention à la rédaction, pas de téléphone portable ni de calculatrice, on ne sort que une heure après le début 

de l’examen. 

 

Exercice 1.   

a. Soient 𝐸 et 𝐹 deux espaces vectoriels sur ℝ et 𝑓:𝐸 → 𝐹 une application linéaire. 

Donner la définition du noyau ker(𝑓). 

b. Montrer que le noyau est un sous-espace vectoriel de 𝐸. 

 

Exercice 2.  

a. Calculer la valeur de 𝐼 = ∫ ln(1 + 𝑥) 𝑑𝑥
1

0
 

b. Soit (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ∗ la suite définie par  

𝑢𝑛 = (
1

𝑛
∑ ln(𝑛 + 𝑘)

𝑛

𝑘=1

) − ln(𝑛) 

Exprimer lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 en fonction de 𝐼. 

Indication : on pourra utiliser une somme de Riemann. 

Calculer lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

Exercice 3.  

Soit 𝐹(𝑋) =
𝑋4−2𝑋3+4𝑋2−𝑋

(𝑋2+1)(𝑋−1)
 

a. Décomposer 𝐺(𝑋) =
2𝑋2+𝑋−1

𝑋3−𝑋2+𝑋−1
 en éléments simples 

b. En déduire la décomposition en éléments simples de 𝐹(𝑋). 

c. Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ ∖ {1} par 𝑓(𝑡) =
𝑡4−2𝑡3+4𝑡2−𝑡

𝑡3−𝑡2+𝑡−1
 

Déterminer 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ tels que  

lim
𝑡→±∞

(𝑓(𝑡) − (𝑎𝑡 + 𝑏)) = 0 

 

Exercice 4.   

a. Trouver 𝑥 ∈ [−
𝜋

2
,
𝜋

2
] tel que sin(𝑥) = sin (

7𝜋

12
), en déduire arcsin (sin (

7𝜋

12
)). 

b. Soit 𝑥 ∈ [
𝜋

2
,
3𝜋

2
], trouver 𝑡 ∈ [

𝜋

2
,
𝜋

2
] tel que sin(𝑥) = sin(𝑡). En déduire arcsin⁡(sin(𝑥)). 

c. Soit 𝑥 ∈ ]
𝜋

2
,
3𝜋

2
[, déterminer la dérivée de la fonction 𝑓 définie par 𝑓(𝑥) = arcsin⁡(sin(𝑥)). 

 

Exercice 5.  

Résoudre sur ]0, +∞[ l’équation différentielle 

𝑥𝑦′ + 𝑦 =
1

1 + 𝑥2
 

 

Exercice 6.  

Soit 𝛽 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) la base canonique de ℝ3. 

Soit 𝑢 une application linéaire de ℝ3 dans ℝ3 définie par : 

𝑢(𝑒1) = −3𝑒1 + 2𝑒2 − 4𝑒3  

𝑢(𝑒2) = 𝑒1 − 𝑒2 + 2𝑒3  
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𝑢(𝑒3) = 4𝑒1 − 2𝑒2 + 5𝑒3  

1. Déterminer la matrice de 𝑢 dans la base canonique. 

2. Montrer que 𝐸 = {𝑥 ∈ ℝ3, 𝑢(𝑥) = 𝑥} est un sous-espace vectoriel de ℝ3. Montrer que la dimension de 

𝐸 est 1 et donner un vecteur non nul 𝑎 de 𝐸. 

3. Montrer que 𝐹 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ℝ3, −2𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 0} est un sous-espace vectoriel de ℝ3. 

Donner une base (𝑏, 𝑐) de 𝐹. 

4. Montrer que 𝛽′ = (𝑎, 𝑏, 𝑢(𝑏)) est une base de ℝ3. 

5. Montrer que 𝐸 ⊕ 𝐹 = ℝ3. 

6. Déterminer la matrice 𝑅 de 𝑢 dans la base 𝛽′. 
 

 


