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Exercice 1.
1.

a. Trouver A et B reels tels que pour toutn € N,
3 A B

n2+3n+2:n+1+n+2

b. Calculer :
10

z 3
n2+3n+2

n=0
2. Résoudre dans C, I’équation suivante : iz? + (4i —3)z+i—5= 0.

Correction exercicel

1.
a.
A B _A(n+2)+B(n+1)_(A+B)n+2A+B
n+1+n+2_ m+1D(n+2) n?+3n+2
A et B doivent donc vérifier :
{A+B=0 {A=—B { A=-B @{A=3
2A+B =3 2A+B =3 —2B+B =3 B =-3
b.
10 10 10 10 10 11
3 B 3 3\ 3 3 3 3
;n2+3n+2_;<n+1_n+2>_;n+1_;n+2_;n+1_;n+l
3 1 11
=3T3 Y

2. Lediscriminant est :
A=(4i—3)2—-4i(i—5)=-16—-24i+94+4+20=-3—-4i=1—4i—4 = (1 —2i)?
Les deux racines sont donc :

_—Wi-3)-(-2) _2-20_1-i_1
s 2i “ T i i T
_ W=+ a-2) 4-6i_2-3
72 = 2i ~ T '
Exercice 2.
On considére 1’application f* définie pour tout x € Dy = R\ {—1,1} par
x+1
=x?>-1)1 .
fG) =" -Din|—

1. Justifier le fait que f est bien définie sur Dy.
Montrer que f est impaire.
3. Montrer que f admet une limite quand x tend vers 1 et quand x tend vers —1.
Indication : on pourra poser x = 1 + t et calculer, en justifiant, ltl_I)% f (1 + t) puis utiliser la question

précédente pour conclure.

4. En déduire que f admet un prolongement par continuité en 1 et —1. On note h le prolongement de f
défini sur R.



5. L’application h est-elle dérivable en 1 ?
6. On note désormais D, = ]0,1[ U ]1, +oo] et pour tout x € D, on pose :
1+x 1
u(x) = ln(|1 —x|> ——
a. Montrer que la dérivée sur R’ de I’application x — In|x| est I’application x — i

X

L g 1+x2
b. Montrer que la dérivée u’ de u sur D, Vvérifie u’(x) = le—:ﬂ) pour tout x € D,

(
c. Déterminer la monotonie de u sur D,..

d. Montrer que u(x) > 0 pour tout x € |1, +oo[ et qu’il existe @ € ]0,1[ tel que u(x) < 0 pour x €
10, af et u(x) > 0 pour tout x € |a, 1[.
Montrer que pour tout x € D, f'(x) = 2xu(x).

. En déduire le tableau de variation de f sur D,.

g. Représenter le graphe de la fonction h.

Correction exercice2
s gr = . . 1 P - 1 .. .
1. f est définie si et seulement si x — |%| est définie et si |%| > 0, autrement dit si et seulement si x #

—letx # 1.
2. L’ensemble de définition est symétrique par rapport a 0 et
) = ((—%)2 — —x+1 |x—1
f0) = (02 = DI || = 2 - D[

En multipliant le numérateur et le dénominateur par —1. Puis comme pour a et b positifs.
a b
in(5)=-m(;)

=

Ona:

Fl=x) = —(x% = 1) ln|

Ce qui montre que f est impaire.
3. Commet=x—1,t - 0lorsque x — 1.

fA+)=(@Q+t)?—-1DIn

=2+ t)tn|2+t| —(2+ t)tIn]t]
ltirr&(Z + t)tIn|2 + t| = 21In(2)

1+t+1
—| = (142t +t2 — 1)(n|2 + £| — In|e))

1ti33(2 + t)tIn|t| = 0 par croissance comparée
Par conséquent
lim f(x) =limf(1+t) =2In(2)
x-1 t—0
Comme f est impaire
lim f(x) = —lim f(x) = —21In(2)
x—->-1 x—1
4. f estprolongeable par continuité en 1 par h(1) = 21In(2)
f est prolongeable par continuité en —1 par h(—1) = —21In(2).
5. Pour x # 1.



RO k(D) f—f@) &= D[] -2m@)
x—-1 x-1 x—1

(=1 + D(nlx + 1| = In|x — 1]) — 21In(2)

B -1

(=1 + D(nlx -|)-C 1| —=Inlx—=1]) 2In(2)

B x—1 Cox—1

=(x+ 1Dn|lx+ 1| —In|x —1]) — thi(zl)
2In(2)

=(x+Dnlx+1]—-(x+1DIn|lx—-1| - ~— 1

1
= (x+ 1) In|x + 1| —m((x + 1) (x — Dln|x — 1] — 21n(2))
lirq(x + 1D Injx + 1] = 2In(2)
X—

1
lim ——((x +1D(x—1DIn|x—-1| -2 ln(Z)) = +oo
-1 x—1
Par conséquent
_h(x) —h(1)
lim ————
-1 x—1
Ce qui montre que h n’est pas dérivable en 1.

:ioo

, s 1
a. Pourx > 0, |x| = x donc la dérivée de x — In|x| est x — -

b. pourtoutx € D,

1+ x 1 1
u(x)=ln( )——=ln(x+1)—1n|x—1|——
|1 — x| X X
Six€]0,1[,x—1<0donc|x—1|=1—xet

u(x) =In(x+1) —In(1 — x) _%

Alors
1 -1 1 1 1 1 (A-0)x?24+@A+20)x>+(1-x)1+x)
u'(x) =——-— +—== + 7=
1+x 1—-x x?2 1+x 1—-x x2 (1—x)(1 + x)x?
x?—x3+x?+x3+1—x? x?+1
T A-00+0x*  d-00+ 02
Six€]l,+o[,x—1>0donc|x—1| =x—1et
ulx) =In(x+1)—In(x —-1) —%
Alors
, 1 1 1 1 11
YO T it e T T T2 T2

On retombe sur le méme résultat que lorsque x € ]0,1[, le résultat est identique.
c. Sixe]o,1[alors1— x? > 0etu’'(x) > 0 donc u est croissante.
Six €]1,+o[alors 1 —x? < 0 etu’(x) < 0 donc u est décroissante.

. ) 1+x 1
00 = i, (n (321 o =0

Et u est décroissante sur |1, +oo[ ce qui montre que u(x) > 0 sur cet intervalle.
] _ 1+x 1
Jip ) = gy (i (=) =) = ==
14+x ) 1

—_ =+oo
[1— x| x)

Jim ux) = Jig (1n



Ce qui montre que u est une bijection croissante de ]0,1[ sur R. Il existe donc un unique a € ]0,1[
tel que u(a) = 0, u(x) < 0 pour x € 10, af et u(x) > 0 pour tout x € |a, 1[.

e. Pourtoutx € D,

F) =62 = D[

1
| = (x2 = )(n|x + 1| — Inx — 1])

x—1
x+1 1 1 x+1 x—1—-(x+1)
B e -
f'(x) xnx_1+(x 1) T+ 1 7—1 2xlnx_1+(x 1) o1
— ol |x+1 5= 2 (l |x+1 1)_2 D)
—xnx_l —xnx_l x—xux
f.
X 0 a 1 400
') - 0+ ]
f(x) O\ / 400
2In(2)
f@—"
Carsionposet=§—>0+ lorsque x — +oo
1
- 1 _ 42
e x+1_(i_> i 1+t
fl) = (x 1)ln|x_1— 2 1lnl_1— v lnl—t
t
1=+ —-In(1-t) 1-t*/In(1+¢t) In(1-1t)
ot t ot t t
In(1+1¢t)
im—=1
t-0* t
In(1—1¢)
m———==-1
t—0* t
, (ln(1+t) ln(l—t))
m - =2
t-0% t t
Par conséquent
1-t?/In(1+¢t) In(1-t
lim f(x) = lim (n( )_n( )>=+oo
xX—+00 t->07t t t t
g.




