Université Claude Bernard, Lyon 1 Licence Sciences et Technologies
Fondamentaux des mathématiques 1

Examen session 2 (2 heures)
22 juin 2017

Exercice 1.
Soit f une fonction de R dans R.
1. Ecrire a I’aide de quantificateurs la propriété « f est strictement croissante »
2. Ecrire a I’aide de quantificateurs la propriété « f n’est pas strictement croissante »

Correction exercice 1.
1.
VxERVyeERx<y=f(x)<f(y)
2. C’estla négation du 1.
IxeRIAYERx<y et f(x)=f(y)

Exercice 2.
Soient f et g deux fonctions définies par :

f:N->N
ne2n

g:N->N
n - "
> Si n est pair

TTIn-1 .

> si m estimpair

Calculer £(0), £(4),9(0), g(1), g(2) et g(3).

Etudier I’injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et g.

Préciser les applications go f et f o g.

Pour chacune des applications g o f et f o g, dire si elle est injective, surjective, bijective.

A wbhRE

Correction exercice 2.

1.
F(0)=2x0=0
f4)=2x4=8
0
0=2x0=g(0)=5=0
2
2=2><1:>g(2)=§=1
3—-1
3=2x1+12g@)=——=1
2.

vneN,VmeEN,f(n) =f(m)=>2n=2m=n=m
Donc f est injective.
Existe-t-il n € N tel que 1 = f(n), autrement dit tel que 1 = 2n, la réponse est non, donc 1 n’a pas
d’antécédent et f n’est pas surjective.
D’apres la question 1., g(2) = g(3) et bien sir 2 # 3 donc g n’est pas injective.
Soit m € N, existe-t-il n € N tel que m = g(n) ? il suffit de voir que n = 2m convient donc g est
surjective. Remarque : ce n’est pas le seul car n = 2m + 1 convient aussi.



vneN,go () = g(f(w) = g(2n) = = = n = Id(n)
Doncgof =1d

2
vp EN,fog(2p) = f(9(2p) = (7’”) = f@) =2p

Et

2 1-1
vpeNfog@p+ D) =f(9Cp+1) = f (T —) = f@) =2p=Cp+ D -1

Autrement dit
n si n est pair
fegln) = {n -1 si nest ?rnpair
4. gof =1Iddonc g o f estinjectif, surjectif et bijectif.
feg(0)=feog(1)=0
Donc f o g n’est pas injectif.
Existe-t-il n € N tel que 1 = f o g(n), autrement dit tel que 1 = f(g(n)) = 2g(n), la réponse est non,
donc 1 n’a pas d’antécédent et f o g n’est pas surjective.
f o g n’est pas injective donc pas bijective. Autre solution f o g n’est pas surjective donc pas bijective.

Exercice 3.
Soit f: [0, +oo[ —» R une application continue telle que £(0) = 0. On suppose que f est dérivable sur
10, +oo[ et dérivable a droite en 0 avec f'(0) = 0. On désigne par g ’application de R dans R définie
par :

X
g(x) = 9 si x>0
0 si x=0
1.
a. Justifier que g est continue sur ]0, +oo|.
b. En observant que pour tout x > 0
f(x) — f(0)
gx) =—"—"F""—"—
X
Déterminer
Jlim, g(x)

c. Endéduire que g est continue sur [0, +oo].

2. Expliquer pourquoi g est dérivable sur ]0, +oco[. Montrer ensuite que :

f'&x)  f(x)
-

x2

Vx € ]0,4+ [, g'(x) =

3. On suppose désormais que f' est croissante sur ]0, +oo.
a. Rappelez le théoreme des accroissements finis.
b. Appliquer ce théoréme a f sur ’intervalle ]0, x[, ou x > 0 est donné.
c. Montrer qu’il existe ¢ € ]0, x[ tel que :
f'&x)—f'(c)

g'(x) = .
d. Que peut-on en déduire pour la croissance de g sur [0, +oo[ ?

Correction exercice 3.
1.
a. g est le quotient de deux fonctions continues sur ]0, +oo[ donc g est continue sur ]0, +oo.
b.

Jlim,_g(x) = lim, w =f'(0) =0=g(0)



Car f est dérivable a droite en 0. Par conséquent g est continue en 0 puisque
lim g(x) = g(0)
x—0
c. g estcontinue sur ]0,+oo[ d’apreés 1. et continue en 0 d’aprés 2. donc g est continue sur [0, +oo].

2. g estdérivable sur ]0, +oof car g est le quotient de deux fonctions dérivables sur ]0, +oo|.
, ') xx—f)x1 xf'(x) fx) f'x) fx)
VxE]0,+oo[,g(x)=f zf = f2 _fz =f _fz
X X X X X
3.
a. Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[, il existe ¢ € ]a, b tel que :
f)—f'(@=0B-a)f'(c)
b. D’aprés a. il existe ¢ € |0, x[ tel que : f(x) — f'(0) = xf'(c)
Ce qui équivaut a f(x) = xf'(c)
c. D’apres 2. et 3.c.
veelo ool g0 < L0 _fO_0) 2@ [ f@_f) -
X X X X X X X
d. Commec < x etque f' estcroissanteona f'(c) < f'(x),donc f'(x) — f'(c) =0
Ce qui montre que
Vx € ]0,+c[,g'(x) =0
Autrement dit g est croissante.
Exercice 4.

On considére des réels a, c et p tels que : a,c,p € 10,1[ et a? + ¢? = 1. On s’intéresse dans cet exercice
aux solutions de 1’équation du second degré dans C :

M wbh e

(@>—x)1—x)+pc?=0
Montrer que le discriminant de cette équation est A = c?(c? — 4p).
Dans le cas A > 0, montrer que les deux solutions réelles A, et A, Vérifient |A;| < 1 pour i € {1,2}.
Dans le cas A = 0, montrer que la solution réelle A vérifie || < 1.
Lorsque A < 0 on note z et z les deux solutions complexes conjuguées de 1’équation, avec z € C.
a. Montrer que zz = a? + pc?.
b. En déduire que |z| < 1.

Correction exercice 4.

1.

2.

(@2—-x)1-x)+pct=0a?—a’x—x+x?+pc?=0x>—(a>+Dx+a?+pc?=0
A=(a*+1)?—4(a*+pc?)=a*+2a’>+1—4a? —4pc? = a* — 2a% + 1 — 4pc?
= (a? —1)? —4pc? = (—c?)? — 4pc? = ¢* — 4pc? = c?(c? — 4p)
Premiére solution
Ona(a?—-2)A-2)+pc?=0e (a®>—-2)(1—-21)=—-pc?<0
Donc a? — A; et 1 — 4; sont de signe opposés, comme a € ]0,1[ entraine que 0 < a? < 1, par
conséquent
a’? — 1 <1-—21
Ces deux réels sont de signes opposés on en déduit que
a?—1<0<1-4
La premiére inégalité entraine que a® < A; et la seconde que A; < 1, ce qui donne
a?< ;<1

Donc |4;] < 1
Seconde solution
_a?+1+c3(c?—4p) a’+1xcyc?—4p

A 2 2




Carc>0

a’?+1—cJc2—4p a*+1 1+1
/11: < < :1
2 2 2
Et
c2>c?—4p>c>Jct—4dp>—\Jc?—4p>—c> —cJcP—4p > —c?=>a’+1—cJc2—4p

a2+1—c,/cz—4p>a2+1—c2_1—cz+1—c2
2 2 B 2

>a*+1-c?=214 =

=1-c*=a*>0
Donc 0 < 4, < 1, ce qui entraine que |4;] < 1

D’autre part
c?—4p<c?>.c2—4p <c>cfc?—4p <c?
a’?+1+cyfc2—4p a?>+1+c? 2
Az= < ==—=1
2 2 2
Et
a’+1+cfc?2—4p
12: 2 >0
Donc 0 < 4, < 1, ce qui entraine que |4,]| < 1
3. SiA=0
A_a2+1<1+1_1
=— =
Et
A_a2+1>0
2

Donc 0 < A < 1, ce qui entraine que |1] < 1
4. a.eth. Le produit des racines vaut
zz=a*+pc?<a’+ct=1

Carp<1
Donc
Iz?| < 1= z| <1
Exercice 5.
Soient a, b, c trois réels fixés. On considére deux suites réelles (u,)en €t (V) nen définies par

{ Ug, Vg ER
vn € N,u,,1 = au,, vpy1 = bu, +cy,
1. Montrer que, pour toutn € N, u,, = au,.
2. Montrer que pour toutn € N*,
n—1 n-1
vy, =c"wo+ ) ckba¥ 1 *uy = ¢y + bug Z ckgn=1-k
k=0 k=0

a. Déduire de ce qui précede que
a™ —c"

v, = c"vy + buy P si a#c

b. Que vaut v, lorsque a = ¢ ?
4. Bonus : discuter de la limite de (u,,),en €t (V) nen SUivant les valeurs de a, b et c.

Correction exercice 5.
1. Hypothese de récurrence (H,,)



Pour tout n € N, u,, = a™u,

(Hy) est bien vérifié, montrons que I’hypothése au rang n entraine celle au rang n + 1
Uypq = AU, = aa™ug = a1

C’est bien la cas, donc (H,,) est vrai pour tout n € N,

Remarque : 1l s’agit d’une suite géométrique, donc le résultat est connu mais comme 1’énoncé demande

de le montrer, il faut refaire la démonstration.

Hypothese de récurrence (H,,)

Pour tout n € N*,

Ug

n—1 n-1
vy, =c"wo+ ) cfba¥ 1 *uy = ¢y + bug z ckgn1-k
k=0 k=0
Pourn=1
n-1 0
"y + by, Z cka™ 17k = cvy + bu, z ckal=17k = cvy + buy = vy
k=0 k=0
Donc (H,) est vérifiée, montrons que 1I’hypothése au rang n entraine celle au rang n + 1
n-1 n—-1
Vps1 = bu, + cv, = ba™ug + cc™v, + chu, z cka 17k = "1y, + ba™u, + chu, Z ckqn—1-k
k=0 k=0
On pose k' = k + 1 dans la somme
k=0=>k'=1
k=n—-1=k'=n
n
Vps1 = ¢ vy + ba™uy + chuy z ck'-1gn-k'
k'=1
Puis on rebaptise k' en k
n n
Vps1 = ¢ vy + ba™u, + chu, Z ck1g" % = ¢y + bc%aOuy + bu, Z ckak =
k=1 k=1
n
= ¢y, + bu, Z ckank
k=0
Ce qui est bien de (Hy44)
Par conséquent pour tout n € N*
n—-1
v, = ¢y + buy z ckqn-1-Fk
k=0
a.
n—-1 n-—1
v, = ™y + bug Z cka" 17k = ¢y + ba™ M, Z cka™k
k=0 k=0
Sia+0
n—1 ok
vy = vy + ba 1y, Z (—)
= ¢
Comme = # 1
c n
_ n n-1 1_(5) — n no1, @@ —c" a® —c"
Uy =c"vg+ba" " u 1_—£—c Vo + ba uoa—nﬁ—c v0+bu0?
a



n-1
v, = c™y + bug Z cka 17k = ¢y + buyc™ !
k=0
Car seul le dernier terme de la somme est non nul et il vaut ¢ 1

Donc
0" —cm
vy, = ™y + bugc™ ! = ¢y + buy .
—c

Ce qui montrer que la formule reste valable pour a = 0.

b. Sia=c
n—-1 n-1 n-1
v, = "y + bug z cka® 17k = a™vy + bu, Z aka™ 17k = gy, + bu, z an !
k=0 k=0 k=0
n-1
= a™vy + buga™?! Z 1 = a™v, + nbuya™ !
k=0

4. Etude de la convergence de la suite (u,)
Silal <1

lal <1= lim u" =0
n-+oo

Si a = 1 la suite est constante et égale a 1, (u,,) tend vers 1
Sia =—1etuy # 0 lasuite diverge

Sia = —1 etuy, = 0 la suite est constante et égale a 0

Si |a] > 1 etuy # 0 la suite diverge

Sia > 1etuy, = 0 lasuite est constante et égale a 0

Etude de la convergence de la suite (v,,)
e Sia+c
Silal < 1et]c| <1 alors (v,) tend vers 0
Silal] <letc=1alors
bu,

lim v, = v, +
no+o It T a—-1

Siug=0et—-1<c<1

lim v, =0
n—-+oo
Siug=0etc=1
=
Siuo :UO = 0

lim v, =0
n—+oo
- buo
Si v, =— et—1 <a<1alors
. buo a*—c"  c"buy + buga™ — buyc™  buya™
Vp=¢C + bu, = =
a—c a—c a—c a — C no+
. b
Si v, =a—1f;: eta =1 alors
., by a—c"  c"buy + buga™ —buyc"  buy bu,
Up=¢ + bu, = =
a—c a—c a—c a—cn-+oa—c
Dans les autres cas, la suite diverge.
e Sia=c

Si—-1<a<1lalorsv, -0
Sib=0etc=1alorsv, =vy - v,
Siug =vy,=0alorsv, - 0



Dans les autres cas elle diverge.



