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Exercice 1.
On considere les deux suites (i) en+ et (V)nen+ définies pour tout n € N* par

=1 2
u”:Zﬁ et vn=un+n_|_1
k=1
Calculer uq, u,, v; et v, (on notera chaque résultat sous la forme d’une fraction irréductible).
Montrer que (u,),en+ €St Croissante.
Exprimer, pour tout n € N*, v,,,.; — v,, en fonction de n. En déduire que (v,,),en+ €St décroissante.
Montrer (par un argument rigoureux) que les suites (i) en* €t (V) nen+ SONt cOnvergentes et
convergent vers la méme limite.
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Exercice 2.
On considére le polyndme A = X3 — X2 + 2
1. Montrer que —1 est une racine de A.
2. Quel est son ordre de multiplicité ? Justifier la réponse.
3. Factoriser A en polyndmes irréductibles sur R puis sur C.

Exercice 3.
, 0/ .6 0
1. Montrer que pour tout 8 € R, 1 — e’ = e'2 (e 2 — e‘z).

2. Al’aide des formules d’Euler, en déduire que pour tout 8 € R :

0 .. [0\ 8 0 6\ ;9
1—-¢t =—lem(5>e2 et 1+e€° =2cos<5)e2
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3. Endéduire que pour tout k € Z, 8 # (2k + 1)m, alors ine = —itan (g)
4. Etantdonné 6 € R, on s’intéresse aux solutions de I’équation :—z =ef,
a. Montrer que s’il existe k € Z tel que 8 = (2k + 1)m alors e?® = —1.

b. Montrer que I’équation :—j = —1 n’a pas de solution dans C.

c. Montrer, a I’aide de la question 3. que si 8 € R\ {(2k + 1)7, k € Z} alors I’équation 5 = el?
admet une unique solution et que celle-ci est réelle.

Exercice 4.
On consideére 1’application f: R — R telle que pour tout x € R,

flx) = \/ch(x +1)— \/ch(x)

e*+ e*—e

ze_x et sh(x) =

-X

N.B. On rappelle que pour tout x € R, ch(x) =
1. Justifier que f est définie et continue sur R.
2.
a. Montrer que f(0) = —f(—1) et que ces réels ne sont pas nuls.
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b.

En déduire (en utilisant un argument rigoureux) que 1’équation f(x) = 0 admet au moins une
solution sur I’intervalle ]—1,0[.

3. On consideére ’application g: R — R définie pour tout x € R par g(x) = +/ch(x).

a.
b.

Quelle relation simple lie f et g ?

Rappeler le théoreme de dérivation composeées.

On admet qu’il s’applique a g, qui est donc dérivable sur R.
Calculer sa dérivée g'.

Montrer que pour tour x € R, il existe y € |x, x + 1[ tel que :

B _ _sh(y)
gx+1)—gk) = Nl

Montrer que, pour tout y € R,
y
sh(y) ez 1-—e™?
2\/ch(y) 2V2V1+e

BONUS : Déduire 1i+m f(x) des questions 3.a., c. et d. en argumentant rigoureusement.
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