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Exercice 1. 30 minutes
Soit6 € R, t € [0,1] et n € N* fixés.

1.

Montrer que
6 _ tnei(n+1)9

n
z tp-1gip0 = ° :
4 1 —tet®
p:

Montrer que (1 — te'®)(1 — te™¥) = t2 — 2t cos(9) + 1.

On pose : S, (t) = X5, tP~! sin(p#). Déduire de ce qui précéde que

sin(@) — t"sin((n + 1)6) + t**' sin(nf)
Sn(t) = t2 —2tcos(8) +1

Quelle est la limite de t™ sin(nf) quand n —» +o0 ?

En déduire la valeur de

lim 5, ()

Exercice 2. 15 minutes
Soit A un polynéme de R[X] de degré 5 tel que le reste de sa division euclidienne par (X + 1)3 est —5 et le
reste de sa division euclidienne par (X — 1)3 est 11.

© g ~MwbdhpkE

Montrer que A + 5 admet —1 comme racine triple.

Montrer que A — 11 admet 1 comme racine triple.

En déduire que —1 et 1 sont racines doubles de A’, le polyndme dérivée de A
En déduire que A’ s’écrit sous la forme A’ = a(X* — 2X? + 1),00 a € R.

Montrer qu’alors que A s’écrit sous la forme A = a (%X5 — §X3 + X) + b,0ub ER.

Calculer a et b et en déduire le polynéme A.

Exercice 3. 30 minutes

1.

Soient E et F deux ensembles et h une application de E dans F. On considére deux sous-ensembles

quelconques A,B c E.

a. Montrer que si A c B alors h(4) c h(B).

b. Montrer que h(ANn B) c h(A) n h(B).

c. Montrer, a I’aide d’un contre-exemple, que I’inclusion précédente peut étre stricte, ¢’est-a-dire que
I’on n’a pas forcément égalité

a. Soit ¢ une application continue de R vers R. On rappelle que sous cette hypothése de continuité, on
a I’équivalence

@ estinjective & ¢ est strictement monotone
i. Montrer, que si ¢ o ¢ est injective, alors ¢ est injective (Indication : on pourra montrer la
contraposée).
ii. Montrer que si ¢ est monotone alors ¢ o ¢ est nécessairement croissante.
iii. Montrer que ¢ o @ ne peut étre strictement décroissante (Indication : on pourra le montrer
par ’absurde).
b. Soit ¢: R — R une application dérivable telle que, pour tout x € R, ¢'(x) > 0.



L’application ¢ est-elle nécessairement injective (justifier votre réponse) ? Est-elle nécessairement
surjective (justifier votre réponse) ?

Exercice 4. 15 minutes
Résoudre dans Z X Z 1’équation
2520x — 3960y = 6480

Exercice 5. 20 minutes
On considere une fonction g: R — R dérivable telle que

suplg'(x)| <1
x€R
On définit k = supl|g’(x)].

xXER
1. Supposons qu’il existe ¢,c’ € Rtel que g(c) = cetg(c’) =c'.
a. Montrer que |g(c) — g(c)| < klc —¢’|
b. En déduire que c = ¢'.
2. On considere la suite (x,),ey définie par la récurrence suivante :
{ Xo donné dans R
Xns1 = g(xp),Vn €N

a. Montrer que : Vn € N*, |x,41 — x| < klx,, — xp—1].
b. En déduire que : Vn € N*, |x,41 — x| < k™|x; — x0].
kn
c. Montrer que pourtoutm >n > 0: |x,, — x,| < —1|x; — x0l.

— 1-k
d. On admet que cela entraine que la suite converge vers un réel I. Montrer que g(1) = [l et qu’il
n’existe aucun autre réel ' tel que g(l') =I'.

Exercice 6. 30 minutes

1. On considére la suite (u,) ey définie par u,, = cos(n) pour tout n € N. L’objectif de cette question est
de montrer rigoureusement que cette suite diverge.
a. Rappeler I’expression de cos(a + b) en fonction de cos(a), cos(b), sin(a) et sin(b).
b. Montrer que pour tout n, cos(n + 1) — cos(n — 1) = —2sin(n) sin(1). En déduire que si la suite

(u,,) converge, alors la suite (sin(n)) tend vers 0.

c. Endéveloppant cos(n + 1), montrer que si (u,,) converge, alors elle converge vers 0.
d. Conclure, a I’aide de la formule cos? + sin? = 1 que la suite (u,) diverge.

2. Soienta € R*, b € R et (wy,) la suite définie par wy, donné, et w,,.;, = aw,, + b pour tout n > 0.
a. Donner une expression du terme géneéral de w,, dans le cas ou a = 1, puis dans le cas ou b = 0.
b. On suppose que a # 1. Montrer par récurrence que :

. b b
Wn =@ (Wo_l—a>+1—a

c. Pour quelles valeurs de a, b et w, la suite (w,,) converge-t-elle ? Préciser dans ce cas, la limite.

Exercice 7. 40 minutes
On considére la fonction f: R — R définie sur son ensemble de définition Dy par :

1 X
=(1+ —)
e = (14
1. Montrer que Dy = ]—o0,—1[ U ]0, +ool.
2. Montrer que lirr(n)xln (1 + i) = 0. En déduire que f se prolonge par continuité en 0, par une valeur a
X

préciser.



In(1+y) —1
y
b. En déduire_lim f(x)
X—+00

4. Calculer lim_ f(x)et lim f(x)
x-(-1)" X——00
5.

a. Montrer que lim
y-0

a. Montrer que :

1 1
VXEDf, f(x)—<1n<1+;)—m)f(x)
b. Etudier les variations de la fonction g: R — R définie sur Dy par :
1 1
o) =tn(1+2) =55
c. Endéduire le signe de f’ et les variations de f.
d. Calculer
Jim, o)

e. Dessiner un graphe assez précis de f.



