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Question 1.  Soit K[X] I’anneau des polyndmes sur le corps commutatif K. Démontrer 1’énoncé suivant :

L’élément a € K est racine au moins double du polyndéme P € K[X]
si et seulement si
a est racine simultanément de P et du polynéme dérivé P’
Allez a : Correction questionl

Question2. SoitP =(X+1)" —X” —1.0nnote j = ez%

a) Montrer que 1 + j = —j?

b) Montrer que j est une racine multiple de P.

c) Trouver deux racines réelles évidentes de P.

d) Factoriser P en facteurs irréductibles dans C[X] et puis dans R[X].
Allez a : Correction question2

Question 3. Soit n un entier strictement positif.

a) Déterminer le pgcd des polyndmes X™ — 1 et (X — 1)™ dans R[X].

b) Pour n = 3, trouver un couple de polynémes (U, V) tel que :
X-DU+X-1Dv=x-1

Allez a : Correction question3

Question 4. On considere la fraction rationnelle suivante de R(X) :
P X?—4
0 (X2+2X+5X - 1)?
a) Déterminer, sans calculer les coefficients, la forme de la décomposition en éléments simple de gsur R.

Justifier votre réponse.

b) (Question bonus) Calculer les coefficients dans la décomposition de g trouvée au point a).

Allez a : Correction question4

CORRECTION

Correction questionl.
Si a € K est racine au moins double du polynéme P € IK[X] alors il existe Q € K[X] tel que :
P=X-a)?’Q=>P()=0
a est racine de P.
P=2X—-a)0+X—-a)’Q=>P(a) =0
Donc a est racine de P’.
Réciproque



Si a estracine de P et de P'.

a est racine de P donc il existe Q, tel que P = (X — a)Q4, en dérivant ce polyndme on trouve :
PP=0Q;+ X —-a)Q;

Or P'(a) = 0donc 0 = Q,(a) + (a — a)Q1(a), par conséquent Q;(a) = 0, il existe donc un polynéme Q tel

que Q; = (X — a)Q, ce que I’on remplace dans P = (X — a)Q, donc P = (X — a)?Q.

Cela signifie que a est racine double de P.

Allez a : Question 1

Correction question2.

. . . 4im 2im\ 2
D1 =1 () = e () = e () -

Ou mieux

2im\ 3
Car j3 = <9T> = g2 =1,
b)
PMH=0G+1D"—j7-1=("—j%—-1=—"—j-1-j22-j-1=—(?+j+1) =0
PP=7(X+1)%—7x°
P =7(G+1D° =) =7((-j)°-1)=7(G"-1)=71-1) =0
Donc j est au moins racine double.
c)P(0)=(0+1)7"-0"-1=1"-1=0etP(-1)=(-1+1)7"-(-1)"-1=0-(-1)—-1=0
Donc 0 et —1 sont deux racines évidentes.
d) Le début de la formule du binéme de (X + 1)7 est X7 + 7X° (il y a plein d’autre terme mais il est inutile de
les calculer) donc P est un polyndme de degré 6 et son coefficient dominant est 7.

D’autre part, j est racine double (au moins) donc j = j2 est aussi racine double (au moins) car P est un
polynéme a coefficients réels. 0 et —1 sont aussi racine, cela donne 6 racine (au moins), comme d°P = 6 on a
toutes les racines. La factorisation dans C[X] est :
-2
P=7XX+1DX-)N*(X-J)
Dans R[X] :
X-DEX-N=F-DE =D =X2=(+jDX+>=X2+X+1
Donc
—\2
P=7X(X+1) ((X -N(x —j)) = 7X(X + 1)(X% + X + 1)?
Allez a : Question 2

Correction guestion3.
a) (X — 1)™ n’a qu’une racine X = 1, or 1 est racine simple de X™ — 1 donc
PGCD((X"—1),X—1D") =X -1
b) D’apres le théoréme de Bézout il existe (U, V) tels que :
X-DU+X-Dv=x-1
Cette equation équivaut a :
X2+X+DU+X?-2X+1) =1
CarxX3—1=X-DX*+X+DetX—-13=X-1DX?*-2X+1)

X2 -2X+1 | X?°+X+1
X2+ X +1 1
—3X

Donc



X2 -2X+1=1xX?>+X+1)+(-3X)

X?+X+1 —3X
X2 1 1
__X__
3 3
X+1
X
1

Donc

, 11
X +X+1=(—3X)(—§X—§)+1

On en tire que :

1= (X2 4+ X +1) = (=3%) <—1X—l>

37 3

=X2+X+1—((X2—2X+1)—1><(X2+X+1))(—%X—%>
1.1 1.1

=—(—§X—§)(X2—2X+1)+<1+(—§X—§)>(X2+X+1)

1 1 1 2
= —X+—> X*-2X+1 +(——X+—> X2+X+1
(3 3 ( ) 3 3 ( )
Donc
U= —>X+2etV==-X+-
3 3 3 3
Autre méthode
Comme (X —1)3=X3-3X2+3X-1
X3-3X?+3Xx-1 X3-1
X3 -1 1
—3X%+3X
X-13=1xX3-1)+(-3X%+3X)
X3 -1 —3X% + 3X
X3 —x? iyt
3 3
X? -1
X?-X
X—-1

1 1
X3—1=<—§X—§>(—3X2+3X)+X—1

Il est inutile de faire une troisiéme division car
—3X?2 43X = -3XX-1)+0

X—1=X3—1—<—%X—§)(—3X2+3X)=X3—1—(—%X—%>((X—1)3—(X3—1))

SURTEE RET i

on(-4re 8 oo

On retrouve le méme résultat.
Allez a : Question 3

Correction question4.
a) Le polyndbme X? + 2X + 5 n’a pas de racine réelle car A =22 —4 x5 =—16 < 0. Et 1 est une racine
double.



P aX+b c d
0 Xt2x+s5  x—1t -2
b) Je multiplie par (X — 1)?, puis X = 1.
[ x?-4 -3
d_IX2+2X+5L=1_?
Je multiplie par X, puis X = +co.
O=a+4+coea=—c
X=0
4 b 3 17
—gzg—c+d<:>—4=b—50+5x(—§>=}b=5c—§
X =-1.
-3 —a+b ¢ d 3 3 17 3 3 17 3
E: 1 —§+Z<=>—Z=—a+b—2C+d<:>—Z=C+SC—§—2C—§<=>4C=—Z-l-?-l-g
7
@4C=Z@C=E
Donc
-7
“ 716
7 17 1
b—SxE—§1_1—6 3
X2 -4 X+ 16 . 15 8

P+ 2X+5)X—1? X2+2X+5 X1 (X172
Autre méthode pour calculer a et b

Les racines complexes de X2 + 2X + 5 sont :
—2—4i

Xy =———=-1-2i
Et
X, =—1+2i
On multiplie par X2 + 2X + 5, puis X = —1 + 2i
, X2 —4 (-14+20)2—4 1—-4i—4—-4 —7—4i —7—4i
a(-14+20)+b=|—— = - = - = — = -
x-12|, __ . (—1+20—-1)2 (-2+202  4(-1+0D? 4(-2i)
17
278!
Donc
+b 7+b 1 b 1 7 1
17 )TTPES )16t T2 ~2 16 16
—a+b+2al—§—§u:) b B 7 S 7
=73 T " 16 716

Ensuite pour trouver d on fait pareil que précédemment, puis pour calculer c, soit on fait X = 0 ou on multiplie
par X et on fait tendre X vers I’infini.
Allez a : Question 4



