Licence L1-Math/Info-Algébre I1 2015-2016

Controle terminal-Mercredi 1 juin 2016

Durée : 2h
Les documents, les téléphones portables et les calculatrices ne sont pas autorisés

Questionnaire. (7 points) On veillera a justifier toute réponse avec soin.
Q1.Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez brievement votre réponse.
(a) Soit f: R* - R? une application linéaire surjective. Alors dim(ker(f)) = 2.
(b) Soient a, b, c € R. Le systeme

x+2y+z=a
{ —2x+y+z=>b
—x+3y+2z=c
A une solution unique.
(c) L’ensemble V = {(x,y,z) € R3,xyz = 1} est un sous-espace vectoriel de R3.
(d) L’ensemble V = {(2t, 4t,—t), t € R} est un sous-espace vectoriel de R3,
(e) L’intersection de deux sous-espaces distincts de dimension 3 de R* est un sous-espace vectoriel de
dimension 2.

Q2. Parmi les matrices suivantes lesquelles sont inversibles ?

1 2 3 45 0000 1 1100 0
/12345\ /00012\ /11100\
A=|1 2 3 4 5|;B=|l0o 0o 1 2 1];¢c=]0 111 0
1 2 3 45 012 1 2 00 1 1 1
1 2 3 45 121 2 1 000 1 1

Correction Questionnaire

QL.

(@) D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) = 4
f est surjective donc Im(f) = R?, ce qui entraine que dim(Im(f)) = 2, par conséquent
dim(ker(f)) = 2

xX+2y+z=a 1 2 1\ /x a
{—2x+y+z=b (:)(—2 1 1><y>=<b>
—-x+3y+2z=c -1 3 2/ 3z o

1 2 1
Onposed=(-2 1 1

(b)

1 3 2

2 1 11 2 1 -2 1
— =1 -2 =-1-(-6)—5=0
_i ; % ><|3 2| |—1 2|+|—1 3

A n’est pas inversible donc le systeme admet une infinité de solution

(c) (0,0,0) & V donc V n’est pas un espace vectoriel

d) u=(x7y2) €VeIteRu=(2t4t,—t) = t(2,4—1) donc V = vect((2,4,—1)) est un sous-
espace vectoriel de R3.

(e) Soient E et F deux espace de dimension 3 de R*, d’aprés la formule de Grassmann

dim(E + F) = dim(E) + dim(F) — dim(E N F) = 6 — dim(E N F)
EcE+F=3=dm(E) <dim(E + F)
Sidim(E+F)=3alorsE =E+F
De méme F = E + F, donc E = F ce qui n’est pas possible, par conséquent dim(E + F) = 4
D’ou I’on déduit que dim(E N F) = 2
Q2.



Les 5 colonnes de A sont proportionnelles donc rg(A) = 1, pour que A soit inversible, il est nécessaire
et suffisant que rg(A) = 5, A n’est pas inversible.

0 0 0 0 1 00 0 1
0 0 0 1 2 00 1 2
det(B)=|0 0 1 2 1=
0 1 2 1
01 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1
En développant par rapport a la premiére ligne
S50l po
det(B) = =—10 1 2
01 2 1 1 2 1
1 2 1 2
En développant par rapport a la premiére ligne
0 0 1
det® =0 1 2|=-]" J|=1
1 0
1 2 1

Donc B est inversible.

C est la matrice d’un endomorphisme de R,
( x1+x,=0
Jxl +x, +x3=0
X = (Xq,X3X3,%4,%5) Eker(u) @ {x; +x3+x4, =0
x5+ x4 +x5 =0

X4 +2x5=0
En soustrayant la ligne 2 a la ligne 1 on trouve x; = 0, on remplace
(x1+x,=0
Ix1+x2=0 X1 = —Xy
x = (xq,Xx3X3, X4, x5) € ker(u) & 4962 +x, =0 { Xy = —X;
Lx4+x5=0 Xs = —Xg = X3
X4 +x5=0

x = (—=x3,%5,0,—x5,%,) = x,(—1,1,0,—1,1)
dim(ker(u)) =1
D’apres le théoréme du rang, son rang est 4 < 5, C n’est pas inversible

Exercice 1. 6 points
Soit u: R3 —» R3 une application linéaire dont la matrice dans la base canonique est

3 0 -1
A= 2 4 2
-1 0 3

1. L’application u est-elle injective ? surjective ? Justifiez vos réponses

On considere les vecteurs b; = (1,-2,1), b, = (0,1,0) et b; = (1,0, —1)
Montrer que B = {b,, b,, b3} est une base de R3.

Calculer D = Matgp(u) la matrice de u dans la base B.

Donner la matrice de passage P de la base canonique a la base B et calculer P71,
Que représente la matrice PDP1 ?

En déduire 42016 ?

no

ook w

Correction exercice 1.
1.



3 0 -1 X1 0 3X1 — X3 = 0
x=(xy,x,x3) Eker(w) @ AX =0 2 4 2 |(X2]=(0]=12x +4x, +2x3=0
0

-1 3 X3 0 —x1+3x3=0
3x; —x3=0 8x; =0 x1 =0
(:){2x1+4x2+2x3=O<:>{2x1+4x2+2x3=0<:>{x2=0
X1 = 3x3 X1 = 3x3 x3=0

Ce qui que ker(u) = {Ogs}, par conséquence u est injective, puis comme u est un endomorphisme, u
est surjective.

1 0 1
-2 1 0
0

: _1=|i _11|=—2¢0

det(bl, bz, b3) -

Donc B est une base de R3.
Les coordonnées de u(b,) dans la base canonigue sont

3 0 -1 1 2 1
2 R)-6G)-0)
-1 0 3 1 2 1
Donc u(b;) = 2b;
Les coordonnées de u(b,) dans la base canonique sont
3 0 —-1\/0 0 0
(2 2))-(0)-+C)
-1 0 3 0 0 0
Donc u(b,) = 4b,
Les coordonnées de u(b5) dans la base canonique sont
3 0 -1 1 4 1
(3 E)-C)-()
-1 0 3 -1 —4 -1

u(by) u(bz) wulbsz)

2 0 0\ b1
D = MatB,B(u) =10 4 0 bz
0 o0 4/b,

1 0 1
P=|1-2 1 0
1 0 -1

1 0 1 X1 Y1 Li( X1 +x3 =y Ly X1 +X3 =Y
PX=Yo|=2 1 0 |[x|=|v2]eL{-2x1+x =y, & Ly +2l3{x; + 2x3 = 2y; + ¥,

1 0 -1/ \x3 Y3 L3\ x; —x3=1y; Ly—L; \ —2x3==y;+y3

Donc u(bs) = 4bs

i

1 1
s X1 =Y — X3 x1:Y1_<§y1_§y3>
Xy = 2y1 + Y, — 2x3 1 1
<9 1 1 ‘:’<x2=23’1+)’2_2(53’1_53’3)
X3=EY1_§3’3 1 1
. X3 =5Y17 53

1\
2

1 1 X3
(¥3 = 5Y1 753

( 1 1
X1 =501 + 5Y3 X1 / V1
Y2
V3

Donc



1 1
/E 0 E\ 1/l 0 1
Pl=(1 1 1 =—<2 2 2)
k} 0 _1) 2\1 0 -1
2 2

5. D’aprés le théoréme de changement de base A = PDP~1

6.
1 0 1) /22016 0 0 10
A2016 — PD2016P—1 — l(_z 1 0 )( 0 42016 0 )(2 2
2\1 0 -1 0 0 42016/ \1 0 -1
1 22016 0 42016 1 0 1
=5|-2x2%016 42006 o {2 2 2
2 22016 0 _42016 1 0 -1
1 22016 + 42016 0 22016 __ 42016
=—| —2 x 22016 +2 % 42016 42016 _ D v 22016 +2 X 42016
2 22016 __ 42016 0 22016 + 42016

Exercice 2. (5 points) On considére le polyndme P(X) = X* + 2X3 +2X? +2X + 1
1. Montrer que —1 est racine double du polynéme P(X)
2. Factoriser P(X) en facteurs irréductible dans R[X].
3. Ecrire la décomposition en éléments simple dans R[X] de la fraction rationnelle
X?2+4X -1
X4+ 2X3+2X2+2X+1

F(X) =

Correction exercice 2.
1. P(-1)=1-2+4+2-2+1 = 0donc —1 est au mains racine simple
PP(X)=4X3+6X?>+4X+2=>P(-1)=—-4+4+6—-4+4+2=0
Donc —1 est au moins racine double.
2. P(X)estdivisible par (X + 1)2 = X2 +2X + 1

X*4+2X342X24+2X+1 | X?+2X+1
X4 +2X3 4+ X2 X?+1
X2 +2X+1
X2 +2X+1
0

Donc P(X) = (X + 1D?(X?+ 1)

X?+4X -1 X2 +4x -1
F&X) COXY42X342X242X+1 (X +1)2(X2+1)
Le degré du numérateur est strictement inférieur a celui du dénominateur, pas de division
Il existe quatre réels a, b, c et d tels que :

X2 44X -1 a b cX +d

F(X):(X+1)2(X2+1):X+1+(X+1)2+X2+1
On multiplie par (X + 1)2, puis X = —1
b= X?+4X -1 — 9
®2+D |,
On multiplie par X2 + 1, puis X =i
, X2+4x -1 2440 —2+4 1 ,
Cl+d=lWlX=i=(i+1)2= T =—?+2=l+2

Doncc=1letd =2
Ensuite on a deux solutions, soit on multiplie par X, puis X — +oo
0=a+c=>a=—-c=-1



SoitX =0
—1=a+b+d=>a=-1-b—-d=-1+2-2=-1
Finalement
1 2 X+2

F(X)=— -
(X X+1 (X+1)2+X2+1

Exercice 3.  ((7 points) Interpolation de Lagrange
On désigne par R, [X] le sous-espace vectoriel de R[X] constitués des polyndmes de degré au plus 2. Soient
a, b, c trois nombres réels deux a deux distincts et
¢:Ry[X] -» R?
P~ (P(a),P(b),P(c))
L’application d’évaluationen a,b etc
1. Montrer que ¢ est une application linéaire.
2. Dire pourquoi le seul polyndme de degré au plus 2 tel que ¢(P) = (0,0,0) est le polynéme nul P = 0.
En déduire que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Indication : On pourra se baser sur des résultats du cours, en veillant a citer avec soin tout résultat
utilisé
3. Expliciter les polynémes L, L, L. de degré au plus 2 tels que :
p(Lg) = (1,0,0), ¢(Lp) =(0,1,0), ¢(L.) =(0,0,1)
(Ces polynomes sont appelés les polynomes d’interpolation de Lagrange)
Dans les deux questions qui suivent, on pourra se servir de 1’application ¢.

(i) Montrer que la famille (L, Ly, L.) est libre. En déduire que c’est une base de R,[X].
(i)  Déterminer les coordonnées du polynémes P € R,[X] dans la base (Ly, Ly, L.).

5. Soit A € R[X] un polynéme de degré d > 3. Exprimer le reste de la division euclidienne de A par
(X —a)(X — b)(X — c) en termes des polyndmes d’interpolation (L, Ly, L)

Correction exercice 3.
1. Soient P; et P, deux polynémes de R,[X] et soient 1;, A, deux réels.
@(A1P; + A,P,) = ((/11131 + A,P;)(a), (A1 Py + A,P,)(b), (A, P; + Azpz)(c))
= (/11P1(a) + A2P;(a), 41 Py (b) + A, P,(b), A, Py (c) + /12P2(C))
= 11(P1(a);P1(b);P1(C)) + /12(P2 (a), Pz(b);Pz(C)) = Lo(Py) + A,0(P;)
Ce qui montre que ¢ est linéaire.
2. Soit P € R,[X]
P(a) =0
@(P) = (0,0,0) & (P(a), P(b),P(c)) = (0,0,0) & {P(b) =0
P(c)=0
Or un polynéme non nul de degré inférieur ou égal a deux a au plus deux racines reelles, donc P = 0

Lo(a) =1
¢(La) = (1,0,0) & (La(@), La(b), La(e)) = (1,0,0) & {La(b) =0
La(c) =0
D’ou on déduit que b et ¢ sont des racines de L, il existe donc une constante K € R tel que
LX) =KX —-b)(X —¢)
Puis la premiére équation donne
1

(a—b)(a—c)

Ly(a)=1eKla-b)(a—c)=1o K=

Par conséquent



X -b)X-o0)

La(X) =

(a—b)(a—c)
Lb(a) =0
¢(Lb) = (0,1,0) < (Lb(a)'l‘b(b)) Lb(c)) = (0'110) < {Lb(b) =1
Lb(C) =0

D’ou on déduit que a et ¢ sont des racines de Ly, il existe donc une constante K € R tel que
LX) =KX—-a)(X —c¢)
Puis la seconde équation donne

Ly(b)=1oKb—-a)b—c)=1K-= (b—a)l(b—c)
Par conséquent
X—-—a)X —c)
L == -0
L.(a)=0
p(L) = (0,0,1) © (Lc(a), Ly(b),Ly(c)) = (0,0,1) & {Lc(b) =0
L.(c)=1

D’ou on déduit que a et b sont des racines de L,, il existe donc une constante K € R tel que
L.(X) =KX —-a)(X—b)
Puis la troisieme équation donne

1
L(c)=1e K(c—a)(c—b) = 1<:>K:(c—a)(c—b)
Par conséquent
_ X -a)(x-bh)
LB = "o —h

(i) Soient a, S et y, trois reels
al, + BL, +yL. = 0= @(aL, + BL, + yL.) = ¢(0) = (0,0,0)
= ap(Lg) + po(Ly) + ye(L:) = (0,0,0) = «(1,0,0) + $(0,1,0) + y(0,0,1)
= (0,0,0) = (a,8,v) =000 =2a==y=0
La famille (Lg, Ly, L.) est libre, ¢’est une famille libre a trois vecteurs dans un espace de
dimension trois, ¢’est une base de R, [X].
(i)  Soienta, B ety, trois réels tels que P € R,[X] :
P=alL,+ pBL, +yL,
@(P) = (P(@),P(b), P(c)) & (P(a), P(b),P(c))
= ((aLq + BLy + L) (@), (alq + BLy + yL)(b), (alq + BLy + YLc)(C))
& (P(a), P(b),P(c))
= (aLq(@) + BLy(a) +yLc(a), aLa(B) + BLy(B) + yLc(b), aLqa(c) + BLy(c)

+yL(c))

= (aLqy(a) + BLy(@) + yLc(a), aLy(b) + BLy(b) + yLo(b), aLy(c) + BLy(c)
a = P(a)

+yLe(0)) = (@, B,7) & {ﬁ = P(b)
Yy = P(c)

D’ou P = P(a)L, + P(b)Ly, + P(c)L,
. Dans la division de A € R[X] par (X — a)(X — b)(X — ¢) il existe un polyndme Q € R[X] etun
polyndme R € R,[X], donc il existe a, B et y, trois réels tels que R = aL, + BL;, + yL, tels que :
A=X-a)X-b)X—-c)Q+aL, +BL, +yL,
Ce qui entraine que :
A(a) = aLq(a) + BLp(a) +yL(a) = a



A(b) = aLq(b) + BLy(b) +yL.(b) =B
A(c) = aLq(c) + BLy(c) + yLc(c) =¥
Donc R = A(a)L, + A(b)L, + A(c)L,



