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Les exercices Ci-dessous sont indépendants et peuvent étre traités dans [’ordre de votre choix. L utilisation de
documents de toute nature et de calculettes n’est pas autorisée, | utilisation de téléphone sera considéré comme
une tentative de fraude(Y compris pour regarder [’heure). Le sujet est imprimé sur deux pages (une feuille
imprimée recto-verso).

Exercice 1 :
1°) Soit t > 0, écrire la formule de Taylor-Lagrange de la fonction sin entre 0 et t, avec un reste a 1’ordre 5.

2°) En déduire que % est une valeur approchée de

Lsin(t
f ( )dt
o t
a2x1073 pres.
Correction
1°) Pour t > 0 il existe ¢ € ]0, t[
t3  t°
sin(t) =t — 3 + mcos(c)

Pour t = 0, sin(0) = 0 et on retrouve la méme formule.
2°) c € ]0, t[ entraine que c € ]0,1[ c ]—gg[ donc 0 < cos(c) <1
t° t5 t3 t3  td t3  ¢t° t?>  sin(t) t?  tt

0<FOCOS(C)<m¢>t—g<t—g+§ocos(c)<t—€+m<:>1—€< n < 6 T 120

En intégrant entre 0 et 1

fl 1B dt<flsin(t)dt<f1 LA VOISR <flsin(t)dt<1 1,1
— — — — — @ — — — — —
. 6 . ¢t . 6 T 120 B8 ), ¢ 18 T 500

17 Lsin(t 17
<f ®)
0

<:>1—8 " dt<1_8+ﬁ

0<flsin(t)dt 17< 1 < L 2x 1073
= —_—— —_— _—
0 t 18 600 500

Donc 1—; est une valeur approchée de fol %(t) dta2 x 1073 pres.

Exercice 2 :

Soient a, b et c trois réels.

1°) Calculer le développement limité, a I’ordre 3, au voisinage de 0 de la fonction f definie par
f(x) = In(1 + ax) + sin(bx) + cx?

2°) Sachant que



X
TTAG R TG
x-0 x2 x-0 x3
x#0 x#0
Trouver a, b et c.
Correction
1°)
2,2 3,3 3.3
f(x) =ax — > + 3 +o0(x3) + bx — c +o(x3) + cx?
a? 2a% — b3
=(a+Db)x + (c —7>x2 +Tx3 + o(x?)
2°)
X X
lim]L)=0 et limf( )—4
x=0 x2 x-0 x3
X#0 x#0
a? 2a% — b3
) (a+b)x+(c—7)x2+Tx3+o(x3)_ ) atb @2 243 — b3 -
lim 2 —0<=>x1£r(1) —+c—7 e x+o(x)]|=0
x#0 x#0
/ 2
a+b+c_7+2a3—b3+ @ | =4
f:gg)\ x2 x 6 0 )_
(a+b=0 b=-a
I az ( az b 2
——=0 c=— -
‘T3 & 2 @{ c=2
2a3 b3_ 3a3_4 a=2
6 6
Exercice 3 :

Soient f: [0, +o[ — [0, +oo[ et g: [0, +oo[ — R, f une fonction continue, g une fonction de classe C? et telles
que pour tout u € [0, +oo[

g'w < fwgw

On pose, pour toutt = 0

@(t) = g(0) +f fWgwdu et Y(t)= (p(t)e—ﬁff(u)du
0

1°) Montrer que pour toutt > 0
9(®) < o(0)

') — fDe) <0

2°) En déduire que pour toutt > 0
3°) Montrer que 1 est décroissante sur R*.

4°) En déduire que pour toutt = 0

o(t) < g(0)e o ran
5°) En déduire que pour tout t > 0

g < g(O)e‘fOtf(u)du

Correction
1°) g’ est continue et f x g est continue, ces deux fonctions sont donc intégrables. Pour tout t = 0

f g (Wdu < f Fgdu & g(t) — g(0) < f Fwg@du & g(t) < g(0) + f FgWdu = g(©)
0 0 0 0
< o(t)



2°)t - fotf(u)g(u)du est dérivable car f X g est continue donc ¢ est dérivable.
Pourtoutt > 0ona:

9'(t) = f(Dp(t) = f(D)g@®) = FDp() = fF[)(g(t) — () <0

Car pourtoutt =0, f(t) = 0et g(t) < @(t).
t
3)t—- fotf(u)du est dérivable car f est continue donc t — e~ Jo F@du gt dérivable, comme @ est dérivable,
Y est dérivable.
Pourtoutt >0ona:
t t t
Y0 = ¢' e b/ + o) (=f(©)e b/ = (p'(1) — p(Of (1) )e h /W < 0
1 est une fonction dérivable, a dérivée négative sur 1’intervalle [0, +oo[, 1 est décroissante.
4°) D’aprés 3.
t=>0=vy() <y)

0 0
$(0) = p(0)e™ o W = 4(0) = g(0) + f £ g@)du = g(0)
0

Donc
t
p(De™h /W% < (0)
Ce qui entraine que
9 (1) < g(0)elo /I
5°) D’aprés 1. pourtoutt = 0ona: g(t) < ¢(t)

Donc

g() < g(0)elorean
Exercice 4 :
Soit

+oo ,-nt
Jn = fo 1+et dt
On pose
X —-nt
0 = [ gt

On rappelle que
Xl_i)I_Il_loo]n(X) =Jn

1°) Montrer que pour tout n > 0, J,, est une intégrale convergente et strictement positive.

2°) Calculer J,(X) et J;(X) et en déduire J, et J;.

3°) Pour tout n > 1, calculer J,_; (X) + J,(X).

4°) En déduire J,.

Correction

1°) Convergence en +oo

e ™ 1 1
<1+et<1+et<3_e

nt
:+et est intégrable en +oo, de plus I’intégrale d’une fonction

strictement positive entre 0 et +oo est strictement positive.

-t

0

Comme t — e~ ¢ est intégrable en +oo t —

-nt
:+et dt est strictement positive d’une fagon plus rigoureuse, on peut

. , . +
Si on veut démontrer le fait que fo *
raisonner ainsi :

e—nt X e—nt +o0 e~ t X e—nt
>0= dt > 0= dt = lim dt >0
1+et f01+et _l(; 1+et x>0y 1+et
ensuite on suppose que



+oo ,-nt
dt=0
j; 1+et

X e—nt
g:X—)fO1 etdt

comme

+

e

nXx
est une fonction strictement croissante (g'(X) = = > 0, sa dérivée est strictement positive) dont la limite en

1+
+o0 est nulle, cette fonction est identiquement nulle donc
X -nt
VX € R*,J dt
o 1+et

-nX

ce qui entraine que sa dérivée est nulle, ¢’est-a-dire que VX € R, :+e ~ = 0, ce qui est faux donc

+o00 e—nt
dt=0
fo 1+et

+oo ,-nt
dt >0
fo 1+et

est faux et

2°)

+00 1 X 1
= dt = li dt
Jo fo 1+et X oo o 1t+et

On fait le changement de variable x = et © t = In(x) donc dt = %

t=0=>x=e"=1
t=X>x=eX

(X)—fx 1 dt_fex 1 dx
Jo Sy 1+et ) 1+xx

Il existe a et b réels tels que
1 a b

(x+1)x=x+1+;

On multiplie par x + 1, puisx = —1
1

a= [;L:_l =1

On multiplie par x, puisx =0

b—[ ! ] =1
N PR e

X -1 1 X
Jo(X) =f0 1+etdt=J1 <m+;>dx — [=InCx + 1) + In(0)]2=2

= —In(e* + 1) + In(e*) — (~In(2) + In(1)) = —In <eXe;’ 1) +In(2) =

=—In (ex: 1> +1n(2) = —In(1 + e7*) + In(2)

X

+oco 1
_ v L _
Jo= fo 14 et dt = lim (=In(1+e™) +In(2)) = In(2)



+oo e—t X e—t
= dt = lim dt
S JO 1+et X+ Jo 1+ et

On fait le changement de variable x = et & t = In(x) donc dt = C;—x

t=0=>x=¢e%=1
t=X=>x=¢eX

X et e¥ > dx e¥ 1
X = = RN -
L0 JO 1+etdt Jl 1+x x jl (1+x)x2dx

Il existe a, b et ¢ réels tels que

1 a b ¢

(1+x)x2:1+x+;+x2

On multiplie par x + 1, puis x = —1
‘= [xz x=-1
On multiplie par x2 puis x = 0

=1

c=|
x+ 1l—o
On multiplie par x puis x — +oo

O=a+beosb=-1

= |- (b )= [ 0 -

x:eX

x=1

=lne*+1)—In(eX) —e X —-(n2)-In(1) —1) =1In (exe;}(— 1) —e*—-In(2)+1

=ln(l+e*)—-e*-1n)+1
Ji = xl_iHloo(ln(l +eX)—e*-In(2)+1) =1-1n(2)

3°)
(X) N (X) _ er—(n—l)t i+ .fX et i = J»Xe—(n—l)t + e Mt gt = X(et + 1)e—nt it
Jn-1 JulX) = o 1+et o T+et 1+4et )y 1+et
X et t=x e X 1
=je‘"tdt= - = — +—
0 n ol n n
Donc
1
Jn-1t/n = Z
4°)

1 1 1 1 1 1 1 5 7
Ji=g—l=7-(3-0)=7-3+h= -ty - =1~ (A —I@) = ——+In()



