Math 11 algébre Juin 2011

Probléme
Partie I.
On fixe un réel a et on considére ’application
u: R3[X] - R3[X]

1
P—)P—§(X—a)P’

Ou R;3[X] désigne I’espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a 3
On note B = (1, X, X2, X3) la base canonique de R5[X].

1. Montrer que I’image d’un élément de P de R [X] appartient bien a R5[X].
Montrer que I’application u est linéaire.
Déterminer la matrice de u dans la base B.
Démontrer que la famille B’ = (1, X — a, (X — a)?, (X — a)?) est une base de R5[X].
Calculer pour tout k € {0,1,2,3}, u((X — a)*) les coordonnées de u((X — a)*) dans la base B’. En
déduire la matrice D de u dans la base B’'.

6. Déterminer une base de ker(u), une base de Im(u) et le rang de wu.

[On pourra utiliser la matrice D.]

Allez a : Correction partie |
Partie II.
Soit P, un polynéme de degré 3 a coefficients réels tel que P’ divise P.

7. Montrer qu’il existe a et B réels tels que

a s~ own

P=(aX+pB)P
8. Montrer qu’il existe un réel a tel que
1
P = §(X —a)P'

9. En déduire tous les polyndmes de degré 3 tels que P’ divise P.
[On pourra utiliser I’endomorphisme de la premiére partie]
Allez a : Correction partie 11
Partie IlI.
Soit P un polynéme de degré n > 1 a coefficients complexes tel que P’ divise P.

10. Démontrer qu’il existe un complexes a tel que P = %(X —a)P'.

11. Soient a4, ..., a, des complexes deux a deux distincts et m,, ..., m,- des entiers naturels non nuls. On

considere le polynéme :
-
0= [ox-aom
k=1
QI

Calculer Q' et en déduire la décomposition en éléments simple de o

12. En déduire que P n’a qu’une seule racine.
Allez a : Correction partie Il

Questionnaire
Les différentes questions sont indépendantes.
1. Soit n un entier naturel non nul et A la matrice n X n dont tous les coefficients valent 1 :

1 1 - 1
A=,
1 1 - 1

Déterminer le rang de A et en déduire le déterminant de A.



2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme de E, ¢’est-a-dire une application
linaire de E dans E.
(@) Donner sans preuve la relation entre dim(E), dim(ker(f)) et rg(f).
(b) Démontrer que ¢ est injective si, et seulement si ¢ est surjective.

3. Donner la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle
1

TX(X - 1)2
une matrice n X n a coefficients complexes. On

F

4. Soit n un entier naturel non nul et A = (a; ;)

1<i<jsn
suppose que pour i et j entiers comprisentre 1 etn,ona:
a,; #0 et i<j=a,;=0

C’est-a-dire
a; 0 - 0
A= 0
Ui = v Gpg
Démontrer que A est inversible.
Allez a : Correction guestionnaire
CORRECTION

Probléme
Correction partie I.
1. d°P<3=> d°((X — a)P’) < 3 = d°u(P) < 3 donc I’image d’un polyndme de R5[X] par u est un
polyndme de R;[X].
2. Soient Py, P, deux polyndme de R;[X] et A; et A, deux réels

1
u(A4 Py + 1,P;) = (AP + A, P,)’ —§(X —a)(A1P; + A,P,)
1 1
= (A1P1’+Azpzl)_Alg(x—a)ﬂ—lzg(x_a)})z

1 1
-1 (pl' —S - a)Pl) + (pz' —S (- a)Pz’) = A u(Py) + Au(Py)

u est une application linéaire.
3.

u(1)=1—%(X—a)><0=1

1 1 2
u(X)—X—g(X—a)XI—§a+§X

1 2a 1
u(X?) =X2—§(X—a)x2X=?X+§X2

1
ux® =x3 —§(X—a) x 3X? = aX?

SR

0 0

.

Donc

A=

o

o O wlINw|Q
Q

ow|»—\w|g’ o

4. Premiére méthode



a+pX—a)+yX—-—a))+5X—-a)® =0
Sa+pX—Pa+y(X?—2aX +a?)+6X3—3aX?+3a’X—a3)=0
©a—fa+ya?—68a+ (B —2ay +3a?8)X + (y —3a6)X? +6X3 =0
a—pPa+ya’—6a3=0 a=0
o) B-2ay+3a*6=0  )B=0
y—3a6 =0 y=20
5§=0 §=0
B est une famille libre a 4éléments dans un espace vectoriel de dimension 4, ¢’est une base.
Deuxiéeme méthode
a+fX—-—a)+yX —a)’+86X—a)*=0
On prend X = a, ce qui entraine que a = 0
fX—-a)+yX—-a)+6X-a)B=0opf+yX—a)+5X—-a)>=0
On prend X = a, ce qui entraine que § = 0
yX—-a)+6X—-a)’=0y+5X—-a)=0
On prend X = a, ce qui entraine que y = 0, puisque § =0
Méme conclusion.

u(1)=1—%(X—a)><0=1
u((X—a))=X—a—%(X—a)><1=§(X—a)
u((X—a)2)=(X—a)z—%(X—a)XZ(X—a)=%(X—a)2

u((X —a)3) =(X—a)3—%(X—a)><3(X—a)2 =0

Les coordonnées respectives de ces polynémes dans la base B’ sont

0 0
1 2 0 0
O, §,1;O
0 0 3 0
0 0 0 0
Donc
1 0 0 O
/O 2 0 0\
_ 3
D_|0010|
\o o3 o)
0 0 0 O

Premiére méthode : d’apres la matrice D
ker(u) = Vect((X — a)?)
Im(u) =Vect(1,X —a, (X — a)?)
Rg(u) =3
Car manifestement (1,X — a, (X — a)?) est une base de Im(u)

On peut couper les cheveux en 4 en invoquant le théoréme du rang mais on a montré que B’ est une
base donc tout est évident.
Deuxieme méthode (Bien plus longue)

u(P) = u(aX® + X2 +yX +6) = au(X3) + pu(X?) + yu(X) + du(1)
2 1 1 2
= aaX? +,8(—aX+—X2> +y<—a+—X) +6

3 3 3 3
B ﬁ) ) <2aﬁ 2y> ya
—(aa+3X+ 3+3 aX+3+6



B _
[Zaa+g—0 I[;:_—Baa B = —3aa
PEker(u):}{L’B_F_y:O(: V—_?/,g = y:3a2a
|)3;a 3 0=—7 § =—ada

?4—5:0

P =aX?®—3aaX? +3a%aX —aa = a(X — a)3
Donc ker(u) = Vect((X — a)3), (X — a)3 est une base de ker(u) et dim(ker(u)) = 1
D’aprés le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(R;[X]) © dim(lm(u)) =3

u(1)=1—%(X—a)><0=1

1 1 2
u(X)=X—§(X—a)><1=§a+§X

1 2a 1
u(X?) =X2—§(X—a)x2X=?X+§X2

1
u(x3) = X3 — S (X —a) x 3X2 = aX?

Im(u) =V 1:(1a+2)(2ax+1x2 X2>
m(u) = Vec 313453 3,a

Cette famille est nécessairement liée puis que la dimension de I’'image de u est 3, en se forgant un peu
on pourrait trouvé une relation entre ces 4 polynémes (mais ce n’est pas trivial), le mieux est de choisir « au
hasard » trois polyndmes en espérant que cette famille est libre. On prend les trois premiers.

a 2 2a 1, a 2a 2 2a 1,
a+ﬁ(—+—X)+y(—X+—X)=0<=a+§ﬁ+—y+(§ﬁ+?y)X+—yX =0

3 3 3 3 3 3
( a 2a
a+-p+—y=0
3 3 _
a=20
2 2a
&3 =f+—y=0 ©3i=0
3 3 y=0
1 —
L 37 =0

Ces trois polyndémes forment une famille libre a trois éléments dans un espace de dimension 3, ¢’est une
base de Im(u).
Correction partie 1.
7. 1l existe un polynébme Q tel que P = QP’, comme d°P = 3, d°P' = 2 et d°P = d°Q + d°P' ona
d°Q = 1, par conséquent il existe @ # et B réelstels que Q = aX + .
8. Onpose P =aX3+bX?+cX+daveca # 0, P =3aX?+2bX +c
aX3+bX?+cX+d=(aX +p)(3aX?+ 2bX + ¢) = 3aaX3 + -

Les termes non écrits sont de degré inférieur ou égal a 2. On identifie les termes de degré 3 :

1
=3 = = —
a aa a 3

Cara # 0.

s (xe B Lty
Q‘§X+ﬁ_3<x+3)_3(x a)

Avec a = —g.
9. P=-(X—a)P' ©P—-(X—a)P' =0 uP) =0 3K €R, P =KX —a)®
Correction partie I11.
10. 1l existe un polyndme Q tel que P = QP'. Ona d°P = d°Q + d°P', comme d°P = netd°P' =n —1,
d°Q = 1, par conséquent il existe a et g réels tel que
P=(aX+p)P'



P=a,X"+Ao0uA€ER, [X]eta, #0

P' =na,X" '+ A o0 A’ € R,_,[X]

P=(@X+pB)P @aX"+A=(aX+Pna, X" 1+A © a,X"+A=ana,X" + fna, X" 1+ 4
d°(Bna, X" 1+ A)<n-1

On peut identifier les termes de degré n

Cara, #0
1 1 B
=—X ——(X —)z—X—
Q=—"X+p=—(X+" X —a)
Avec
B
a=——
n
11.
T T
Q' = m; (X - aj)mj_l H(X — ;)™
k+#j
, r
< _ my
Q j=1X —q;
12. Ona
P’ _n
P X-a

, .- 12 . P . . . )
C’est la décomposition en ¢léments simples de 5 SI P avait d’autre racines complexes on pourrait

I’écrire comme Q (D’apres le théoreme de D’ Alembert-Gauss) et sa décomposition en éléments simples
aurait plus de un élément simple.
Conclusion P n’a qu’une racine, notée a, il existe donc k € C tel que

P=k(X—-a)"

Correction questionnaire
1. Tous les vecteurs colonnes sont proportionnels (et méme égaux) donc le rang de A est 1.
Sin = 1lalorsdet(4) =1
Sin > 2alorsdet(4) =0
2. (a) D’apres le théoréme de rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)
(b)
Supposons que f est injective.
ker(f) = {0z} = dim(ker(f)) = 0 = dim(Im(f)) = dim(E)
Or Im(f) c E et ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension donc Im(f) = E, ce qui signifie
que f est surjective.
Supposons que f est surjective.
Im(f)=E = dim(lm(f)) = dim(E) = dim(ker(f)) = 0 = ker(f) = {0z}
ce qui montre que f est injective.
3. Il existe a, b et c réels tels que :
1 a b c

F:—:—
XX-12 X X-1 x=1)2

On multiplie par X, puis X = 0



a= [ﬁ])(:o =1

On multiplie par (X — 1)%, puis X = 1
7
c=|= =1
...

O=a+bosb=-1
4. A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul or
det(A) = al‘laz’z an’n * 0

On multiplie par X, puis X = +oo

Donc A est inversible
Allez a : Questionnaire



