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Exercice 1.  

Les polynômes considérés dans cet exercice sont dans ℚ[𝑋]. 

1°) Montrer que 1 est racine simple de 𝑋3 + 𝑋 − 2 

En déduire 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑋3 + 𝑋 − 2, 𝑋2 − 2𝑋 + 1). 

2°) En utilisant l’algorithme d’Euclide et éventuellement la question 1°), trouver le polynôme 

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑋5 + 𝑋3 − 𝑋2 − 2𝑋 + 1, 𝑋3 + 𝑋 − 2) 

Allez à : Correction exercice 1 

Exercice 2.  

Soit ℬ = (1, 𝑋, 𝑋2) la base canonique de ℝ2[𝑋]. 

Soit 𝑓: ℝ2[𝑋] → ℝ[𝑋] l’application linéaire définie par : 

𝑓(𝑃) = 𝑋(𝑋 + 1)𝑃′′ + (𝑋 + 2)𝑃′ − 𝑃 

1°) Calculer 𝑓(1), 𝑓(𝑋) et 𝑓(𝑋2) et en déduire qu’on peut restreindre 𝑓 en un endomorphisme qu’on notera 

𝑔: ℝ2[𝑋] → ℝ2[𝑋] par la suite. 

2°) Donner la matrice de 𝑔 dans la base canonique ℬ de ℝ2[𝑋]. 

3°) Calculer le rang de 𝑔 et donner une base de 𝐼𝑚(𝑔). 

4°) L’endomorphisme 𝑔 ∈ ℒ(ℝ2[𝑋]) est-il surjectif ? Motiver votre réponse. 

Allez à : Correction exercice 2 

 

Exercice 3.  

Soit 𝜑: ℝ3 → ℝ3 une application linéaire, et 𝑒 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) la base canonique de ℝ3. La matrice de 𝜑 dans la 

canonique de ℝ3 est la suivante. 

𝑚𝑎𝑡𝑒(𝜑) = 𝐴 = (
1 −1 −2

−1 1 2
1 0 −1

) 

1°) Montrer qu’il existe et déterminer un vecteur non nul 𝑎 ∈ ℝ3  tel que 𝐾𝑒𝑟(𝜑) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑎). 

2°) Déterminer un vecteur 𝑏 ∈ ℝ3 tel que 𝑎 = 𝜑(𝑏). 

3°) Montrer que 𝐸1 = {𝑣 ∈ ℝ3, 𝜑(𝑣) = 𝑣} est un sous-espace vectoriel de ℝ3. 

4°) Donner un vecteur non nul 𝑐 ∈ 𝐸1. 

5°) Montrer que 𝑒′ = (𝑎, 𝑏, 𝑐) est une base de ℝ3. 

6°) Déterminer la matrice 𝑇 = 𝑚𝑎𝑡𝑒′(𝜑) de 𝜑 dans la base 𝑒′. 

7°) Donner la matrice de passage de la base 𝑒 à la base 𝑒′, notée 𝑄. 

8°) Pourquoi la matrice 𝑄 est inversible ? Calculer 𝑄−1. 

9°) Donner la relation entre 𝐴, 𝑇 et 𝑄. 

10°) Calculer le déterminant de 𝑇. En déduire le déterminant de 𝐴. 

Allez à : Correction exercice 3 

 

Exercice 4.  

Soit 𝑢: 𝐸 → 𝐹 une application linéaire. On rappelle que 𝑢(0) = 0 

Montrer que : 

1°) Si 𝑢 est injective alors ker(𝑢) = {0}. 

2°) Si ker(𝑢) = {0} alors 𝑢 est injective. 

Allez à : Correction exercice 4 

 



 

CORRECTION 

 

Correction exercice 1.  

1°) On pose 𝑃 = 𝑋3 + 𝑋 − 2, 𝑃′ = 3𝑋2 + 1 

𝑃(1) = 13 + 1 − 2 = 0 et 𝑃′(1) = 3 × 12 + 1 ≠ 0 donc 1 est racine simple de 𝑋3 + 𝑋 − 2. 

𝑋2 − 2𝑋 + 1 = (𝑋 − 1)2 

Donc 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑋3 + 𝑋 − 2, 𝑋2 − 2𝑋 + 1) = 𝑋 − 1 

2°) 

𝑋5 + 𝑋3 − 𝑋2 − 2𝑋 + 1  𝑋3 + 𝑋 − 2  

𝑋5 + 𝑋3 − 2𝑋2  𝑋2  

                     𝑋2 − 2𝑋 + 1   

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑋5 + 𝑋3 − 𝑋2 − 2𝑋 + 1, 𝑋3 + 𝑋 − 2) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑋3 + 𝑋 − 2, 𝑋2 − 2𝑋 + 1) = 𝑋 − 1 

Allez à : Exercice 1 

 

Correction exercice 2.  

1°) 

𝑓(1) = 𝑋(𝑋 + 1) × 0 + (𝑋 + 2) × 0 − 1 = −1 

𝑓(𝑋) = 𝑋(𝑋 + 1) × 0 + (𝑋 + 2) × 1 − 𝑋 = 2 

𝑓(𝑋2) = 𝑋(𝑋 + 1) × 2 + (𝑋 + 2) × 2𝑋 − 𝑋2 = 6𝑋 + 3𝑋2 

Donc pour tout 𝑃 ∈ ℝ2[𝑋], 𝑓(𝑃) ∈ ℝ2[𝑋], si on n’est pas convaincu 

𝑓(𝑃) = 𝑓(𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2) = 𝑎𝑓(1) + 𝑏𝑓(𝑋) + 𝑐𝑓(𝑋2) = −𝑎 + 2𝑏 + 𝑐(6𝑋 + 3𝑋2) ∈ ℝ2[𝑋] 

𝑓(𝜆1𝑃1 + 𝜆2𝑃2) = 𝑋(𝑋 + 1)(𝜆1𝑃1 + 𝜆2𝑃2)′′ + (𝑋 + 2)(𝜆1𝑃1 + 𝜆2𝑃2)′ − (𝜆1𝑃1 + 𝜆2𝑃2)

= 𝑋(𝑋 + 1)(𝜆1𝑃1
′′ + 𝜆2𝑃2

′′) + (𝑋 + 2)(𝜆1𝑃1
′ + 𝜆2𝑃2

′) − (𝜆1𝑃1 + 𝜆2𝑃2)  

= 𝜆1( 𝑋(𝑋 + 1)𝑃1
′′ + (𝑋 + 2)𝑃1

′ − 𝑃1) + 𝜆2( 𝑋(𝑋 + 1)𝑃2
′′ + (𝑋 + 2)𝑃2

′ − 𝑃2)

= 𝜆1𝑓(𝑃1) + 𝜆2𝑓(𝑃2) 

Donc 𝑓 est linéaire de ℝ2[𝑋] dans ℝ2[𝑋], il s’agit bien d’un endomorphisme de ℝ2[𝑋]. 

2°) 

𝑚𝑎𝑡ℬ(𝑔) =

𝑔(1) 𝑔(𝑋) 𝑔(𝑋2)

(
−1     2      0

0    0      6
0    0      3

)

 
1
𝑋

𝑋2

 

3°)  

Les deux premières colonnes sont proportionnelles et la troisième n’est pas proportionnelle aux deux premières, 

il y a deux colonnes libres dans la matrice de 𝑔, donc le rang de 𝑔 est 2. 

4°) Si 𝑔 était surjectif le rang de 𝑔 serait 3, donc 𝑔 n’est pas surjectif. 

Allez à : Exercice 2 

 

Correction exercice 3.  

1°)  

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ ker(𝜑) ⇔ (
1 −1 −2

−1 1 2
1 0 −1

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
0
0
0

) ⇔
𝐿1

𝐿2

𝐿3

{
𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 0

−𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 0
𝑥1              − 𝑥3 = 0

⇔

𝐿1

𝐿2 + 𝐿1

𝐿3 − 𝐿1

{
𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 0

0 = 0
𝑥2 + 𝑥3 = 0

⇔ {
𝑥1 = 𝑥3

𝑥2 = −𝑥3
 

𝑥 = (𝑥3, −𝑥3, 𝑥3) = 𝑥3(1, −1,1) 

On pose 𝑎 = (1, −1,1) et alors ker(𝜑) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑎). 

2°) On pose 𝑏 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 



𝜑(𝑏) = 𝑎 ⇔ (
1 −1 −2

−1 1 2
1 0 −1

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (
1

−1
1

) ⇔

𝐿1

𝐿2

𝐿3

{
𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 1

−𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = −1
𝑥1              − 𝑥3 = 1

⇔ {
𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 1

𝑥1 = 𝑥3 + 1

⇔ {
𝑥2 = 𝑥1 − 2𝑥3 − 1

𝑥1 = 𝑥3 + 1
⇔ {

𝑥2 = −𝑥3

𝑥1 = 𝑥3 + 1 

𝑏 = (𝑥3 + 1, −𝑥3, 𝑥3) 

On peut choisir n’importe quel 𝑥3, on prend, par exemple 𝑥3 = 0 alors 𝑏 = (1,0,0) 

3°) 𝜑(0ℝ3) = 0ℝ3 donc 0ℝ3 ∈ 𝐸1 

Soient 𝑣1 ∈ 𝐸1 et 𝑣2 ∈ 𝐸1, donc 𝜑(𝑣1) = 𝑣1 et 𝜑(𝑣2) = 𝑣2 

Pour tout 𝜆1 et 𝜆2 réels 

𝜑(𝜆1𝑣1 + 𝜆2𝑣2) = 𝜆1𝜑(𝑣1) + 𝜆2𝜑(𝑣2) = 𝜆1𝑣1 + 𝜆2𝑣2 

Donc 𝜆1𝑣1 + 𝜆2𝑣2 ∈ 𝐸1 

Par conséquent 𝐸1 est un sous-espace vectoriel de ℝ3. 

4°) On pose 𝑐 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 

𝑐 ∈ 𝐸1 ⇔ 𝜑(𝑐) = 𝑐 ⇔ {
𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 = 𝑥1

−𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 𝑥2

𝑥1              − 𝑥3 = 𝑥3

⇔ {
−𝑥2 − 2𝑥3 = 0
−𝑥1 + 2𝑥3 = 0
𝑥1 − 2𝑥3 = 0

⇔ {
𝑥1 = 2𝑥3

𝑥2 = −2𝑥3
 

𝑐 = (2𝑥3, −2𝑥3, 𝑥3) = 𝑥3(2, −2,1) 

On peut choisir n’importe quel 𝑥3 non nul, on prend, par exemple 𝑥3 = 1 alors 𝑐 = (2, −2,1) 

5°) 

det(𝑎, 𝑏, 𝑐) =

𝐶1 𝐶2 𝐶3

|
1 1 2

−1 0 −2
1 0 1

|
= − |

−1 −2
1 1

| = −1 ≠ 0 

Donc (𝑎, 𝑏, 𝑐) est une base de ℝ3. 

6°) 

𝑇 =

𝜑(𝑎) 𝜑(𝑏) 𝜑(𝑐)

(
0      1       0
0      0       0
0      0       0

)

 
𝑎
𝑏
𝑐

 

7°) 

𝑄 =

𝑎 𝑏 𝑐

(
1 1 2

−1 0 −2
1 0 1

)

 
𝑒1

𝑒2

𝑒3

 

8°) 

det(𝑄) = det(𝑎, 𝑏, 𝑐) = −1 ≠ 0 

𝑄 est inversible comme toutes les matrices de passage d’une base à une autre. 

𝑋′ = 𝑄𝑋 ⇔ 𝑄𝑋 = 𝑋′ ⇔ (
1 1 2

−1 0 −2
1 0 1

) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

) = (

𝑥1
′

𝑥2
′

𝑥3
′
) ⇔

𝐿1

𝐿2

𝐿3

{

𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 𝑥1
′

−𝑥1 − 2𝑥3 = 𝑥2
′

𝑥1 + 𝑥3 = 𝑥3
′

⇔
𝐿1

𝐿2 + 𝐿1

𝐿3 − 𝐿1

{

𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 𝑥1
′

𝑥2 = 𝑥1
′ + 𝑥2

′

−𝑥2 − 𝑥3 = −𝑥1
′ + 𝑥3

′
⇔ {

𝑥1 = −𝑥2 − 2𝑥3 + 𝑥1
′

𝑥2 = 𝑥1
′ + 𝑥2

′

𝑥3 = −𝑥2 + 𝑥1
′ − 𝑥3

′

⇔ {

𝑥1 = −(𝑥1
′ + 𝑥2

′ ) − 2(−𝑥2
′ − 𝑥3

′ ) + 𝑥1
′

𝑥2 = 𝑥1
′ + 𝑥2

′

𝑥3 = −𝑥2
′ − 𝑥3

′
⇔ {

𝑥1 = 𝑥2
′ + 2𝑥3

′

𝑥2 = 𝑥1
′ + 𝑥2

′

𝑥3 = −𝑥2
′ − 𝑥3

′
⇔ (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

)

= (
0 1 2
1 1 0
0 −1 −1

) (

𝑥1
′

𝑥2
′

𝑥3
′
) 

Donc 



𝑄−1 = (
0 1 2
1 1 0
0 −1 −1

) 

9°) 

𝐴 = 𝑄𝑇𝑄−1 ⇔ 𝑇 = 𝑄−1𝐴𝑄 

10°) 

det(𝑇) = |
0      1       0
0      0       0
0      0       0

| = 0 

det(𝐴) = det(𝑄𝑇𝑄−1) = det(𝑄) det(𝑇) det(𝑄−1) = 0 

Allez à : Exercice 3 

 

Correction exercice 4.  

1°) Soit 𝑥 ∈ ker(𝑢) 

𝑢(𝑥) = 0 ⇒ 𝑢(𝑥) = 𝑢(0) ⇒ 𝑥 = 0 

La première implication vient de 𝑢(0) = 0 et la seconde vient du fait que 𝑢 est injective. 

2°) 

𝑢(𝑥1) = 𝑢(𝑥2) ⇒ 𝑢(𝑥1) − 𝑢(𝑥2) = 0 ⇒ 𝑢(𝑥1 − 𝑥2) = 0 ⇒ 𝑥1 − 𝑥2 ∈ ker(𝑢) 

Or ker(𝑢) = {0} donc 𝑥1 − 𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 ce qui montre que 𝑢 est injective. 

Allez à : Correction exercice 4 

 


