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Les exercices ci-dessous sont indépendants et peuvent étre traités dans [’ordre de votre choix. L utilisation de
documents de toute nature et de calculettes n’est pas autorisée. Le sujet est imprimé sur deux pages (une feuille
imprimée recto-verso).

La qualité de la rédaction sera prise en compte lors de la notation.

Exercice 1.
Soit F(x) = 222 gt définie sur 10, .
1°) Calculer F'(x) et déterminer son signe selon les valeurs de x.

2°) En déduire le sens de variation de F sur ]0, rr].
Allez & : Correction exercice 1

Exercice 2.
Justifier I’existence sur R, puis calculer.
ch(x)
F = | ———
(x) f 1+ ch(x) x
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
Soit I = f0+°°t1;f22 dt avec a > 0.

Pour tout & > 0 et pour tout X > 0 on définit : I,y = [ o)

€ t24q?
1°) Montrer que I est une intégrale convergente.

2
2°) A I’aide du changement de variable t = a? montrer que :

a?
21n(a) a 21n(a) a x In(t)
lox =— » arctan (Y) + a arctan (E) + fa ) tz-l-—azdt

&
3°) En faisant tendre € vers 0 et X vers +oo dans 1’équation ci-dessus et en déduire une relation vérifiée

par I, puis la valeur de I.
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.

1°) Déterminer le développement limité a 1I’ordre 3, au voisinage de 0, de :
f(x) =In(1 + sh(x))

2°) Déterminer le développement limité a 1’ordre 2, au voisinage de 0, de :

ln(l + sh(x))

sin(x)

3°) Montrer que g est prolongeable par continuité en x = 0.

Correction

1°)

g(x) =



x3 X? Xx3
In(1+ sh(x)) =1In 1+x+z+o(x3) =ln(1+X)=X—7+?+o(X3)
Avec X = x +%3+ o(x?), X? = <x +x6—3+ o(x3)> (x +%3+ 0(x3)> =x2+0(x3), X3 =x3+o0(x?) et

o(X?) = o(x3)
X3 x3 x> +0(x3) x3+0(x?

XZ
ln(1+sh(x))=X—7+?+o(X3)=x+z+o(x3)— 5 3 +o(x?)
x? x3
=x—?+7+0(x3)
2°)
X3
sin(x) = x—€+0(x3)
Donc
x?  x3 3 x | x? )
In(1+sh(x)) *x—F+5+tolx*) 1-5+5+o0(x)
fe) = sin(x) - x3 - x2
x =7 +o(x?) 1 -7 +o(x?)
x  x? x? x (1 1
1242 2 r o1 _2 2
—<1 2+ 5 + o(x ))(1+ e + o(x )) 1 2+<2+6>x + o(x*?)
X 2, )
= 1—§+§x + o0(x?)
2°) lim,_o f(x) = lim,_, (1 - g + gxz + 0(x2)> = 1, donc f est prolongeable par continuité en x = 0 par
f(@0) =1

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Soient a et b tels que : a < b et f de classe C3 sur [a, b]
1°) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 2 et montrer qu’il existe ¢ dans ]a, b[ tel que :

b _ 2
(D) = f@ + 25 @ + L o

2°) Appliquer la formule de Taylor-Lagrange a I’ ordre 2 et montrer qu 11 existe d dans ]a, b|[ tel que :

b b —a)?
() = 2w+ 22
3°) En déduire qu’il existe ¢ et d dans]a, b[ tels que :
b— b —a)?
F®) ~ @ -5 (@ + 1 ®) = L (e -
4°) En deduire que :
b— b —a)?
o) - @ - 222 (@ + )| < L2 sup I77(2)

Allez a : Correction exercice 5
CORRECTION

Correction exercice 1.
2sin(2x) sin(x) B sin(2x) — sin(x) 2 sin(x) cos(x) — sin(x) sm(x)

F'(x) = o " " . (2cos(x) — 1)

Six €]0,m], sin(x) = 0etx = 0.
Six E]O,g], 2cos(x) —1=0donc F'(x) = 0.



Six € [g,n], 2cos(x) —1<0doncF'(x) <0.

2°) Si x €]0, g] alors F est croissante et si x € En] alors F est décroissante.
Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
ch(x)
1+ch(x)

d
Faisons le changement de variable t = e*, alors x = In(t) donc dx =

est définie sur R car 1 + ch(x) = 2 > 0 et continue comme quotient de fonctions continues.

t

1
ex+e‘x_t+;_t2+1

h(x) = = =
ch(x) 2 2 2t
1+ h()_1+t2+1_2t+t2+1_(t+1)2
thix) = 2t 2t T2t
tzidt t2+1
Donc F(x) = [ (tfi)zT:f(tﬂ)zt

2t

Il faut alors decomposer en élément simple.

(t 1)2t
t2+1 _a N b +c
(t+12t (t+1)2 t+1

ltz + 1]
a= = =2
t=—1

Je multiplie par (¢ + 1)?, puis t = —1.

t
Je multiplie par t, puis t = 0.
.o l t2+1 l _ 1
(t+1D2] _,
Je multiplie par ¢, puis t — oo
1=b+c
Donc b = 0.
t2+1 -2 1
G+ G+D2 't

2
——+Inft| + K =— +x+K
e

F(x):f( 1

-2 )dt 1
(t+ 1)2 t+1
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.
In(t) In(t)

1°)En0. 5=~ —
= ln(t) 1 , . . . ve L, ln(t)

tz -0 et =< 1, d’apres les régles de Riemann, I’intégrale f dt converge.
ln(t) est de signe constant au voisinage de 0 donc I’intégrale f ( ) -~ dt converge.

In(t) _ In(D)
En +oo0. Ty it
tz—= ln(t) -0 et 2> 1, d’apres les régles de Riemann, 1’intégrale f+°° lnt# dt converge.
ln(t) est de signe constant en +oo donc [+ 122 gy

t2+a

Flnalement I converge.

2°) dt = — % dx et 2, _ ()



2 2
Sit=salorsx=a?etsit=Xanrsx=a7

a2 1 az az aZ
X In(t) x {5 a? X In(a?) —In(x) { a? X 2In(a) — In(x)
Ig‘Xzf t2+a2dt=,l;12 a* x2 dx=L2 a? T x2 dx=—.L2 a? + x? dx
€ = —zta? = (? + 1) a? =

2
a? 1 a? In(x) 1 a a? In(x)
X x In(x X\ X x In(x
= —21In(a) Ja_z R dx + fa_z 1 2 dx = —-21In(a) [Earctan (E)]aé fa_Z P dx
& &
a2
In(a) a In(a) a x In(x)
= -2 a arctan (}) +2 " arctan (E) + Ja_z mdx
&
a2
o 1s a? . a? . ~ In(x) 0 In(x)
3°) lim, o+ — = +o0 et limy., 40 — = 0 donc hmxg:fz:o fé Sadx =[S dx =1
li 2) =Zetli %) = 0)=0
im,_,,+ arctan (;) = S etlimy.,, . arctan (;) = arctan(0) =
En faisant tendre ¢ vers 0 et X vers I’infini dans la relation ci-dessous on a :
2 XIn
;o2 Xn(a)m
a 2
D’ou
_In(e)rw
a2
Allez a : Exercice 3
Correction exercice 4.
1°)
X3 XZ X3
In(1+sh(x)) =In{ 1 +x+g+0(x3) =In(1+X) =X—7+?+ o(X?)
3 3 3
Avec X = x + xz +o(x3), X% = <x + xz + o(x3)> (x + xz + 0(x3)> =x2+0(x3), X3 =x3+o0(x?) et
0(X3) = o(x3)
X? Xx3 x3 x> +o(x3) x3+o0(x3
In(1+sh(x) =X-——=+=+0X3) =x+—+o(x%) — ) ( )+0(x3)
2 3 6 2 3
2,3
=x—7+7+0(x3)
2°)
3
sin(x) = x — <t o(x?)
Donc
x?  x3 x , x?
In(1+sh(x)) ¥—F5+5+0(x*) 1-5+5+okx?)
FQx) = ) _ 172772
sin(x) x3 3 x? )
x—?+0(x) 1—?+0(x)
x x? x? x (1 1
(12,2 2 r ) 12 (2 2),2 2
—(1 2+ > + o(x ))(1+ e + o(x )) 1 2+<2+6>x + o(x*?)
x 2 ) )
= 1—5+§x + o(x?)
2°) lim,,_, f(x) = lim,_, (1 — % + §x2 + 0(x2)> = 1, donc f est prolongeable par continuité en x = 0 par
f(0)=1.

Allez a : Exercice 4



Correction exercice 5.

1°) f est de classe C? sur [a, b] Il existe ¢ € a,a—+b Cla, b|[ tel que :
2
2

a+b
b —a — a)?
() = r@+ (52~ a) '@ +(—)f”(c) @+ 222 @+ L o)
2°) f est de classe C? sur [a, b] Il existe d e] ,b[C]a, b] tel que :
+b 2
b b — )2
F(52) = ror + (22 —) r +Mf”<c) = ) -2y + L2
3°) En soustrayant ces deux équations on trouve :
(b-a)® _, (b —a)?

b — b —
0= f(@) +——f'(@ +—5—f ()—(f(b)—Taf’(bH - f”(d))
Donc

" _fn

b—a,,_, , (b—a)
f®) = f(@) ——=(f'(@+ ' ®) ==
4°) f'" est de classe C'sur [a, b] donc, d’aprés 1’égalité des accroissements finis il existe e €]c, d[<]a, b] tel
que :
fll(c) _fll(d) — (C _ d)flll(e)
Donc

If"(e) = f (@Dl =[c=d)f"" (el < [b—allf"(e)l < (b—-a) zl[lpb]lf”’(X)I
On reprend 1’égalité du 3°)

h— )2
Fo) - @ - 222 (@ + )| = L e

L.

(b—a) sup |f"(x)]

x€la,b]

)3
sup |f"'(x)]

x€[a,b]

& - @ 222 ('@ + p10)| < &

Allez a : Exercice 5



