Correction Math Il algébre Juin 2009

Exercice 1.
Soit R,[X] = {ay + a; X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X,X?) la base canonique de R,[X] ? On considére ’application
f1Ry[X] - R,[X]
P— (X+1)P
a) Montrer que f est linéaire.
b) Montrer que la matrice A de f par rapport aux bases B et B est :

0 1 0
0 1 2
0 0 2

c) Montrer que B’ = (1, X + 1, (X + 1)?) est une base de R,[X].
d) Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B’ et B'.

e) Calculer A%, A3 et B pour tout k € N.

f) Déterminer le rang de f.

g) Trouver une base de I’image de f.

h) Trouver une base du noyau de f.

Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.

Soit E un espace vectoriel. Soit f un endomorphisme de E tel que : f2 = id.

On pose E; = ker(f — id) et E, = Ker(f + id).

a) Soit x; € E; et x, € E,. Calculer f(x,) et f(x3).

b) Pour tout x € E écrire x = f(x2)+x — f(xz)_x. Montrer que E; @ E, = E.

¢) On suppose E de dimension finie et f # *id. Soit (v4, vy, ..., V) Une base de E.
telle que E; = Vect(vy, vy, ..., 1) €t Ey = Vect(Vyyq, ooy Up).

Ecrire la matrice de f dans la base (vq, vy, ..., 7).

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
a) Montrer que le polynéme A = X3 — 19X + 30 est divisible par X — 2 dans R[X].
b) Donner la décomposition de A en produit de facteurs de degré 1 dans R[X].
c) Soient p et g deux nombres réels et a, B et y les trois racines complexes du polynéme P = X3 + pX + q.
Pour k € N, on pose :

Sp = a* + gk +y*
Calculer S,, S; et S, en fonction de p et q.
Indication : utiliser les relations entre les racines et les coefficients.
d) Supposons avoir montré que pour tout k > 3,

Sk = —PSk-2 — qSk-3 1)
En déduire de (1) les expressions de S5, S, et Sg en fonction de p et g.
e) Déduire des questions précedentes les solutions réelles du systéme d’équations :
x+y+z=0
x3+y3+23=-90
x>+ y5+z°> = —2850

Allez a : Correction exercice 3

CORRECTION



Correction exercice 1.

a) Si € Ry[X],d°(X + 1)P' < 1+ 2—1 = 2donc f est bien une application de R,[X] dans R, [X].

f4 P+ ,P) = (X + 1) (APy + 4,P,) = (X + (AP + A,P5) = 1,(X + 1Py + 1,(X + 1)P, =

Mf(P1) + A2f (Py)

donc f est linéaire, c’est méme un endomorphisme de R,[X].

b)
f=X+1)x0=0=0%x1+0xX+0xX?
fX=X+1)x1=0=1%xX1+1xX+0xX?

fXH=X+1)x2X=0=0X1+2XX+2xX?
fa f&x) f&x?

0 1 0
Donc A =
(0 1 2) X

o o 2%
y=0 a=0
C)a+B(X+1)+y(X+1)2=0(:)yX2+(,B+2y)X+a+ﬁ+y=0=>{ﬂ+2y=0 @{ﬁ=0
a+pf+y=0 y=0
Donc B’ est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ( dimR,[X] = 3), c’est une base
de R,[X].
d)
f=X+1D)x0=0=0x1+0xX(X+1)+0x(X+1)>?
fX+D=X+1)x1=0=0x1+1XX+1)+0x(X+1)?
fFX+DH=X+Dx2X+1)=0=0x14+0xX+1)+2xX+1)?
Donc
fA fX+1) f(X+1D?)
B = <8 0 8) X+1
2
0 0 2 X+1
€)
0 1 0N/0 1 O 0 1 2
A2=(0 1 2)(0 1 2>=<0 1 6)
0 0 2/\0 0 2 0 0 4
0 1 0y/0 1 2 0 1 6
A3=AA2=<0 1 2)(0 1 6>=<0 1 14)
0 0 2/\0 0 4 0 0 8
Sik>0
0 0 O
Bk—<0 1 0)
0 0 2k
EtB° =1
f)

La premiére colonne de la matrice A est nulle, donc le rang de A est inférieur ou égal a 2, les deux suivantes ne
sont pas proportionnelles, donc le rang de A est au moins 2.
rg(4) =rg(f) =2

9)
Im(f) estengendré par f(X) = 1+ X et f(X?) = 2X + 2X?, cette famille constitue une base de Im(f).
h)
D’aprés le théoréme du rang, la dimension du noyau de f est 1, car

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dimR,[X] = 3
Or f(1) = 0, donc le noyau de f est la droite vectorielle engendrée par le « vecteur » 1. (C’est-a-dire le
polynéme constant égale a 1).
Allez a : Exercice 1



Correction exercice 2.
a) Soit x; € Ey, (f —id)(x1) = 0 & f(x1) —x1 = 0 & f(x1) = x;
Soit x; € Ey, (f +id)(xz) = 0 & f(x2) + %2 = 05 © f(xz) = —x;

b) On pose x; = JOO+x X, = _f(xz)—x

2
f(xy) =f<m%> =%(f2(x) +f(x)) =%(x+f(x)) =x

Donc, d’apres la premiére question, x; € Ej.
De méme

fG) = f (— MT’“) = 2P - f) =5 (r— f) = - (— me) =,
Donc, d’apres la premicre question, x, € E.
Commex =x; +x,,0naE; +E, =F
Il reste a montrer que E; N E, = {0}
Six € E;NE,alors f(x) = x et f(x) = —x donc x = —x ce qui montre que x est le vecteur nul.
OnaE, @E,=E.
c) fw) =vipourl <i<retf(v)) =—-v;pourr+1<i<n
La matrice de f dans cette base est :

Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.
a)A(Z)=23—19x2+30=8—38+30=0
Donc A est divisible par X — 2.

b)
be — 19X + 30 X-2
X3 —2X? X?+4+2X-15

2X% — 19X + 30

2X% —4X
—15X + 30
—15X + 30
0

I reste & trouver les racines de X? + 2X — 15 = 0, c’est-a-dire —5 et 3.
X3—19X+30=(X-2)(X-3)(X +5)

c)Onrappelleque X —a) (X —B)X —y)=X3—(a+ B +y)X*+ (af + ay + By)X — afy
Donca+f+y=0,af +ay+pPy=petafy = —q

So=1+1+1=3

Si=a+pB+y=0

S,=a’+B>+y*=(a+B+y)*—2(B +ay+By) =-2p

d) Question non demandée :
S =ak+BF+y* =a"3a® + pF3p3 +y* 3y = a* P (—pa — ) + BF P (—pB - Q) + VP (—py — @)
Car a® + pa + g = 0 entraine que a3 = —pa — q, idem pour 83 et y3.



Donc
S =a"3(=pa—q) + B (=pB - ) +v**(-pr—q
= —pa’~? — qa* 3 —pp*7? — qB* 3 —py*? —qy* 3 = —pSi_2 — qSk-3
S3 = —pS1—qSo = —3q
Sy = —pS, — qS1 = 2p?
Ss = —pS3 —qS; = 3pq + 2pq = 5pq

e) x, y et z vérifient x + y + z = 0, ils sont les trois racines du polynéme X3 + pX + q = 0 avec
p=xy+xz+yzetq=—xyz.
En utilisant la notation S, = x* + y* + z*, le systéme devient :

$:=0
{ S3 =-90
Ss = —2850
Ce qui équivaut a :
i—a?;:(ifao @{ q =30 @{q:%
5pg = —2850 q = —570 p=-19

Cela signifie que x,y et z sont les solutions de X3 — 19X + 30 = 0, ce sont donc les racines que 1’on a trouvé
au b), en faisant toutes les permutations possibles :

(x,v,2) € {(-5,2,3),(-5,3,2),(2,-5,3),(2,3,-5),(3,-5,2), (3,2, —5)}
Allez a : Exercice 3



