Correction Math Il algébre Juin 2009

Exercice 1.
Soit R,[X] = {ay + a; X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndmes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X,X?) la base canonique de R,[X] ? On considére ’application
f1Ry[X] - R,[X]
P— (X+1)P
a) Montrer que f est linéaire.
b) Montrer que la matrice A de f par rapport aux bases B et B est :

0 1 0
0 1 2
0 0 2

c) Montrer que B’ = (1, X + 1, (X + 1)?) est une base de R,[X].
d) Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B’ et B'.

e) Calculer A%, A3 et B pour tout k € N.

f) Déterminer le rang de f.

g) Trouver une base de I’image de f.

h) Trouver une base du noyau de f.

Exercice 2.

Soit E un espace vectoriel. Soit £ un endomorphisme de E tel que : /2 = id.

On pose E; = ker(f —id) et E, = ker(f + id).

a) Soit x; € E; et x, € E,. Calculer f(x,) et f(x3).

b) Pour tout x € E écrire x = f(xz)” — f(xz)_x. Montrer que E; @ E, = E.

c) On suppose E de dimension finie et f # +id. Soit (v4, v,, ..., v,) Une base de E.
telle que E; = Vect(vq, vy, ..., 0) et E; = Vect(Vyyq, -\ Un)-

Ecrire la matrice de f dans la base (vq, vy, ..., ).

Exercice 3.
a) Montrer que le polynéme A = X3 — 19X + 30 est divisible par X — 2 dans R[X].
b) Donner la décomposition de A en produit de facteurs de degré 1 dans R[X].
c) Soient p et g deux nombres réels et a, B et y les trois racines complexes du polynéme P = X3 + pX + q.
Pour k € N, on pose :

Sk = a’ + BF +y*
Calculer S,, S; et S, en fonction de p et q.
Indication : utiliser les relations entre les racines et les coefficients.
d) Supposons avoir montré que pour tout k > 3,

Sk = —PSk-2 — qSk-3 1)
En déduire de (1) les expressions de S5, S, et Ss en fonction de p et q.
e) Déduire des questions précédentes les solutions réelles du systéme d’équations :
x+y+z=0
x3+y3+2z3=-90
x® +y° +z° = -2850



