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Exercice 1.

1) On considère, pour tout n ∈ IN∗, l’application un : IR→ IR définie par un(x) =
x2

n
e−nx.

a) Démontrer que la série de fonctions
∞∑
n=1

un est simplement convergente sur [0,+∞[

et qu’elle diverge pour tout x /∈ [0,+∞[.

Pour tout x ∈ [0,+∞[, on note f(x) :=
∞∑
n=1

un(x).

b) Expliciter, pour tout n ∈ IN∗, le nombre réel ||un||∞ := sup
x∈[0,+∞[

|un(x)|.

c) f est-elle continue sur [0,+∞[ ?

2) On considère, pour tout n ∈ IN∗, l’application vn : IR→ IR définie par vn(x) =
1

n
e−nx.

a) Démontrer que la série de fonctions
∞∑
n=1

vn est simplement convergente sur ]0,+∞[

et qu’elle diverge pour tout x /∈]0,+∞[.

Pour tout x ∈]0,+∞[, on note g(x) :=
∞∑
n=1

vn(x).

b) Démontrer que pour tout x ∈]0,+∞[, g(x) ≤ e−x

1− e−x
.

c) Démontrer que la série de fonctions
∞∑
n=1

v′n converge uniformément sur tout intervalle

de la forme [a,+∞[ avec a > 0.

d) Démontrer que g est dérivable sur ]0,+∞[ et expliciter g′(x) pour tout x ∈]0,+∞[.

e) En déduire g(x) pour tout x ∈]0,+∞[.

3) Expliciter f(x) pour tout x ∈ [0,+∞[.

1



Exercice 2. On considère la série de fonctions
∞∑
n=1

(−1)n
x4 + nx2

n2
.

1) Démontrer que cette série est uniformément convergente sur tout intervalle de la forme

[a, b] avec a < b mais n’est pas absolument convergente sur cet intervalle.

2) Enoncer le théorème d’intégrabilité des séries de fonctions et montrer que∫ 1

0

(
∞∑
n=1

(−1)n
x4 + nx2

n2

)
dx =

∞∑
n=1

(−1)n
5n + 3

15n2
.

Exercice 3. Développer ln(3− 2x− x2) en série entière et préciser le rayon de conver-

gence de la série trouvée.

Exercice 4.

1) Expliquer pourquoi l’application f : IR→ IR définie par

f(x) =
sinx

x
pour tout x 6= 0, et f(0) = 1

est développable en série entière, préciser pour tout n ∈ IN la valeur numérique de

f (n)(0).

2) On désigne par
∞∑
n=0

anx
n une série entière à variable réelle de rayon de convergence R

et de somme S.

On considère l’équation différentielle :

xy′′ + 2y′ + xy = 0 (E)

où y est une fonction de x.

a) Démontrer que S est solution de l’équation différentielle (E) si et seulement si :

a1 = 0 et (n + 1)(n + 2)an+1 + an−1 = 0 pour n ≥ 1.

b) Si S est solution de (E) calculer, pour tout n ∈ IN, a2n+1, puis a2n en fonction de

a0, et expliciter S en fonction de a0 et de f . Déterminer R.
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