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Exercice 1.

Soit (u,) ey définie par u, = 2 et la relation de récurrence

3u,—1
B T
n
Et soit (v,,) ey définie par
_up+1
Vn = u, — 1

© 0 MwbdhpE

Calculer u; et u,

Montrer que pour toutn = 2, u, < —1

Montrer que pour tout n > 2, u,, est croissante

En déduire la limite de la suite (u,,)

Montrer que (v,,),en €St Une suite géométrique de raison % Exprimer v, en fonction de n.

En déduire u,, en fonction de n et retrouver que (u,),en CONverge et déterminer sa limite.

Correction exercice 1.

1.

2.

3x2-1 3x5-1
M=oy T ¢ Ty
Par récurrence u, = -7 < —1
On calcule, pour tout n > 2
Premiere méthode
sy +1 = 3u, —1 +1:3un—1—un+3: 2u, + 2 _ u, +1
—Uu, +3 —Uu, +3 —Uu, +3 —U, +3
Par hypothése de récurrence u, + 1 < 0 et
Uu,<-1s>-u,>1=>-u,+3>4>0
Donc u,41 < —1
Deuxieme méthode (moins bonne)
Uy <-1s>-uy;>1=>-u, +3>4>0=20<——<1/4
—Uu, +3
Donc
Un+1=i::t+13<3un4 1< 34 1=—1
Dans les deux cas pour toutn > 2, u,, < —1.
Pour toutn > 2
3u, —1 Bu, —1+u2—3u, u3i-1
u"+1_u":—un+3_u”: —u, + 3 :—un+3

U, < —-1=>u2-1>0
Et comme au 2. —u,, + 3 > 0 donc u,,.; — u, < 0 et la suite est croissante.



4. Lasuite est croissante et majorée donc elle converge vers une limite finie [ qui vérifie
3=

C—1+3
Orpourn = 2,u, < —-1doncl = —1.

& -1?+3l=3l-1e?=11l=-1 ou l=1

3u, —1
) =un+1+1z——un+3+1=3un—1—un+3=2un+2=1Xun+1=lv
M — 1 3un1§_ 3u, —1+u,—3 4u,—4 2 u,—-1 27"

. , ;o - - 1
Donc (vn)nen st une suite géométrique de raison ~

1

n

_(1)" _(1)”xu0+1_<1> ><2+1—3><(1)
n=\z) T\2) Tu -1 \2) T2-1T 072

Pour toutn € N
u, +1

Vn =7 _1(:)vn(un—1)=un+1@vnun—vn=un+1@vnun—un=vn+1=)un(vn—1)

n

n

n

3 1 1
:vn+1@un=z:t1=3:%§nil

2
6.

Comme —1 < % <1
1 n
Jim (3) =0

nl—lgloo tn = -1
Exercice 2.

On considére I’application f: R — R définie par

0 si x<0

f@={_1"

e x si x>0
1. Calculer f'(x)et f"(x) pourx >0
2. Calculer les limites

Jim, f (x), Jim, f (x) et Jim, f ().
3. Lafonction f est-elle continue en 0 ? Est-elle dérivable en 0 ? Calculer, si possible f'(0) et f''(0).
4. Soit g: R — R D’application définie par g(x) = f(x)f(2 — x). Préciser I’intervalle ou g(x) # 0
5. Montrer que g(2 — x) = g(x), en déduire que la droite d’équation x = 1 est un axe de symétrie du
graphe de g.

6. Montrer que g est continue et dérivable en 0, donner les valeurs de g(0) et g'(0).
7. tracer le graphe de la fonction g.

Correction exercice 2.
1. Pourx > 0.
1y _1 1 _1 -1
f'lx) = —(—x—)e x=—e x=x%e X
_1 _1 2 1\ _1
f"(x) =—-2x3e x+x%x"%e x= <—— + —) e x
2. Onpose X = % lorsque x tend vers 0% alors X tend vers +oo.

f'(x) = Xze"XX—>0

—+00



Par croissance comparée des polyndmes et de 1I’exponentielle.
f'(x) = (—2x3 + X“)e‘XX—>+ 0

Par croissance comparée des polynomes et de 1’exponentielle.

lim f(x) =0= lim f(x) =0= f(0)
x—0~ x-0%
Evidemment, donc la fonction est continue en 0.
lim f'(x) =0
x—0~
Donc
limf'(x) =0
x—0
£’ admet une limite finie en 0 et f est continue en 0, par conséquent la fonction f est de classe C* en 0,
donc dérivable et f'(0) = 0.
De méme
lim f"(x) =0
x—0~
Donc
lim f"(x) =0
x—0
f'" admet une limite finie en 0 et f” est continue en 0, par conséquent la fonction £’ est de classe C?
(donc f est de classe C?) en 0, donc dérivable (et f deux fois dérivable en 0) et £”(0) = 0.

Six <0alors f(x) =0donc g(x) =0
Six<2alorsx—2<0&2-x<0doncf(2—x)=0.

Si0<x<2alors0 < 2—x,donc
1 1 1 1 _@2-x0)+x __ 2 2
g(x) —e xe 2=x = x 2-x = e x2-x) =g x(2-x) = ex?—2x

g2 -x0)=fQR-f2-2-x)=f2-xf(x) =g(x)
xX+2—x
——=1 et g2-0 =g

Donc la droite d’équation x = 1 est un axe de symétrie du graphe de g.

Premiére méthode
f est continue sur R, g est le produit de fonctions et de composées continues sur R donc g est continue

sur IR, par conséquent g(0) = f(0)f(2) =0 x e_% =0
f est dérivable sur R, g est le produit de fonctions et de composées dérivable sur R donc g est dérivable
sur R, par conséquent
9 ) =f')fC2-x)—fO)f'(2—-x)=g'(0) =f'(0)f(2) - f(0)f'(2) =0Xx f(2) -0 x f'(2)
=0
Deuxieme méthode
o) =0

Jim g(x) = lim fG)f(2 ~x) = FO)f(2) = 0x 2 = 0= g(0)
Donc g est continue en 0.
Pour x € ]0,2[
g'x)=f")f2-x)—f)f'(2—x)
lim g'(x) = lim (' ()f 2 = %) = FGf 2= 0) = ' (Of (D) - fO)f'(2)
=0xXf(2)—0xf'(2)=0
Pour x < 0, g(x) = 0, donc g’'(x) = 0 et sa limite en 0~ est nulle



g est continue et g’ (x) admet une limite finie en 0 donc g est de classe C* et en particulier dérivable, de
plus g’'(0) = 0.
7. Pour x € 10,2

— 2 — 2
g’(x) — _2(2x—2) x2_2x — 1—xex2_2x

(x(2 — x)) (x(2 — x))
g est donc croissante jusqu’a x = 1, admet une tangente horizontale en x = 1, puis est décroissante
ensuite.

1 05 0 0,5 1,5 2 2,5 3
Exercice 3.
On se propose d’étudier I’équation différentielle
t) 3
y©+ 520 pourtelo 4ol (B)

Déterminer 1’unique solution de (E) verifiant la condition initiale y(t,) = yo, 0U t, € ]0, +oo.

Correction exercice 3.

On résous d’abord 1’équation homogene

, y(¢)
Y+ ==0
Ce qui équivaut a
y® 1 1 1 1 TP
O sx 2o ly@®=—sn@) +K KeERe y(t) =1e2 _Atz_\/f'

AER
Puis on cherche une solution particuliére de (E) de la forme

() = 1002
YD) = X2+ 20 (-

)3

NlH

Ce que I’on remplace dans

1
yp(®) t3 1 ( 1) 3 oAtz o2 11 2301 _3
= 2 ——)t"2 =— 2 —= 2+ = 2
yp(t) + —— o 3 o V)t 2+ A(t) > t7 2+ o o V() 2/1(t)t +2/1(t)t
t3 JYpRgn t3 Y 3 42
=5 e (Bt 2=— e (t) = =7
On recherche une solution particuliére donc une primitive de A'(t) suffit
1 9 19
At) = 5 E Xt2 = 6 t2



Par conséquent

19 _1
yp(0) = gtae 2 = gt
La solution générale de (E) est donc
o = A N t*
9
Aty te tots
y(to) = Yo @F+3=m ©A=—g+yofto=—"—+y0to
0

Ce qui entraine que la solution cherchée est :

y(t) =

Exercice 4.
On considere x réel quelconque fixé. On considere aussi pour tout h € ]—1,1[ la fonction

fy) =y —hsin(y)
Justifier I’existence et calculer les limites

lim f(y) et lim f(y)
y——co y—>+oo
Montrer que f est une bijection de R dans R.
En déduire qu’il existe un unique y € R tel que y = x + hsin(y). Dorénavant on note y(h) ce unique y
associé a h.
Montrer que
lim y(h) = x
Montrer que
}1irr(1) sin(y(h)) = sin(x)
En déduire
lim y—(h) X
h—0 h

Correction exercice 4.

1.

2.

4.

sin(y) est bornée et y - —oo donc f(y) —» —oo,
De méme sin(y) est bornée er y — +oco donc f(y) — +oo
f'y) =1—hcos(y)
Or—1 < h < 1donc |h| < 1, donc |hcos(y)| < 1, par conséquent —1 < h cos(y) < 1 et en particulier
1 — hcos(h) > 0, ce qui entraine que f est strictement croissante sur R et que f(R) = R, f est une
bijection de R sur R.
Pour tout x € R (celui de I’ensemble d’arrivée) il existe un unique y € R (celui de I’ensemble de
départ) tel que x = f () car f est une bijection de R sur R. Donc
x =y — hsin(h)
Ce qui entraine que
y(h) = x + hsin(y(h))

Par conséquent, maintenant que h est une variable et que sin(y(h)) est bornée

}11_1}(1) y(h) =x

5. y et sin sont des fonctions continues donc

Li_r)r(l) sin(y(h)) = sin(x)



y(h) —x x+ hsin(y(h)) — x 3 hsin(y(h))

A Y Y = sin(y(h))

D’apres 5.
- y(h) —x
lim
h—0

= sin(x)



