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Exercice 1.
On définit une suite (F,),en+ de la fagon suivante :
Fi=1
{ -1
vn>1,F,, = F, + Fppq
Démontrer que

n
vn > 1,2 F? =F,.Fyq
k=1
Correction exercice 1.
On note (H,,) I’égalité

k=1
Pourn=1
1
Z F2=F2=1
k=1
Et
F.F,=1

Donc (H,) est vrai.

Montrons que (H,) = (H,,4,) est vraie.
n+1

n
ZFRZ = sz +Fr%+1 = Fy. Fuq +Fr%+1 = Fn+1(Fn+Fn+1) = Fpi1-Fuya
k=1 k=1

Ce qui montre que (H,) = (H,) est vraie, par conséquent, pour toutn > 1

n
ZFIE = Fy. Fpiq
k=1

Exercice 2.
Soita = e et w = a?
1. Calculer a® et w°®.
2. Démontrer la relation
l1+w+w?+wd+w*=0
3. Calculer A
A=a’(@+aVD(a?+a?)
4. Développer et simplifier ’expression 4 = a®(a + a™1)(a? + a™2)

En déduire que
T 2T 1
COS (g) COoS (?) = Z
Correction exercice 2.
1.



ims
a5=(e5) =e®=-1

2irc5 .
w5=(e5)=32‘”=1

2. 1l s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique de raison w # 1, donc

1—w®
l+w+ o+ +w= =0
1—-w
3.
A=ad’(@+aD@?+a) =@ +at)a?+a ) =at+at+a’+a?=w+w?+ wd+ o*
=-1
4.
in in 2im —2im T 21T
A=a®’(@a+aVH(@?*+a?) =-1 (e? + e_?) (eT + eT) = —2cos (E) X 2 cos (?)
T 2n
= —4 cos (E) cos <?>
Par conséquent
T 21
—4 cos (g) cos (?) =-1
D’ou
T 21 1
CoS (g) COS (?) = Z
Exercice 3.

Soit f la fonction de C dans C définie pour tout complexe par :
f@=0A+Dz+i

1. Déterminer le ou les points fixes de f.

2. Déterminer r > 0 et 6 € R tels que pour tout z complexe, on ait :
f(2)=re®(z+1)—-1

3. Exprimer f comme la composée d’une rotation et d’une homothétie ayant le méme centre.

Correction exercice 3.
1. Soit w un point fixe de f
w=0+Dwticv=w+twitiwi=-ow=-1
2. Premiére méthode
LTT
fO=A4+Dz4+i=A+Dz+1+i-1=0Q+Dz+1D)-1=V2e'3(z+1)-1
Doncr =+2etf = % conviennent
Deuxieme méthode
On cherche r et 8 tels que pour z € C

Tei9(2+1)—1=(1+i)z+i<:>reigz+rei9—1=(1+i)z+i<:){ . :
re —1=i

i
Doncr =+/2etf = % conviennent car 1 + i = /2ex.

Soit h I’homothétie de centre w = —1 et de rapport V2 # 1etv/2 € R
h(2D)+1=V2z+1D) o h(2)=V2z+1)-1=2
Soit r la rotation de centre w = —1 et d’angle%
.TT .TT
r@)+1=e2z+1D)oeori@)=%(z+1)-1
roh(z)=r(z)=e4(z +1)=e4(V2(z+ 1) —1+1) =V2e'2z+ 1) - 1= f(2)



Donc f est la composée de la rotation de centre w = —1 et d’angle 6 = % donc avec e's # 1 et

’homothétie de centre w = —1 et de rapport k = /2

Exercice 4.
1. (Question de cours) Enoncé I’identité de Bézout
2. Calculer le PGCD de 222 et 117.
3. Trouver un couple (x,,y,) € Z? tel que 222x, + 117y, = 6.
4. Déterminer tous les couples (x,y) € Z? tels que 222x + 117y = 6

Correction exercice 4.
1. Pour tout couple (a, b) € Z? tel que PGCD(a, b) = d, il existe une infinité de couple (u,v) € Z? tels
que :
au+ bv =d

222 =2x111=2x%x3 x 37
117 =3 x 39
Donc PGCD(222,117) =3

222 =1%x117 4+ 105
117 =1x 105+ 12
105=8x%x12+9
12=1%x9+43
9=3x%3
3=12-1%x9=12—-1x(105-8x%x12) =—-1x105+9 x 12
=—-1%x1054+9x%x(117—-1x%x105) =9x 117 — 10 x 105
=9x117—-10x (222 —-1x%x117) = —-10x 222+ 19 x 117
Onadonc —10 X 222 + 19X 117 =3 & —20 x 222 + 38 x 117 = 6, en multipliant par 2.
Une solution (x, y,) est (—20,38).

Ll{ 222x + 117y =6
L, =20 x222+38%x 117 =6
L, — L, entraine que
222(x +20) + 117(y —38) = 0 & 222(x 4+ 20) = —117(y — 38) & 74(x + 20)
=-39(y—-38) (1)
74 divise —39(y — 38) et 74 et 39 sont premiers entre eux, d’apres le théoréme de Gauss, 74 divise
—(y — 38), par conséquent un entier k tel que :
—(y—38) =74k (2) ©y=—-74k +38
On remet (2) dans (1),
74(x + 20) =39 x 74k © x + 20 = 39k © x = —20 + 39k

La réciproque est évidente
L’ensemble des solutions est :

{(—20+ 39k,38 — 74k),k € 7}

Exercice 5.
On appelle B = (&7, e;) la base canonique de R?
Soit p: R? —» R? définie pour tout i = (x,y) par

@ =p(ey) = (Sx+3y,2x+57)



Montrer que p est une application linéaire.

Déterminer la matrice P de p dans la base canonique et montrer que p est une projection.

Donner un vecteur directeur de ker(p) et un vecteur directeur de Im(p).

Soit u; = (1,1) etu, = (1,—2), montrer que B’ = (u;,u;) est une base de R? et déterminer la matrice
de p dans la base S'.

Hwbh R

Correction exercice 5.
1. Pourtout A € R, pour tout ' € R, pour tout % = (x,y) € R? et pour tout u’ = (x',y") € R?
p(Ad + A’?) =p(Ax +Ax", Ay + A'y")

2 1 2 1
= <§ Ax + A'x") + 3 Ay + /1’y’),§ (Ax+A'x") + 3 Ay + A’y’))

- x(z 41 >+A’<2 gL ')1(2 41 )+/1’<2 gl )
“\t3*T3Y 3¥ T3V A3ETIY 3¥ T3V

/1(2 +12 +1)+/1'(2 iy eyl ) = apGey) +Xpe’y')

= p(u) + Ap(u )
Donc p est linéaire.
2.

p(e) =p(1,0) = (%g) et p(e)=p01) = (%%)

Donc la matrice P est
2 I\
( n-3C )
3 3
P D3¢ -3¢ DE H-56 H-3¢ Y

Donc p est une projection.
3.

Il
~

1,2 +1 )—(00)@2 +1 =0eo2x+y=0y=-2
3* T3Y3 ¥ T3Y) = 3* T3V T XTY=UEyE T
Donc u = (x,—2x) = x(1,-2)
Un vecteur directeur de ker(p) est (1, —2) = e; — 2e,

Soit v € Im(p), il existe U = (x,y) tel que
3= p) = (Sx+3ysxtzy) = (5x+3y) D = (52 437) (e + e
v=pu = 3y,3x 3y 3 =|zx y e te;
Un vecteur directeur de Im(p) est (1,1) = e; + e,

— 2
u€eker(p) ©opU) =0 (—x +

4. u; etu, ne sont pas proportionnels donc ils forment une base de R?
p(u) =p(1,1) = (1,1) =uf
p(uz) =p(1,-2) =(0,0) =0

La matrice P’ de p dans la base B’ est donc
p(uy) p(uz)

S



