
Université Claude Bernard Lyon 1 

Licence « sciences et technologies » 

Unité d’enseignement Algèbre I-Structures fondamentales 

CONTRÔLE FINAL 

5 Janvier-durée 2h 

 

Documents, calculatrices et téléphones portables sont interdits 

  

Exercice 1.    

On définit une suite (𝐹𝑛)𝑛∈ℕ∗ de la façon suivante : 

{
𝐹1 = 1
𝐹2 = 1

∀𝑛 ≥ 1, 𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1

 

Démontrer que  

∀𝑛 ≥ 1,∑ 𝐹𝑘
2

𝑛

𝑘=1

= 𝐹𝑛. 𝐹𝑛+1 

Correction exercice 1.   

On note (𝐻𝑛) l’égalité  

∑ 𝐹𝑘
2

𝑛

𝑘=1

= 𝐹𝑛. 𝐹𝑛+1 

Pour 𝑛 = 1 

∑ 𝐹𝑘
2

1

𝑘=1

= 𝐹1
2 = 1 

Et  

𝐹1. 𝐹2 = 1 

Donc (𝐻1) est vrai. 

Montrons que (𝐻𝑛) ⇒ (𝐻𝑛+1) est vraie. 

∑ 𝐹𝑘
2

𝑛+1

𝑘=1

= ∑ 𝐹𝑘
2

𝑛

𝑘=1

+ 𝐹𝑛+1
2 = 𝐹𝑛. 𝐹𝑛+1 + 𝐹𝑛+1

2 = 𝐹𝑛+1(𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1) = 𝐹𝑛+1. 𝐹𝑛+2 

Ce qui montre que (𝐻𝑛) ⇒ (𝐻𝑛+1) est vraie, par conséquent, pour tout 𝑛 ≥ 1 

∑ 𝐹𝑘
2

𝑛

𝑘=1

= 𝐹𝑛. 𝐹𝑛+1 

Exercice 2.  

Soit 𝛼 = 𝑒
𝑖𝜋

5  et 𝜔 = 𝛼2 

1. Calculer 𝛼5 et 𝜔5. 

2. Démontrer la relation  

1 + 𝜔 + 𝜔2 + 𝜔3 + 𝜔4 = 0 

3.  Calculer 𝐴 

𝐴 = 𝛼5(𝛼 + 𝛼−1)(𝛼2 + 𝛼−2) 

4. Développer et simplifier l’expression 𝐴 = 𝛼5(𝛼 + 𝛼−1)(𝛼2 + 𝛼−2) 

En déduire que 

cos (
𝜋

5
 ) cos (

2𝜋

5
) =

1

4
 

Correction exercice 2.   

1.   



𝛼5 = (𝑒
𝑖𝜋
5 )

5

= 𝑒𝑖𝜋 = −1 

𝜔5 = (𝑒
2𝑖𝜋
5 )

5

= 𝑒2𝑖𝜋 = 1 

2.  Il s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique de raison 𝜔 ≠ 1, donc 

1 + 𝜔 + 𝜔2 + 𝜔3 + 𝜔4 =
1 − 𝜔5

1 − 𝜔
= 0 

3.   

𝐴 = 𝛼5(𝛼 + 𝛼−1)(𝛼2 + 𝛼−2) = (𝛼6 + 𝛼4)(𝛼2 + 𝛼−2) = 𝛼8 + 𝛼4 + 𝛼6 + 𝛼2 = 𝜔 + 𝜔2 + 𝜔3 + 𝜔4

= −1 

4.  

𝐴 = 𝛼5(𝛼 + 𝛼−1)(𝛼2 + 𝛼−2) = −1(𝑒
𝑖𝜋
5 + 𝑒−

𝑖𝜋
5 ) (𝑒

2𝑖𝜋
5 + 𝑒

−2𝑖𝜋
5 ) = −2 cos (

𝜋

5
) × 2 cos (

2𝜋

5
)

= −4 cos (
𝜋

5
) cos (

2𝜋

5
) 

Par conséquent  

−4cos (
𝜋

5
) cos (

2𝜋

5
) = −1 

D’où 

cos (
𝜋

5
) cos (

2𝜋

5
) =

1

4
 

Exercice 3.   

Soit 𝑓 la fonction de ℂ dans ℂ définie pour tout complexe par : 

𝑓(𝑧) = (1 + 𝑖)𝑧 + 𝑖 

1. Déterminer le ou les points fixes de 𝑓. 

2. Déterminer 𝑟 > 0 et 𝜃 ∈ ℝ tels que pour tout 𝑧 complexe, on ait : 

𝑓(𝑧) = 𝑟𝑒𝑖𝜃(𝑧 + 1) − 1 

3. Exprimer 𝑓 comme la composée d’une rotation et d’une homothétie ayant le même centre. 

 

Correction exercice 3.  

1. Soit 𝜔 un point fixe de 𝑓 

𝜔 = (1 + 𝑖)𝜔 + 𝑖 ⇔ 𝜔 = 𝜔 + 𝜔𝑖 + 𝑖 ⇔ 𝜔𝑖 = −𝑖 ⇔ 𝜔 = −1 

2. Première méthode  

𝑓(𝑧) = (1 + 𝑖)𝑧 + 𝑖 = (1 + 𝑖)𝑧 + 1 + 𝑖 − 1 = (1 + 𝑖)(𝑧 + 1) − 1 = √2𝑒𝑖
𝜋
4(𝑧 + 1) − 1 

Donc 𝑟 = √2 et 𝜃 =
𝜋

4
 conviennent 

Deuxième méthode 

On cherche 𝑟 et 𝜃 tels que pour 𝑧 ∈ ℂ 

𝑟𝑒𝑖𝜃(𝑧 + 1) − 1 = (1 + 𝑖)𝑧 + 𝑖 ⇔ 𝑟𝑒𝑖𝜃𝑧 + 𝑟𝑒𝑖𝜃 − 1 = (1 + 𝑖)𝑧 + 𝑖 ⇔ {𝑟𝑒
𝑖𝜃 = 1 + 𝑖

𝑟𝑒𝑖𝜃 − 1 = 𝑖
⇔ 𝑟𝑒𝑖𝜃 = 1 + 𝑖 

Donc 𝑟 = √2 et 𝜃 =
𝜋

4
 conviennent car 1 + 𝑖 = √2𝑒

𝑖𝜋

4 . 

3.  

Soit ℎ l’homothétie de centre 𝜔 = −1 et de rapport √2 ≠ 1 et √2 ∈ ℝ  

ℎ(𝑧) + 1 = √2(𝑧 + 1) ⇔ ℎ(𝑧) = √2(𝑧 + 1) − 1 = 𝑧′ 

Soit 𝑟 la rotation de centre 𝜔 = −1 et d’angle 
𝜋

4
 

𝑟(𝑧) + 1 = 𝑒𝑖
𝜋
4(𝑧 + 1) ⇔ 𝑟(𝑧) = 𝑒𝑖

𝜋
4(𝑧 + 1) − 1 

𝑟 ∘ ℎ(𝑧) = 𝑟(𝑧′) = 𝑒𝑖
𝜋
4(𝑧′ + 1) = 𝑒𝑖

𝜋
4(√2(𝑧 + 1) − 1 + 1) = √2𝑒𝑖

𝜋
4(𝑧 + 1) − 1 = 𝑓(𝑧) 



Donc 𝑓 est la composée de la rotation de centre 𝜔 = −1 et d’angle 𝜃 =
𝜋

4
, donc avec 𝑒𝑖

𝜋

4 ≠ 1 et 

l’homothétie de centre 𝜔 = −1 et de rapport 𝑘 = √2 

 

Exercice 4.   

1. (Question de cours) Enoncé l’identité de Bézout 

2. Calculer le PGCD de 222 et 117. 

3. Trouver un couple (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℤ2 tel que 222𝑥0 + 117𝑦0 = 6. 

4. Déterminer tous les couples (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2 tels que 222𝑥 + 117𝑦 = 6 

 

Correction exercice 4.   

1. Pour tout couple (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2 tel que 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) = 𝑑, il existe une infinité de couple (𝑢, 𝑣) ∈ ℤ2 tels 

que : 

𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 𝑑 

2.  

222 = 2 × 111 = 2 × 3 × 37 

117 = 3 × 39 

Donc 𝑃𝐺𝐶𝐷(222,117) = 3 

3.   

222 = 1 × 117 + 105 

117 = 1 × 105 + 12 

105 = 8 × 12 + 9 

12 = 1 × 9 + 3 

9 = 3 × 3 

3 = 12 − 1 × 9 = 12 − 1 × (105 − 8 × 12) = −1 × 105 + 9 × 12

= −1 × 105 + 9 × (117 − 1 × 105) = 9 × 117 − 10 × 105

= 9 × 117 − 10 × (222 − 1 × 117) = −10 × 222 + 19 × 117 

On a donc −10 × 222 + 19 × 117 = 3 ⇔ −20 × 222 + 38 × 117 = 6, en multipliant par 2. 

Une solution (𝑥0, 𝑦0) est (−20,38). 

4.  

𝐿1

𝐿2
{

222𝑥 + 117𝑦 = 6
−20 × 222 + 38 × 117 = 6

 

𝐿1 − 𝐿2 entraine que  

222(𝑥 + 20) + 117(𝑦 − 38) = 0 ⇔ 222(𝑥 + 20) = −117(𝑦 − 38) ⇔ 74(𝑥 + 20)

= −39(𝑦 − 38)    (1) 

74 divise −39(𝑦 − 38) et 74 et 39 sont premiers entre eux, d’après le théorème de Gauss, 74 divise 

−(𝑦 − 38), par conséquent un entier 𝑘 tel que : 

−(𝑦 − 38) = 74𝑘   (2) ⇔ 𝑦 = −74𝑘 + 38 

On remet (2) dans (1),  

74(𝑥 + 20) = 39 × 74𝑘 ⇔ 𝑥 + 20 = 39𝑘 ⇔ 𝑥 = −20 + 39𝑘 

La réciproque est évidente 

L’ensemble des solutions est : 

{(−20 + 39𝑘, 38 − 74𝑘), 𝑘 ∈ ℤ} 

  

Exercice 5.   

On appelle 𝛽 = (𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗) la base canonique de ℝ2 

Soit 𝑝:ℝ2 → ℝ2 définie pour tout �⃗� = (𝑥, 𝑦) par 

𝑝(�⃗� ) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = (
2

3
𝑥 +

1

3
𝑦,

2

3
𝑥 +

1

3
𝑦) 



1. Montrer que 𝑝 est une application linéaire. 

2. Déterminer la matrice 𝑃 de 𝑝 dans la base canonique et montrer que 𝑝 est une projection. 

3. Donner un vecteur directeur de ker(𝑝) et un vecteur directeur de 𝐼𝑚(𝑝). 

4. Soit 𝑢1⃗⃗⃗⃗ = (1,1) et 𝑢2⃗⃗⃗⃗ = (1,−2), montrer que 𝛽′ = (𝑢1⃗⃗⃗⃗ , 𝑢2⃗⃗⃗⃗ ) est une base de ℝ2 et déterminer la matrice 

de 𝑝 dans la base 𝛽′. 

 

Correction exercice 5.  

1. Pour tout 𝜆 ∈ ℝ, pour tout 𝜆′ ∈ ℝ, pour tout �⃗� = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 et pour tout 𝑢′⃗⃗  ⃗ = (𝑥′, 𝑦′) ∈ ℝ2  

𝑝(𝜆�⃗� + 𝜆′𝑢′⃗⃗  ⃗) = 𝑝(𝜆𝑥 + 𝜆′𝑥′, 𝜆𝑦 + 𝜆′𝑦′)

= (
2

3
(𝜆𝑥 + 𝜆′𝑥′) +

1

3
(𝜆𝑦 + 𝜆′𝑦′),

2

3
(𝜆𝑥 + 𝜆′𝑥′) +

1

3
(𝜆𝑦 + 𝜆′𝑦′))

= (𝜆 (
2

3
𝑥 +

1

3
𝑦) + 𝜆′ (

2

3
𝑥′ +

1

3
𝑦′) , 𝜆 (

2

3
𝑥 +

1

3
𝑦) + 𝜆′ (

2

3
𝑥′ +

1

3
𝑦′))

= 𝜆 (
2

3
𝑥 +

1

3
𝑦,

2

3
𝑥 +

1

3
𝑦) + 𝜆′ (

2

3
𝑥′ +

1

3
𝑦′,

2

3
𝑥′ +

1

3
𝑦′) = 𝜆𝑝(𝑥, 𝑦)  + 𝜆′𝑝(𝑥′, 𝑦′)

= 𝜆𝑝(�⃗� ) + 𝜆𝑝(𝑢′⃗⃗  ⃗) 

Donc 𝑝 est linéaire. 

2.  

𝑝(𝑒1⃗⃗  ⃗) = 𝑝(1,0) = (
2

3
,
2

3
)    𝑒𝑡    𝑝(𝑒2⃗⃗  ⃗) = 𝑝(0,1) = (

1

3
,
1

3
) 

Donc la matrice 𝑃 est 

𝑃 = (

2

3

1

3
2

3

1

3

)

𝑝(𝑒1⃗⃗⃗⃗ ) 𝑝(𝑒2⃗⃗⃗⃗ )

𝑒1⃗⃗  ⃗

𝑒2⃗⃗  ⃗
=

1

3
(
2 1
2 1

) 

𝑃2 =
1

3
(
2 1
2 1

)
1

3
(
2 1
2 1

) =
1

9
(
2 1
2 1

) (
2 1
2 1

) =
1

9
(
6 3
6 3

) =
1

3
(
2 1
2 1

) = 𝑃 

Donc 𝑝 est une projection. 

3.   

�⃗� ∈ ker(𝑝) ⇔ 𝑝(�⃗� ) = 0⃗ ⇔ (
2

3
𝑥 +

1

3
𝑦,

2

3
𝑥 +

1

3
𝑦) = (0,0) ⇔

2

3
𝑥 +

1

3
𝑦 = 0 ⇔ 2𝑥 + 𝑦 = 0 ⇔ 𝑦 = −2𝑥 

Donc �⃗� = (𝑥,−2𝑥) = 𝑥(1,−2) 

Un vecteur directeur de ker(𝑝) est (1,−2) = 𝑒1 − 2𝑒2 

Soit 𝑣 ∈ 𝐼𝑚(𝑝), il existe �⃗� = (𝑥, 𝑦) tel que 

𝑣 = 𝑝(�⃗� ) = (
2

3
𝑥 +

1

3
𝑦,

2

3
𝑥 +

1

3
𝑦) = (

2

3
𝑥 +

1

3
𝑦) (1,1) = (

2

3
𝑥 +

1

3
𝑦) (𝑒1 + 𝑒2) 

Un vecteur directeur de 𝐼𝑚(𝑝) est (1,1) = 𝑒1 + 𝑒2 

 

4. 𝑢1⃗⃗⃗⃗  et 𝑢2⃗⃗⃗⃗  ne sont pas proportionnels donc ils forment une base de ℝ2 

𝑝(𝑢1 ⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑝(1,1) = (1,1) = 𝑢1⃗⃗⃗⃗   

𝑝(𝑢2 ⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑝(1,−2) = (0,0) = 0⃗   

 

La matrice 𝑃′ de 𝑝 dans la base 𝛽′ est donc 

𝑃′ = (
1 0
0 0

)

𝑝(𝑢1⃗⃗⃗⃗  ⃗) 𝑝(𝑢2⃗⃗⃗⃗  ⃗)

𝑢1⃗⃗⃗⃗ 

𝑢2⃗⃗⃗⃗ 
 

 


