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Exercice 1.  (6 points) 

1. (2 points) Calculez 

lim
𝑢→0

ln(1 − 𝑢)

𝑢
 

2. (2 points) En déduire  

lim
𝑥→+∞

𝑥 ln (1 −
1

𝑥
) 

3. (2 points) En déduire 

lim
𝑛→+∞

(1 −
1

𝑛
)

𝑛

 

Exercice 2.  (14 points) 

Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par : 

𝑓(𝑥) = {
√−𝑥              si   𝑥 < 0
0                   si  𝑥 = 0
𝑥 ln(𝑥)         si  𝑥 > 0

 

1. (2 points) Montrer que 𝑓 est continue sur ℝ. 

2. (2 points) Calculer 𝑓′(𝑥) pour 𝑥 < 0 et pour 𝑥 > 0. 

3. (2 point) Calculer les limites de 𝑓′(𝑥) lorsque 𝑥 → 0− et lorsque 𝑥 → 0+. 

4. (1 points) 𝑓 est-elle dérivable en 0 ? On précisera l’allure de la tangente en 𝑥 = 0. 

5. (4 points) Dresser le tableau de variation de 𝑓 et tracer le graphe de 𝑓 (on tracera les tangentes 

remarquables). 

6. (3 points) Montrer que 𝑓 de [
1

𝑒
, +∞[ sur [−

1

𝑒
, +∞[ est une bijection. Calculer (𝑓−1)′(0). 

 

Exercice 3. (6 points) 

Soit 𝑎 > 0. On définit la suite (𝑢𝑛)𝑛≥0 𝑢0 > 0 et la relation de récurrence 

𝑢𝑛+1 =
1

2
(𝑢𝑛 +

𝑎

𝑢𝑛
) 

1. (2 points) Montrer que 𝑢𝑛+1
2 − 𝑎 =

(𝑢𝑛
2 −𝑎)

2

4𝑢𝑛
2  

2. (2 points) Montrer que si 𝑛 ≥ 1 alors 𝑢𝑛 ≥ √𝑎, puis que la suite est décroissante. 

3. (2 points) En déduire que la suite (𝑢𝑛)𝑛≥0 converge et lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = √𝑎 

 

Exercice 4.    

Soient 𝑎 et 𝑏 des réels tels que 0 < 𝑎 < 𝑏. 

1.  On considère la fonction ln  : 𝑥 → ln(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ ℝ+
∗  

a. (2 points) Enoncer le théorème des accroissements finis appliqué à ln  entre 𝑎 et 𝑏. En déduire qu’il existe 𝑐 ∈

]𝑎, 𝑏[ tel que 

(1)      
𝑏 − 𝑎

𝑐
= ln(𝑏) − ln(𝑎) 

b. (1 point) Déduire de la question précédente que 

(2)          
𝑏 − 𝑎

𝑏
< ln(𝑏) − ln(𝑎) <

𝑏 − 𝑎

𝑎
 



2. Soit 𝑓: [0,1] → ℝ, de classe 𝐶1 sur [0,1] (c’est-à-dire qu’elle est continue, dérivable et de dérivée continue sur 

[0,1]) et telle que 𝑓′′ existe sur ]0,1[ telle que : 

𝑓(0) = 0; 𝑓(1) = 0; 𝑓′(0) > 0   et  𝑓′(1) < 0 

De plus on supposera que ∀𝑥 ∈ ]0,1[, 𝑓′′(𝑥) < 0. 

a. (2 points) Faire un dessin représentant le graphe d’une fonction vérifiant ces hypothèses.  

b. (1 point) Montrer qu’il existe 𝛼 > 0 tel que pour tout 𝑥 ∈ [0, 𝛼], 𝑓′(𝑥) > 0. 

c. (1 point) Montrer que 𝑓(𝛼) > 0.  

d. On suppose qu’il existe 𝛽 ∈ ]0,1[ tel que 𝑓(𝛽) = 0, montrer qu’il existe 𝑐1 ∈ ]0, 𝛽[ et 𝑐2 ∈ ]𝛽, 1[ tel 

que : 

i) (1 point) 𝑓′(𝑐1) = 𝑓′(𝑐2) = 0,  

ii) (1 point) En déduire que l’on obtient une contradiction. 

e. (1 point) Déterminer le signe de 𝑓(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ ]0,1[. 

3. On considère la fonction 𝑓 définie par : 

𝑓(𝑥) = ln(𝑥𝑎 + (1 − 𝑥)𝑏) − 𝑥 ln(𝑎) − (1 − 𝑥) ln(𝑏) 

a. (3 points) Montrer que 𝑓 vérifie les hypothèses de la question 2.  

b. (1 point) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ]0,1[ 

ln(𝑥𝑎 + (1 − 𝑥)𝑏) > 𝑥 ln(𝑎) + (1 − 𝑥) ln(𝑏) 

 


