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Exercice 1.  Montrer que pour tout entier n=1ona:

Z( Dk = (—pyn M D n(n +1)

Correction exercice 1.
Pourn=1

1
D DM = (DT x 12 = -1
k=1

Et
1(1+1
) ( ) _ 4
L’¢galité est vraie pourn = 1

Montrons que 1’égalité au rang n entraine celleaurang n + 1
n+1

Z( 1k = Z( DA + (D 17 = (Con D g g 1y
B (_ )n+1 B (_ )n+1
= T(n + 1)(—n +2(n+ 1)) = T(n +1)(—n+2n+2)
— (Lt (n+ 1)2(n +2)
Ce qui acheve la récurrence donc pour tout n=>1
n(n +1)

Z( DR = (-

Exercice 2.
1. Calculer le pgcd de 224 et 119.
2. Donner (u,v) € Z? tel que 224u + 119v = pgcd(224,119)
3. Déterminer I’ensemble des solutions pur x € Z du systéme
x =3 mod 224 et x=17mod 119

Correction exercice 2.
1.
224 =1x%x119 4+ 105
119 =1 x 105+ 14
105=7x14+7
14=2%x74+0
Donc pgcd(224,119) =7
2. Dr’apres les égalités du 1.
7=105—-7x%x14=105-7(119—-1x105) = -7 x 119 + 8 x 105
=—-7%x119+8(224—-1x119) =8 x 224 — 15 x 119
Un couple (u, v) € Z? vérifiant 224u + 119v = 7 est (8, —15)
3. Il existe k et [ deux entiers tels que



x=34+224k et x=17+ 1191
Par conséquent
34 224k =17+ 1191
Ce qui équivaut a 224k — 1191 =14 L,
D’apres ’égalité 8 X 224 — 15 X 119 = 7 on en déduit que 16 X 224 —30 x 119 =14 L,
Calculons L; — L,
224(k —16) —119(1-30) =0
Par conséquent
224(k — 16) = 119(1 — 30)
Puis on divise par le pgcd(224,119) =7
32(k—16) = 17(1 — 30)
{32|17(l —30)
32A17 =1
D’aprés le théoréeme de Gauss 32 divise [ — 30, donc il existe n € Z tel que [ — 30 = 32a soit

[ =30+ 32n
On remplace [ — 30 = 32n dans 32(k — 16) = 17(l — 30), ce qui donne
32(k —16) =17 x 32n
On simplifie par 32, pour trouver que k — 16 = 17nouencore k = 16 + 17n
La réciproque est évidente d’ou I’ensemble des solutions
(16 + 17n,30 + 32n)
On remplace I’un ou I’autre dans x = 3 + 224k oudans x = 17 + 1191
x =3+ 224(16 + 171) = 3 + 3584 + 3808 = 3587 + 3808l

Exercice 3.
1. Déterminer les racines carrées de 15 + 8i sous forme algébrique
2. Résoudre, pour z € C, I’équation

9
Z2+(1—2i)Z—§—3i=0

Indication : 15% = 225,;16% = 256,; 172 = 289; 18% = 324:19% = 361.

Correction exercice 3.
1. Oncherche a et b réels tels que (a + ib)? = 15 + 8i (x)
N2 - 2 _ 32 o . Liga? -p%? =15

(a+ib)°=15+8i < a*—>b +21ab—15+81(:>L2{ 2ab — 8
En prenant le module dans 1’égalité ()

|(a + ib)?| =152+ 82 @ a2 + b2 =225+ 64 =289 =17 L,
En faisant la somme de L5 et de L; on trouve 2a? = 32 donc a? = 16 d’ou a = +4
En faisant la différence de L et de L, on trouve 2b% = 2 donc b2 = 1 d’ou b = +1
D’aprés L,, ab > 0 donc a et b ont le méme signe
Les deux racines carrées de 15 + 8i sont

441 et —4-—i

2. Lesracines de 1’équation sont
—1-20-0“+10) =540 5 i

2 2 2 2

Et
—(1—2i)+4+i_3+3i_3+3_
2 T2 T 27%¢

Exercice 4.

Montrer que pour tout couple de réels (a, 8) on a



cos(a) + cos(B) = 2 cos (a ; '8) cos (a ; ﬁ)
Et

a+ a—
sin(a) + sin(B) = 2 sin( 5 B) cos( 5 ﬁ)
Correction exercice 4.
Premiére méthode

.a+p _.atp .a—p _.a—p
) (a+ﬁ) (a—,[?)_zelz +e "2 ><elz +e "2
cos (——)cos(——) = 5 5
1 a+pB .a-p .a+p .a—p a+f .a-B .a+p .a—p
=—<el 2 e 2 +e2 e "2 47z e 2 472 e_lT)

N[ =

1, . ) ) ) 1, . . . )
= E(el“ +elfye hy e‘l“) = E(e‘“ +e i@ olf 4 e‘lﬁ) = —(2cos(a) + 2cos(B))
= cos(a) + cos(B)

@t _atf @B _ap

a+,8) (a—ﬁ)_zelz —e "2 ><elZ +e "2
2 )2 )7 20 2

1 ( .a+fB .a-B .a+p ia—[)’ _l.a+ﬁ .a—p —iﬂ ﬂ)
=—|le

ZSin(

2.126124—8128_2—6 Z el 2 —e 2 e
[
=l(eia+eiﬁ_e—iﬁ_e—ia)=l(eia_e—ia+eiﬁ_e—iﬁ)
2i 20

= %(Zi sin(a) + 2isin(B)) = sin(a) + sin(B)

Deuxieme méthode
cos(a) + cos(B) + i(sin(a) + sin(B)) = cos(a) + i sin(a) + (cos(B) + isin(B)) = e'® + e

atB o a—p  —a+p a+ a+ a—
=e' 2 (el 2 +e'2 >=(cos< 2ﬁ>+isin( Zﬁ))XZCOS( 2'3)

-2 () 2 (s ()
= 4 COS > COoS > 1 4S8SIn > COoS >
Puis en identifiant les parties réelle et imaginaire on trouve que

cos(a) + cos(B) = 2 cos (a ; '8) cos (a ; ﬁ)

Et

sin(a) + sin(B) = 2sin (a ; B) cos (a ; ﬁ)

Exercice 5.
Soit f: R? - R? I’application définie par f(x,y) = (Zx — y,% — x)
1. Montrer que f est une application linéaire, et donner sa matrice dans la base canonique.
2. Calculer le déterminant de f. L’application f est-elle bijective ?
3. SoitI = {f(¥) : ¥ € R?} I’image de f.montrer que I est la droite vectorielle dirigée par u; = £(1,0)
4. Soit K = {# € R f(#) = 0} le noyau de f. Montrer K est une droite vectorielle et en donner un
vecteur directeur u,.

5. Montrer que u; et u, forment une base de R?.
6. Calculer f(uy) et f(u;) dans la base canonique, puis dans la base (u;,u;). En déduire la matrice de f

dans la base (uy, uy).

Correction exercice 5.
1. Soientu = (x,y) et = (x’,y") deux vecteurs de R? et soient 1 et A’ deux réels.
A+ XU = Ax, )+ A, y) =Ax+Ax" 2y + A'y")



_ Ay + 'y
£+ 217) = <2(/1x + %) — Ay + A’y’),% ~(Ax+ A’x’))

!

= (A(Zx —)+ A2 —y),2 (% —x)+ 2 (% - x>> = Af @) + X f ()

Ce qui montre que f est linéaire.

FO=Fa0=@-1 e fG)=FO1=(-13)

2 -1
Matgy (f) = (_1 1)
2

2 -1

1 1
2

det(f) = =1-1=0

L’application n’est pas bijective.
3. Soitv €1, il existe x et y réels tels que

U= (Zx—y,%—x) = (2x—y,—%(2x—y)> =2x—y) (1,—%)
f(1,0) =(2,-1)

Donc tous les vecteurs de I sont proportionnels a u, = (1, - %) = %(2, -1) = %(2? — J), autrement dit

I est la droite vectorielle engendré par u; = £(1,0).
4. Soitu = (x,y) €K

2x—y =0 L 2x—y =20
1
%—x=0 L, —x+%=0
Le déterminant du systéme est
2 -1
11=1-1=0
_1 —
2

Donc ce n’est pas un systeme de Cramer, d’ailleurs, il est a peu pres clair que —2L, = L,
Donc i € I équivautay = 2x donc # = (x, 2x) = x(1,2)
Ce qui montre que K est la droite vectorielle engendrée par u; = (1,2) =1+ 2

<1e>t(171,@=|_21 %|=4+1=5¢0

Donc (u;, u;) est une base de R?

f@) =f(2,-1) = (2><2+1,_71 —2) =( —;) — 57—

2
F@) = (z x1-2,5- 1) — (0,0) =
Donc la matrice de f dans la base (uy,u,) est

Y



