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Exercice 1. Montrer que pour tout entier 𝑛 ≥ 1 on a : 

∑(−1)𝑘𝑘2

𝑛

𝑘=1

= (−1)𝑛
𝑛(𝑛 + 1)

2
 

Correction exercice 1.   

Pour 𝑛 = 1  

∑(−1)𝑘𝑘2

1

𝑘=1

= (−1)1 × 12 = −1 

Et 

(−1)1
1(1 + 1)

2
= −1 

L’égalité est vraie pour 𝑛 = 1 

Montrons que l’égalité au rang 𝑛 entraine celle au rang 𝑛 + 1 

∑(−1)𝑘𝑘2

𝑛+1

𝑘=1

= ∑(−1)𝑘𝑘2

𝑛

𝑘=1

+ (−1)𝑛+1(𝑛 + 1)2 = (−1)𝑛
𝑛(𝑛 + 1)

2
+ (−1)𝑛+1(𝑛 + 1)2

=
(−1)𝑛+1

2
(𝑛 + 1)(−𝑛 + 2(𝑛 + 1)) =

(−1)𝑛+1

2
(𝑛 + 1)(−𝑛 + 2𝑛 + 2)

= (−1)𝑛+1
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

2
 

Ce qui achève la récurrence donc pour tout 𝑛 ≥ 1 

∑(−1)𝑘𝑘2

𝑛

𝑘=1

= (−1)𝑛
𝑛(𝑛 + 1)

2
 

Exercice 2.  

1. Calculer le pgcd de 224 et 119.  

2. Donner (𝑢, 𝑣) ∈ ℤ2 tel que 224𝑢 + 119𝑣 = 𝑝𝑔𝑐𝑑(224,119) 

3. Déterminer l’ensemble des solutions pur 𝑥 ∈ ℤ du système 

𝑥 ≡ 3  mod 224         et        𝑥 ≡ 17 mod  119 

 

Correction exercice 2.   

1.  

224 = 1 × 119 + 105 

119 = 1 × 105 + 14 

105 = 7 × 14 + 7 

14 = 2 × 7 + 0 

Donc 𝑝𝑔𝑐𝑑(224,119) = 7 

2. D’après les égalités du 1. 

7 = 105 − 7 × 14 = 105 − 7(119 − 1 × 105) = −7 × 119 + 8 × 105

= −7 × 119 + 8(224 − 1 × 119) = 8 × 224 − 15 × 119 

Un couple (𝑢, 𝑣) ∈ ℤ2 vérifiant 224𝑢 + 119𝑣 = 7 est (8, −15) 

3. Il existe 𝑘 et 𝑙 deux entiers tels que 



𝑥 = 3 + 224𝑘     et     𝑥 = 17 + 119𝑙 

Par conséquent 

3 + 224𝑘 = 17 + 119𝑙 

Ce qui équivaut à 224𝑘 − 119𝑙 = 14        𝐿1 

D’après l’égalité 8 × 224 − 15 × 119 = 7 on en déduit que 16 × 224 − 30 × 119 = 14    𝐿2 

Calculons 𝐿1 − 𝐿2 

224(𝑘 − 16) − 119(𝑙 − 30) = 0 

Par conséquent 

224(𝑘 − 16) = 119(𝑙 − 30) 

Puis on divise par le 𝑝𝑔𝑐𝑑(224,119) = 7 

32(𝑘 − 16) = 17(𝑙 − 30) 

{
32|17(𝑙 − 30)

32 ∧ 17 = 1
 

D’après le théorème de Gauss 32 divise 𝑙 − 30, donc il existe 𝑛 ∈ ℤ tel que 𝑙 − 30 = 32𝑎 soit  

𝑙 = 30 + 32𝑛 

On remplace 𝑙 − 30 = 32𝑛 dans 32(𝑘 − 16) = 17(𝑙 − 30), ce qui donne 

32(𝑘 − 16) = 17 × 32𝑛 

On simplifie par 32, pour trouver que 𝑘 − 16 = 17𝑛 ou encore 𝑘 = 16 + 17𝑛 

La réciproque est évidente d’où l’ensemble des solutions 

(16 + 17𝑛, 30 + 32𝑛) 

On remplace l’un ou l’autre dans 𝑥 = 3 + 224𝑘 ou dans 𝑥 = 17 + 119𝑙 

𝑥 = 3 + 224(16 + 17𝑙) = 3 + 3584 + 3808𝑙 = 3587 + 3808𝑙 

 

Exercice 3.   

1. Déterminer les racines carrées de 15 + 8𝑖 sous forme algébrique 

2. Résoudre, pour 𝑧 ∈ ℂ, l’équation 

𝑧2 + (1 − 2𝑖)𝑧 −
9

2
− 3𝑖 = 0 

Indication : 152 = 225, ; 162 = 256, ; 172 = 289; 182 = 324; 192 = 361. 

 

Correction exercice 3.   

1. On cherche 𝑎 et 𝑏 réels tels que (𝑎 + 𝑖𝑏)2 = 15 + 8𝑖   (∗) 

(𝑎 + 𝑖𝑏)2 = 15 + 8𝑖 ⇔ 𝑎2 − 𝑏2 + 2𝑖𝑎𝑏 = 15 + 8𝑖 ⇔
𝐿1

𝐿2
{𝑎2 − 𝑏2 = 15

2𝑎𝑏 = 8
 

En prenant le module dans l’égalité (∗) 

|(𝑎 + 𝑖𝑏)2| = √152 + 82 ⇔ 𝑎2 + 𝑏2 = √225 + 64 = √289 = 17     𝐿3 

En faisant la somme de 𝐿3 et de 𝐿1 on trouve 2𝑎2 = 32 donc 𝑎2 = 16 d’où 𝑎 = ±4 

En faisant la différence de 𝐿3 et de 𝐿1 on trouve 2𝑏2 = 2 donc 𝑏2 = 1 d’où 𝑏 = ±1 

D’après 𝐿2, 𝑎𝑏 > 0 donc 𝑎 et 𝑏 ont le même signe 

Les deux racines carrées de 15 + 8𝑖 sont 

4 + 𝑖        et      − 4 − 𝑖 

2.  Les racines de l’équation sont 

−(1 − 2𝑖) − (4 + 𝑖)

2
=

−5 + 𝑖

2
= −

5

2
+

𝑖

2
 

Et 

−(1 − 2𝑖) + 4 + 𝑖

2
=

3 + 3𝑖

2
=

3

2
+

3

2
𝑖 

Exercice 4.   

Montrer que pour tout couple de réels (𝛼, 𝛽) on a 



cos(𝛼) + cos(𝛽) = 2 cos (
𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) 

Et 

sin(𝛼) + sin(𝛽) = 2 sin (
𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) 

Correction exercice 4.    

Première méthode  

2 cos (
𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) = 2

𝑒𝑖
𝛼+𝛽

2 + 𝑒− 𝑖
𝛼+𝛽

2

2
×

𝑒𝑖
𝛼−𝛽

2 + 𝑒− 𝑖
𝛼−𝛽

2

2

=
1

2
(𝑒𝑖

𝛼+𝛽
2 𝑒𝑖

𝛼−𝛽
2 + 𝑒𝑖

𝛼+𝛽
2 𝑒− 𝑖

𝛼−𝛽
2 + 𝑒− 𝑖

𝛼+𝛽
2 𝑒𝑖

𝛼−𝛽
2 + 𝑒− 𝑖

𝛼+𝛽
2 𝑒− 𝑖

𝛼−𝛽
2 )

=
1

2
(𝑒𝑖𝛼 + 𝑒𝑖𝛽 + 𝑒− 𝑖𝛽 + 𝑒− 𝑖𝛼) =

1

2
(𝑒𝑖𝛼 + 𝑒− 𝑖𝛼 + 𝑒𝑖𝛽 + 𝑒− 𝑖𝛽) =

1

2
(2 cos(𝛼) + 2 cos(𝛽))

= cos(𝛼) + cos(𝛽) 

2 sin (
𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) = 2

𝑒𝑖
𝛼+𝛽

2 − 𝑒− 𝑖
𝛼+𝛽

2

2𝑖
×

𝑒𝑖
𝛼−𝛽

2 + 𝑒− 𝑖
𝛼−𝛽

2

2

=
1

2𝑖
(𝑒𝑖

𝛼+𝛽
2 𝑒𝑖

𝛼−𝛽
2 + 𝑒𝑖

𝛼+𝛽
2 𝑒− 𝑖

𝛼−𝛽
2 − 𝑒− 𝑖

𝛼+𝛽
2 𝑒𝑖

𝛼−𝛽
2 − 𝑒− 𝑖

𝛼+𝛽
2 𝑒− 𝑖

𝛼−𝛽
2 )

=
1

2𝑖
(𝑒𝑖𝛼 + 𝑒𝑖𝛽 − 𝑒− 𝑖𝛽 − 𝑒− 𝑖𝛼) =

1

2𝑖
(𝑒𝑖𝛼 − 𝑒− 𝑖𝛼 + 𝑒𝑖𝛽 − 𝑒− 𝑖𝛽)

=
1

2𝑖
(2𝑖 sin(𝛼) + 2𝑖 sin(𝛽)) = sin(𝛼) + sin(𝛽) 

Deuxième méthode 

cos(𝛼) + cos(𝛽) + 𝑖(sin(𝛼) + sin(𝛽)) = cos(𝛼) + 𝑖 sin(𝛼) + (cos(𝛽) + 𝑖 sin(𝛽)) = 𝑒𝑖𝛼 + 𝑒𝑖𝛽

= 𝑒𝑖 
𝛼+𝛽

2 (𝑒𝑖 
𝛼−𝛽

2 + 𝑒𝑖 
−𝛼+𝛽

2 ) = (cos (
𝛼 + 𝛽

2
) + 𝑖 sin (

𝛼 + 𝛽

2
)) × 2 cos (

𝛼 − 𝛽

2
)

= 2 cos (
𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) + 𝑖 2 sin (

𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) 

Puis en identifiant les parties réelle et imaginaire on trouve que 

cos(𝛼) + cos(𝛽) = 2 cos (
𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) 

Et 

sin(𝛼) + sin(𝛽) = 2 sin (
𝛼 + 𝛽

2
) cos (

𝛼 − 𝛽

2
) 

 

Exercice 5.   

Soit 𝑓: ℝ2 → ℝ2 l’application définie par 𝑓(𝑥, 𝑦) = (2𝑥 − 𝑦,
𝑦

2
− 𝑥) 

1. Montrer que 𝑓 est une application linéaire, et donner sa matrice dans la base canonique. 

2. Calculer le déterminant de 𝑓. L’application 𝑓 est-elle bijective ? 

3. Soit 𝐼 = {𝑓(�⃗�) ∶ �⃗� ∈ ℝ2} l’image de 𝑓.montrer que 𝐼 est la droite vectorielle dirigée par  𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑓(1,0) 

4. Soit 𝐾 = {�⃗� ∈ ℝ2: 𝑓(�⃗�) = 0⃗⃗} le noyau de 𝑓. Montrer 𝐾 est une droite vectorielle et en donner un 

vecteur directeur 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗. 

5. Montrer que 𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗ et 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗ forment une base de ℝ2. 

6. Calculer 𝑓(𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗) et 𝑓(𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗) dans la base canonique, puis dans la base (𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗). En déduire la matrice de 𝑓 

dans la base (𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗). 

 

Correction exercice 5.   

1. Soient �⃗⃗� = (𝑥, 𝑦) et 𝑢′⃗⃗⃗⃗ = (𝑥′, 𝑦′) deux vecteurs de ℝ2 et soient 𝜆 et 𝜆′ deux réels. 

  𝜆�⃗⃗� + 𝜆′𝑢′⃗⃗⃗⃗ = 𝜆(𝑥, 𝑦) + 𝜆′(𝑥′, 𝑦′) = (𝜆𝑥 + 𝜆′𝑥′, 𝜆𝑦 + 𝜆′𝑦′) 



𝑓(𝜆�⃗⃗� + 𝜆′𝑢′⃗⃗⃗⃗ ) = (2(𝜆𝑥 + 𝜆′𝑥′) − (𝜆𝑦 + 𝜆′𝑦′),
𝜆𝑦 + 𝜆′𝑦′

2
− (𝜆𝑥 + 𝜆′𝑥′))

= (𝜆(2𝑥 − 𝑦) + 𝜆′(2𝑥′ − 𝑦′), 𝜆 (
𝑦

2
− 𝑥) + 𝜆′ (

𝑦′

2
− 𝑥′)) = 𝜆𝑓(�⃗⃗�) + 𝜆′𝑓(𝑢′⃗⃗⃗⃗ ) 

Ce qui montre que 𝑓 est linéaire. 

𝑓(𝑖) = 𝑓(1,0) = (2, −1)        et      𝑓(𝑗) = 𝑓(0,1) = (−1,
1

2
) 

 

𝑀𝑎𝑡(𝑖,𝑗)(𝑓) = (
2 −1

−1
1

2

) 

2.   

det(𝑓) = |
2 −1

−1
1

2

| = 1 − 1 = 0 

L’application n’est pas bijective. 

3.  Soit �⃗� ∈ 𝐼, il existe 𝑥 et 𝑦 réels tels que 

�⃗� = (2𝑥 − 𝑦,
𝑦

2
− 𝑥) = (2𝑥 − 𝑦, −

1

2
(2𝑥 − 𝑦)) = (2𝑥 − 𝑦) (1, −

1

2
) 

𝑓(1,0) = (2, −1) 

Donc tous les vecteurs de 𝐼 sont proportionnels à 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗ = (1, −
1

2
) =

1

2
(2, −1) =

1

2
(2𝑖 − 𝑗), autrement dit 

𝐼 est la droite vectorielle engendré par 𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑓(1,0). 

4. Soit �⃗⃗� = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐾 

{
2𝑥 − 𝑦 = 0
𝑦

2
− 𝑥 = 0

⇔
𝐿1

𝐿2
{

2𝑥 − 𝑦 = 0

−𝑥 +
𝑦

2
= 0

 

Le déterminant du système est  

|
2 −1

−1
1

2

| = 1 − 1 = 0 

Donc ce n’est pas un système de Cramer, d’ailleurs, il est à peu près clair que −2𝐿2 = 𝐿1 

Donc �⃗⃗� ∈ 𝐼 équivaut à 𝑦 = 2𝑥 donc �⃗⃗� = (𝑥, 2𝑥) = 𝑥(1,2) 

Ce qui montre que 𝐾 est la droite vectorielle engendrée par 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗ = (1,2) = 𝑖 + 2𝑗 

5.   

det(𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗) = |
2 1

−1 2
| = 4 + 1 = 5 ≠ 0 

Donc (𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗) est une base de ℝ2 

6.   

𝑓(𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝑓(2, −1) = (2 × 2 + 1,
−1

2
 − 2) = (5, −

5

2
) = 5𝑖 −

5

2
 𝑗 =

5

2
(2𝑖 − 𝑗) =

5

2
𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑓(𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗) = (2 × 1 − 2,
2

2
− 1) = (0,0) = 0⃗⃗ 

 

Donc la matrice de 𝑓  dans la base (𝑢1⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑢2⃗⃗⃗⃗⃗) est 

(
5

2
0

0 0

) 

 

 


