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Documents et appareils électroniques interdits.

Exercice 1. (10,8 p) Soit

= six=0
fiR - A, donné par : Vx € R, f(x) = —— = {1¥’ B

- X .
1+lx| —, six<0

Ici A est I’image de f (que I’on déterminera au cours de 1’exercice).

(1,8 p) Montrer que f est dérivable.

(1,2 p) Montrer que la dérivée f' de f est continue.

(0,5 p)Montrer que f' n’est pas dérivable.

(0,6 p) Déterminer le tableau de variation de f.

* (1,8 p) Tracer le graphe de f. Au passage, étudier 1I’existence des asymptotes au graphe, et la position
du graphe par rapport aux asymptotes

(1,2 p)Déterminer I’image A de la fonction f.

(0,6p) Montrer que f: R — A admet une fonction réciproque, que I’on note h: A - R.

Trouver h.

* (1,8 p) Notons g la restriction de f & 10, +oo[, trouver la formule de g™ (la dérivée n-iéme de g)
pour n = 1. On justifiera la réponse.
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Correction exercice 1.
1. Six # 0alors f est le quotient de fonctions dérivable donc f est dérivable

Enx=0
f(x) = f(0) 1
= —
x—0 1+ |x|x-0
Donc f est dérivable en x = 0.
2. Six >0,
, 1x(14+x)—xx1 1
e I ER (s
Six <0,
. I1x(1—-x)—xx(—-1) 1
fO==="a " “a-or’

f est continue en 0 et f'(x) admet une limite en 0 donc f est de classe C* (donc f' est continue).
3. Six>0

(1+x)393_2

f"(x) =
Six<0
") =—(1_x)2;52

Les limites a gauche et a droite ne sont pas les mémes donc f' n’est pas dérivable en 0.
4. Quex <0,x=0o0uquex>0,f'(x)>0dont f eststrictement croissante

=-1

xl—l>r—noof(x) - xl—1>r—noo 1—x

lim fo) = lim —— =1

X—+00 x-+001 + x
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Le graphe de f admet deux asymptotes horizontales d’équation y = —1 et y = 1, la courbe se situe au-
dessus de I’asymptotes y = —1 et au-dessous 1’asymptote d’équation y = 1.

6. A=|lim f(x), lim f(x)|=]-11[
X——00 X—+co
7. f eststrictement croissante donc f est injective, f(R) = A donc f: R — A est surjective, par conséquent

elle admet une bijection réciproque.
8. Pourtout x < 0,

x y
y:l—@y(l—x)=x(:>y—xy=x(:>y=x+xy<:>x(1+y)=y(:)x=—

—X 1+y
D’aprés le tableau de variation x < 0 & y € |—1,0[ donc pour tout y € ]—1,0[
y
h(y) = ——
O =17 "

Pour tout x = 0,

X
y=—=>y(1+x)=x=>y+xy=x=>y=x—xy=>x(1—y)=y=>x=L

1+x 1—-y
D’aprés le tableau de variation x > 0 < y € [0,1] donc pour tout y € [0,1]
Yy
h(y) = ——
O =1= "
En résumeé
X
T si x €]-1,0]
h(x) = xx
- si x €[0,1]

Donc h est convexe.
9. Pour x > 0 alors g(x) = % on en déduit que
, I1x(1+x)—xx1 1
g'(x) = 2 = 2
1+ x) 1+x)
g'(x)==-21+x)73% g"x) =(-1)?x3x2(1+x)"*

=(1+x)?

Supposons que
g™ () = (=)™l (1 + x)~ @+
C’est vrai pour n = 1 (pour n = 2 et n = 3 aussi)

g™V = (9™) @) = (D™ Int (= + D) +x)70D = (D™ + DA +0)70D
Ce qui acheve la récurrence, donc pour tout n € N*

Exercice 2.  (6p)



On considere 1’équation différentielle suivante :
1

Wy =2+ ==

1. (1,8 p calcul+1,2 p vérification) Montrer que

(2) 70:10, +oo = R, yo(x) = 2
Est solution de (3).

2. (1,8 p équation homogene+1,2 p sol. générale) Trouver toutes les solutions de (3).

3. (0,6 p) Donner la solution de (3) vérifiant y(1) =2 — 1

4. (1,8 p) écrire ce qu’il faut faire, (calcul, limite, justification) Montrer que la fonction y de la question
précédente se prolonge par continuité a droite en 0.

avec x > 0.

, x>0,

Correction exercice 2.

1. Vx>0, yo(x)=\/’?
T x =X —VxZ+1x1
, N e x2—(x2+1) -1
Yolx) = x? B x*Vx? +1 :xz x2+1
3 -1 o+ 1 1 VRPF1 1402+ 1
Yol) + x =x2 x2+1+ x =x2 x2+1+ 2 x2/x2+1 =\/m

Donc y, est bien solution de (3).
2. I faut chercher la solution générale de 1’équation homogene

r A
y’+2=0=>y—=——=)EIKE]R,ln|yI=—ln(x)+K=)EIAE]R,y=/1€"l“(x)=—
X y x X
Donc la solution générale de (3) est :
_/1+ x%+1
y_x X
3.
yD=V2-1er+\V2=V2-1o1r=-1
-1+vVx2+1
yx)=——"""
X
4,
VaZ+1-1 x?+1-1 2

X X
= = = = 0
v X x(Vx2+1+1) x(VaZ+1+1) VaZ+1+1x0°

Donc cette fonction est prolongeable par continuité a droite en x = 0.

Exercice 3. (6,6 p)

1. (1,2 p) Soit x > 0. Montrer qu’il existe un ¢ = c¢(x) € ]0, x[ tel que :

(3) e* =1 =xe€

Le but de cet exercice est de préciser la position de ¢ par rapport au milieu g de I’intervalle 0, x[. Pour ce

faire, nous introduisons la fonction :

f:10,4+[ - R, donnée par f(x) = ef — e‘§ —x

2. (1,2 p variation, signe) Dresser le tableau de variation de la dérivée f' de f. Quel est le signe de f’ sur
10, +oo[ ?

3. (1,8 p variation, valeur limite a I’infini) Utiliser la question précédente pour dresser le tableau de
variation de f.

4. (0,6 p) En déduire I’inégalité

f(x)>0,vx>0



5. (0,6 p) En déduire que

NIR

eX—1>xe

6. (1,2 p) Enfin, obtenir que c(x) € Ex[

Correction exercice 3.
1. Lafonction exponentielle définie sur [0, x] est continue sur [0, x] et dérivable sur ]0, x[ d’aprés le
théoréme des accroissements finis il existe ¢ € 10, x[ tel que
e¥—e’=(x—0)e ®e¥—1=xe

2. flx)=gez+-e z—letf'(x) =cez—ze 2

Ona
lim f'(x) =+
X—>+00
0 1 x 1 _x 0 x X X X
" = —e2 ——e 2 = 2=¢ 2 _—=—= =
f"(x) @4(3 2 Se e @2 Z@x

Et f""(x) > 0 pour tout x > 0
() =2+2-1=0
f)y=g+3-1=

On déduit de cela le tableau de variation de f'

X 0 400
f"(x) |0 +

f'(x) +o0
X O/V

Donc pour toutx > 0, f'(x) > 0

X
f(x) =ez(1—e™* —xe™)
lim xe™*=0= lirP f(x) =+
X—+00

X—+00
f0)=1-1-0=0

X
f'x) |0 +

f(x) +o0
X 0/

4. Par conséquent, pour tout x > 0, f(x) > 0.
5. Pourtoutx >0

X _X X _X Xr X _X X X
fx)=ez2—e 2—x>0oeZ2—c¢ 2>x(:>ez(ez—e 2)>xez<:>ex—1>xez

6. Pourtoutx >0
X
e* —1=xe€ > xe2
X
Comme x > 0 cela entraine que e€ > ez et que donc ¢ > get d’autre part ¢ < x, on a bien

I’encadrement souhaiter.

Exercice4. (6,6 p)
Partie I. Soit (u,),>; la suite définie par u,, = % vn > 1. Pour tout n > 1, soit

(4)
n
Zp=U; — Uy + Uz — -+ (—1D)"u, = Z(—l)j‘luj
=1

On pose aussi
(5) x, = zyp €ty = Z9p_1, Y =1



1. (1,2 p) Donner les valeurs de z4, z,, Z3, 4, X1, X2, Y1 €t ¥,
2. (1,8 p monotonie (x,,), monotonie (v,), y,, — x, = 0) Montrer que les suites (x;,) 51 €t (¥p)ns=1 SONt
adjacentes.
3. (1,2 p) En déduire que la suite (z,),>; converge.
Partie Il. Dans cette partie, nous considérons une suite (u,),>;1 décroissante et qui converge vers 0. (Attention,
il ne s’agit pas forcément de la suite donnée par u,, = %, vn > 1).
Nous définissons les suites (x,)n=1 €t (V)ns1 par les formules (4) et (5)
4. =« (1,8 p monotonie (x,), monotonie (v,), v, — x, — 0, recollement) Montrer que les suites (x,,),»1 €t
(¥m)ns1 SONt adjacentes. Conclusion ?

Correction exercice 4.

Partie 1.
1.
Zl=u1=1
L1t
Zy = U — Uy = I
_, 1,1 1 1.5
BT ITT3T T3
_, 1,115 17
T T T3 T T 4 12
_1
X1—22—2
_7
XZ—Z4—12
yi1=2,=1
_5
3’2—23—6
2.

Xn+1 — Xn = Zon42 — Z2n
=u; — Uy + -+ (=D uy, + (D ugpiq + (D uyy,,
—(ug —up + -+ (D uyy) = (D uppig + (G2 upnin = Uspig — Uopyo
“2n+1 2n+2 Qn+D@2n+2)
Donc la suite (x,),>1 €St croissante

>0

Yn+1 = VYn = Z2n+1 — Z2n-1

=u; — Uy + -+ (D" 2uy g + (1D M uy, + (DM ugpngg

—(uy —up + -+ (1D Uy q) = (D ugy + (1) MUppg = —Ugp + Usptr

1 1 1
=TT mAl sl
Donc la suite (y,)ns1 €St décroissante

0

Yn = Xn = Zon-1~ Z2n
=u — Uy + o+ (D Uy — (U —up o+ (CDP gy + (C 1D ug,)
= (DM = gy = o 0
Par conséquent les suites (x,,) =1 €t (V)n>1 SONt adjacentes.
3. Lessuites (x;),s1 et (¥)n=1 SONt adjacentes donc elles convergent vers une méme limite, comme z,
ne prends que les valeurs de x,, ou de y,,, z,, converge vers cette limite.
Partie I1.

4.



Xn+1 = Xn = Zop+2 — Z2n
=u; — Uy + -+ (D uy, + (D ugpniq + (D uyy,,
— (g —up + -+ (D" uyy) = (1D ugngr + (1D ugp,,
= Uppyr — Uznsz > 0
Car la suite (u,),» est décroissante, la suite (x,),=; €st croissante.
Yn+1 — Yn = Zan+1 — Z2n-1
=u; — Uy + -+ (=D Pupp_g + (D g, + (1) M ugpyg
— (U —up + -+ (D 2uyy_q) = (D2 ug, + (1) uppngq
= —Upp + Uzp41 <O
Car la suite (u,),s1 est décroissante, la suite (y,,),1 €st décroissante.
Yn—Xn = Zyp—1 — Z2n
=u; — Uy + -+ (=12 Uy,
—(u —up + -+ (D ugy g + (D uyy) = = (=D up, = up, >0
Ces deux suites sont adjacentes donc elles convergent vers une méme limite.



