
CCF 2012  

 

Exercice 1.   

1. Exprimer sin(2𝑡) en fonction de sin(𝑡) et cos(𝑡). 

2. Montrer que si 𝑥 ∉ 2𝑛+1𝜋ℤ, alors 

(cos (
𝑥

2
)) (cos (

𝑥

22
)) (cos (

𝑥

23
))…(cos (

𝑥

2𝑛
)) =

sin(𝑥)

2𝑛 sin (
𝑥
2𝑛)

 

Correction exercice 1.   

1. sin(2𝑡) = 2 sin(𝑡) cos(𝑡) 

2. Par recurrence 

Pour 𝑛 = 1, 𝑥 ∉ 2𝜋ℤ entraine que 
𝑥

2
∉ 𝜋ℤ donc sin (

𝑥

2
) ≠ 0 

sin(𝑥)

21 sin (
𝑥
21)

=
2 sin (

𝑥
2) cos (

𝑥
2)

2 sin (
𝑥
2)

= cos (
𝑥

2
) 

L’égalité est vraie au rang 1 

Montrons que l’égalité au rang 𝑛 entraine au rang 𝑛 + 1. 𝑥 ∉ 2𝑛+1𝜋ℤ entraine 
𝑥

2𝑛+1 ∉ 𝜋ℤ et donc 

sin (
𝑥

2𝑛+1) ≠ 0. 

(cos (
𝑥

2
)) (cos (

𝑥

22
)) (cos (

𝑥

23
))… (cos (

𝑥

2𝑛
)) (cos (

𝑥

2𝑛+1
)) =

sin(𝑥)

2𝑛 sin (
𝑥
2𝑛)

cos (
𝑥

2𝑛+1
)

=
sin(𝑥)

2𝑛 × 2 sin (
𝑥

2𝑛+1) cos (
𝑥

2𝑛+1)
cos (

𝑥

2𝑛+1
) =

sin(𝑥)

2𝑛+1 sin (
𝑥

2𝑛+1)
 

 

Exercice 2.   

Résoudre l’équation 

𝑧2 − (4 + 𝑖)𝑧 + 5 + 5𝑖 = 0 

 

Correction exercice 2.   

Δ = (4 + 𝑖)2 − 4(5 + 5𝑖) = 16 + 8𝑖 − 1 − 20 − 20𝑖 = −5 − 12𝑖 

Première méthode 

Δ = 4 − 2 × 2 × 3𝑖 − 9 = (2 − 3𝑖)2 

Deuxième méthode 

On cherche Δ = δ sous la forme 𝛿 = 𝑎 + 𝑖𝑏, en élevant au carré 

(𝑎 + 𝑖𝑏)2 = −5 − 12𝑖   (∗) 

 

𝑎2 − 𝑏2 + 2𝑖𝑎𝑏 = −5 − 12𝑖 ⇔
𝐿1

𝐿2
{𝑎

2 − 𝑏2 = −5
2𝑎𝑏 = −12

 

En prenant le module de (∗) 

𝐿3:     𝑎
2 + 𝑏2 = √52 + 122 = √169 = 13 

𝐿1 + 𝐿3 entraine que 2𝑎2 = 8 donc 𝑎 = ±2 

𝐿3 − 𝐿1 entraine que 2𝑏2 = 18 donc 𝑏 = ±3 

𝐿2 entraine que 𝑎 et 𝑏 ne sont pas de même signe, par conséquent 

𝛿 = ±(2 − 3𝑖) 

Les deux solutions de l’équation 

𝑧1 =
4 + 𝑖 − (2 − 3𝑖)

2
= 1 + 2𝑖 



𝑧2 =
4 + 𝑖 + (2 − 3𝑖)

2
= 3 − 𝑖 

 

Exercice 3.   

On considère maintenant la transformation 𝑓:ℝ2 → ℝ2, où l’on a identifié ℝ2 et ℂ, telle que 

𝑓(𝑧) = 2𝑧 + 3 − 4𝑖 

1. Calculer le(s) point(s) invariant(s) de 𝑓. 

2. Donner l’équation du cercle 𝒞 de centre 1 − 𝑖 et de rayon 2. 

3. Calculer 𝑓(1 − 𝑖). En déduire l’équation de l’image de 𝒞 par la transformation 𝑓. 

Bonus : Quelle est la nature de l’application 𝑓 ? 

 

Correction exercice 3.   

1.  On pose 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 avec 𝑥 et 𝑦 réels 

𝑓(𝑧) = 𝑧 ⇔ 2𝑧 + 3 − 4𝑖 = 𝑧 ⇔ 2(𝑥 − 𝑖𝑦) + 3 − 4𝑖 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇔ 𝑥 − 3𝑖𝑦 = −3 + 4𝑖 ⇔ {
𝑥 = −3

𝑦 = −
4

3
 

Il n’existe qu’un seul point fixe 𝜔 = −3 −
4

3
𝑖 

2. |𝑧 − (1 − 𝑖)| = 2 ou si on pose 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 l’équation est (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 = 4 

3. 𝑓(1 − 𝑖) = 2(1 − 𝑖) + 3 − 4𝑖 = 2(1 + 𝑖) + 3 − 4𝑖 = 5 − 2𝑖 

|𝑓(𝑧) − (5 − 2𝑖)| = |2𝑧 + 3 − 4𝑖 − 5 + 2𝑖| = |2𝑧 − 2 − 2𝑖| = 2|𝑧 − 1 − 𝑖| = 2 |𝑧 − 1 − 𝑖|

= 2|𝑧 − 1 + 𝑖| = 2|𝑧 − (1 − 𝑖)| = 2 × 2 = 4 

Bonus 

𝑓(𝑧) − 𝑓(𝜔) = 𝑓(𝑧) − 𝜔 = 2𝑧 + 3 − 4𝑖 − 𝜔 = 2𝑧 + 3 − 4𝑖 − (−3 −
4

3
𝑖) = 2𝑧 + 6 + (−4 +

4

3
) 𝑖

= 2𝑧 + 6 −
8

3
𝑖 = 2(𝑧 − (−3 +

4

3
𝑖)) = 2(𝑧 − 𝜔) = 2𝑧 − 𝜔 

Par conséquent 

𝑓(𝑧) − 𝜔 = 𝑓(𝑧) − 𝑓(𝜔) = 2𝑧 + 3 − 4𝑖 − (2𝜔 + 3 − 4𝑖) = 2𝑧 − 𝜔 + 3 − 4𝑖 = 𝑓(𝑧 − 𝜔) 

La transformation 𝑠 

𝑢 − 𝜔 → 𝑢 − 𝜔    (ou 𝑢 → 𝑢 − 𝜔 + 𝜔) 

Est la symétrie par rapport à la droite ℛ𝑒(𝜔) = −3 

La transformation ℎ 

𝑣 → 2𝑣 

Est une homothétie de rapport 2 

𝑓 = ℎ ∘ 𝑠 

 

Exercice 4.  

Dans l’espace ℝ3 muni de sa base canonique (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) on considère la droite passant par 𝐴: (1,2,3) et 

dirigée par 𝑢 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 et la droite 𝑑′ passant par 𝐴 dirigée par 𝑣 = 𝑒1 + 2𝑒2 + 𝑒3 déterminer une 

équation cartésienne du plan contenant 𝑑 et 𝑑′. 

 

Correction exercice 4.   

 Un  vecteur orthogonal à ces deux droites est �⃗⃗� = �⃗� ∧ 𝑣  

�⃗⃗� =  (
1
1
1
) ∧ (

1
2
1
) = (

−1
0
1

) 

Un point 𝑀: (𝑥, 𝑦, 𝑧) appartenant au plan orthogonal à ces deux droite et passant par 𝐴 vérifie 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . �⃗⃗� = 0 ⇔ (𝑥 − 1) × (−1) + (𝑦 − 2) × 0 + (𝑧 − 3) × 1 = 0 ⇔ −𝑥 + 𝑧 − 2 = 0 



Ce qui est une équation du plan orthogonal à 𝑑 et 𝑑′ et passant par 𝐴. 

 

Exercice 5.    

On choisit un repère orthonormé d’origine 𝑂. On note 𝐴 le point d’affixe 𝑎. 

1. Soit (𝐴𝐵𝐶𝐷) un quadrilatère. On note 𝐴′, 𝐵′, 𝐶′ et 𝐷′ les milieux des côtés [𝐴, 𝐵], [𝐵, 𝐶], [𝐶, 𝐷] et 

[𝐷𝐴], respectifs. Montrer que (𝐴′, 𝐵′, 𝐶′, 𝐷′) est un parallélogramme. 

Indication : Calculer les affixes 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ et 𝑑′ en fonction des affixes 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 

 

2. Soit (𝑂𝐴𝐵) un triangle non aplati. On construit à l’extérieur de ce triangle les carrés (𝐵𝑂𝑃𝑄) et 

(𝐴𝑂𝑀𝑁). On note 𝐷 et 𝐸 les centres respectifs de ces carrés. On note 𝐺 le milieu de [𝐴, 𝐵] et 𝐹 le 

milieu de [𝑀, 𝑃].  

a. Calculer 𝑔. Montrer que 𝑚 = ±𝑖𝑎 (Le signe dépend de l’orientation de la figure). En déduire une 

expression simple de 𝑒. Calculer de même 𝑑. 

b. Montrer que 𝑑 − 𝑔 = ±𝑖(𝑒 − 𝑔) (même remarque sur le signe). 

c. Utiliser la partie 1. pour montrer que (𝐸𝐺𝐷𝐹) est un parallèlogramme. Montrer enfin que c’est un 

carré. 

 

Correction exercice 5.   

1. L’affixe de 𝐴′ est 
𝑎+𝑏

2
, celle de 𝐵′ est 

𝑏+𝑐

2
, celle de 𝐶′ est 

𝑐+𝑑

2
 et celle de 𝐷′ est 

𝑑+𝑎

2
 

Donc l’affixe de 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   est 
𝑏+𝑐

2
−

𝑎+𝑏

2
=

𝑐−𝑎

2
 et l’affixe de 𝐷′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ est 

𝑐+𝑑

2
−

𝑑+𝑎

2
=

𝑐−𝑎

2
 

Ce qui montre que 𝐴′𝐵′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐷′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  ce qui suffit pour affirmer que (𝐴′𝐵′𝐶′𝐷′) est un parallélogramme. 

2.   

 

a. 𝑔 =
𝑎+𝑏

2
 

𝑀 est l’image de 𝐴 par la rotation d’angle 
𝜋

2
  et de centre 𝑂, l’image d’un complexe 𝑧 quelconque est  

𝑟(𝑧) − 0 = 𝑒
𝑖𝜋
2 (𝑧 − 0) ⇔ 𝑟(𝑧) = 𝑖𝑧 

Donc 𝑚 = 𝑖𝑎 

𝐸 est le milieu de [𝐴,𝑀] donc 𝑒 =
𝑖𝑎+𝑎

2
. 

𝑃  est l’image de 𝐵 par la rotation d’angle −
𝜋

2
 et de centre 𝑂, donc 𝑝 = −𝑖𝑏 

𝐷 est le milieu de [𝐵, 𝑃] donc 𝑑 =
𝑏−𝑖𝑏

2
. 

b.   

𝑑 − 𝑔 =
𝑏 − 𝑖𝑏

2
−

𝑎 + 𝑏

2
=

−𝑖𝑏 − 𝑎

2
 

𝑒 − 𝑔 =
𝑖𝑎 + 𝑎

2
−

𝑎 + 𝑏

2
=

𝑖𝑎 − 𝑏

2
=

−𝑖(−𝑎 − 𝑖𝑏)

2
= −𝑖(𝑑 − 𝑔) 

Donc 

𝑂 

𝐴 

𝐵 

𝑃 

𝑄 

𝑀 

𝑁 

𝐷 x 

x 𝐸 

𝐺 

x 

x 𝐹 



𝑑 − 𝑔 = 𝑖(𝑒 − 𝑔) 

c. Soit (𝐴𝑀𝑃𝐵) un quadrilatère d’après la question 1. les milieux des côtés forment un 

parallélogramme donc (𝐸𝐹𝐷𝐺) est un parallélogramme.  

𝑑 − 𝑔 = 𝑖(𝑒 − 𝑔) = 𝑒𝑖
𝜋

2(𝑒 − 𝑔)  

Donc 𝑑 est l’image de 𝑒 par la rotation d’angle 
𝜋

2
 de centre 𝑔 

Ce qui fait de (𝐸𝐹𝐷𝐺) est un rectangle et la norme des vecteurs 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ et 𝐺𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ est la même il s’agit donc 

d’un carré. 

 


