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L’énoncé comporte cinq exercices sur deux pages.  

Documents, calculatrices et téléphones portables sont interdits. 

 

Question 1. Montrer que pour tout entier non nuls 𝑛, on a : 

∑
𝑘

(𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=1

= 1 −
1

(𝑛 + 1)!
 

 

Question 2. Déterminer les solutions complexes 𝑧 de l’équation : 

𝑧2 − (1 + 4𝑖)𝑧 − 3 + 3𝑖 = 0 

En déduire les solutions complexes 𝑧 de l’équation 

𝑧6 − (1 + 4𝑖)𝑧3 − 3 + 3𝑖 = 0 

 

Question 3.  On considère l’application 𝑓: ℂ∗ → ℂ∗, 𝑧 ↦
1

𝑧
. 

1. Montrer que 𝑓 est une bijection. 

2. Soit 𝒟 la droite formée des complexes 𝑧 dont la partie réelle vaut 1/2. 

a) Pour 𝑧 complexe de partie réelle égale à 
1

2
, calculer |𝑓(𝑧) − 1|. 

b) Que peut-on dire sur l’image de 𝒟 par 𝑓. 

3. Soit 𝒮 le cercle de centre 1 et de rayon 1, privé de l’origine 0 (c’est-à-dire l’ensemble des 

complexes non nuls 𝑧 tels que : |𝑧 − 1| = 1. 

a) Démontrer que pour tout réel 𝑡, on a : 

cos(𝑡) = 2 cos2 (
𝑡

2
) − 1     et    sin(𝑡) = 2 sin (

𝑡

2
) cos (

𝑡

2
) 

b) Soit 𝑡 réel, non multiple de 2𝜋. Calculer la partie réelle de 𝑓(1 − 𝑒𝑖𝑡),  

c) Montrer que l’image de 𝒮 par 𝑓 est incluse dans 𝒟. 

4. Déterminer 𝑓 ∘ 𝑓. En déduire que l’on a : 𝑓(𝒟) = 𝒮 et 𝑓(𝒮) = 𝒟. 

 

Question 4.  

On rapporte le plan à un repère orthonormé. Soit 𝑗 le nombre complexe de module 1 et d’argument 
2𝜋

3
. Soit 𝑟 la 

transformation du plan, qui, à un point 𝑀 d’affixe 𝑧 associe le point 𝑀′, d’affixe 

𝑧′ = 𝑗𝑧 + 3 

1. Déterminer les points invariants (fixes) de 𝑟, et la nature de la transformation 𝑟. 

2. Soit 𝑀 un point d’affixe 𝑧. Calculer l’affixe du point 𝑟2(𝑀), où on note 𝑟2 = 𝑟 ∘ 𝑟, et 

déterminer la nature de la transformation 𝑟2. 

3. Soit 𝑀 un point d’affixe 𝑧. Calculer l’affixe du point 𝑟3(𝑀), où l’on note 𝑟3 = 𝑟 ∘ 𝑟 ∘ 𝑟. Que 

peut-on dire de la transformation 𝑟−1 du plan ? 

 

Question 5. On se place dans l’espace muni d’un repère orthonormé direct. Soit 𝒮 la sphère d’équation 𝑥2 +

𝑦2 + 𝑧2 − 4𝑥 − 2𝑦 + 1 = 0, et soient 𝒟 et 𝒟′ les droites définies par : 

 

𝒟: {
𝑥 = 2𝑦 + 1
𝑧 = 𝑦 + 4

         et        𝒟′ : {
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0
2𝑥 − 𝑦 + 9 = 0

 



 

1. Déterminer le centre Ω et le rayon de 𝒮. 

2. Déterminer des vecteurs directeurs de 𝒟 et de 𝒟′. 

3. Déterminer un vecteur orthogonal à ces deux vecteurs directeurs. En déduire les coordonnées 

d’un vecteur �⃗�  orthogonal à 𝒟 et 𝒟′, de norme 2. 

4. Calculer les coordonnées des points 𝐴 et 𝐵 tels que Ω𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = �⃗�  et Ω𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −�⃗� . 

5. On appelle plan tangent à 𝒮 un plan qui passe par un point 𝐶 de 𝒮 et orthogonal à la droite (Ω𝐶). 

Déterminer les plans tangents à 𝒮 parallèles à 𝒟 et 𝒟′. 

 

 

 


