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Exercice 1.  

Soient 𝐸 un ℝ-espace vectoriel de dimension 𝑛 ∈ ℕ∗ et ℬ une base de 𝐸. Soit 𝑓 ∈ ℒ(𝐸) un endomorphisme tel 

que 𝑓2 = −𝑖𝑑𝐸. On pose 𝐴 = matℬ(𝑓). 

1. Calculer det(𝐴2). 

2. En déduire que 𝑛 est un nombre pair. 

Dans la suite on suppose que 𝑛 = dim(𝐸) = 2. 

3. Soit 𝑣 ∈ 𝐸 un vecteur non nul. Montrer que la famille 𝒞 = {𝑣, 𝑓(𝑣)} est une base de 𝐸. 

Indication : soient 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ tels que 𝑥 = 𝑎𝑣 + 𝑏𝑓(𝑣) = 0. Calculer 𝑓(𝑥). 

4. Donner la matrice mat𝒞(𝑓). 

5. En déduire que pour toute 𝑀 ∈ ℳ2(ℝ) telle que 𝑀2 = −𝐼2, il existe une matrice inversible 𝑃 ∈ ℳ2(ℝ) 

telle que  

𝑃−1𝑀𝑃 = (
0 −1
1 1

) 

 

Exercice 2.  

Calculer le reste de la division euclidienne du polynôme 

𝑋10 + 𝑋9 + 𝑋8 + 𝑋7 + 𝑋6 + 𝑋5 + 𝑋4 + 𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 + 1 

Par le polynôme 𝑋2 − 1. 

 

Exercice 3.  

Soit 𝐸 = ℝ3[𝑋] le ℝ-espace vectoriel des polynômes de degré ≤ 3. Soit 𝑢 l’endomorphisme de 𝐸 défini par : 

𝑢(𝑃) = le reste de la division euclidienne de 𝑋𝑃 par 𝑋4 − 1. 

1. Soit ℬ = {1, 𝑋, 𝑋2, 𝑋3} la base canonique de 𝐸. Calculer 𝑢(1), 𝑢(𝑋), 𝑢(𝑋2) et 𝑢(𝑋3) et en déduire la 

matrice 𝐴 de 𝑢 dans la base ℬ. 

2. Trouver les polynômes unitaires 𝑃0 et 𝑃1 de degré 3 tels que 𝑢(𝑃0) = 𝑃0 et 𝑢(𝑃1) = −𝑃1. 

(Rappel : un polynôme unitaire de degré 3 est un polynôme de la forme 𝑋3 + 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋 + 𝑐.) 

3. Montrer que le noyau ker(𝑢2 + 𝑖𝑑𝐸) est le sous-espace-vectoriel de 𝐸 engendré par 𝑄0 = 𝑋2 − 1 et 

𝑄1 = 𝑋3 − 𝑋. 

4. Montrer que la famille 𝒞 = {𝑃0, 𝑃1, 𝑄0, 𝑄1} est une base de 𝐸. 

5. Donner la matrice de passage 𝑄 de ℬ à 𝒞. 

6. Calculer 𝑄−1 et la matrice 𝐵 de 𝑢 dans la base 𝒞. 

 

 

 

 

 


