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1 Introduction

Définition
Un graphe est la donnée d’un ensemble (fini) X de points, les sommets,
et d’un ensemble A ⊂ P2(X ) (sous-ensemble de l’ensemble des parties à
deux éléments de X ), les arêtes. Lorsque {x , y} est une arête, on dit que
x , y sont les extrémités de cette arête, on joint x et y par un trait et on
dit que x , y sont adjacents. On note le graph G = (X ,A).

Exemples
1 Le graphe de l’amitié. Dans un ensemble X de personnes, on relie x

et y s’ils sont amis. De même, un réseau d’ordinateurs, avec une
arête s’ils sont connectés, un tournoi de foot, d’échecs, avec une
arête s’il y a un match, etc.

2 On appelle complet le graphe (X ,P2(X )). Dans le cas de l’amitié
cela signifie que tout le monde est ami avec tout le monde. On note
Kn le graphe complet avec X = {1, . . . , n}.
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Définitions

Un graphe est dit simple si au plus une arête relie deux sommets et
s’il n’y a pas de boucle ({a} = {a, a}) sur un sommet.

Si l’arête a relie les sommets x et y , on dira que ces sommets sont
adjacents, ou incidents avec a, ou bien que l’arête a est incidente
avec les sommets x et y .
On appelle degré du sommet v , et on note d(v), le nombre d’arêtes
incidentes à ce sommet. Attention ! Une boucle sur un sommet
compte double.
On appelle ordre d’un graphe le nombre de sommets n de ce graphe.
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Multigraphes

Définition
On appelle multigraphe la donnée d’un ensemble X et d’un ensemble A,
muni d’une application ϕ : A→ P2(X ). On dessine une arête entre x et
y si {x , y} est dans l’image de ϕ et plus précisément, autant de traits
qu’il y a de a ∈ A tels que ϕ(a) = {x , y}.
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Le théorème des poignées de mains

Proposition

Soit (X ,A) un graphe (simple). On a la formule :

2|A| =
∑
x∈X

d(x).

Dans ce théorème d(x) est le nombre de personnes à qui x serre la main
et |A| le nombre total de poignées de mains.

Démonstration.
On compte les arêtes en un sommet x fixé. Il y en a d(x). En tous les
sommets cela fait donc

∑
x∈X d(x). Mais en procédant ainsi chaque arête

est comptée deux fois, une fois de ses extrémités, d’où le résultat.
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Applications

1) Est-il possible de relier 15 ordinateurs en réseau de sorte que chacun
soit relié à exactement 3 autres ?

2) Une ligue de football comprenant 11 clubs organise un tournoi. Pour
gangner du temps on décide que chaque équipe jouera que la moitié
des matches possibles. Comment organiser le tournoi ?
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Encore quelques définitions

Définition
Soit G un graphe. Une chaîne joignant deux sommets x et y est une
suite finie x0, a1, x1, a2, . . . , xn−1, an, xn (avec n ≥ 0) dans laquelle les xi
sont des sommets, avec x0 = x et Xn = y et où aI est une arête joignant
xi−1 et xi . La longueur d’une chaîne est son nombre d’arrêtes.

Un cycle
est une chaîne qui va de x à x Un graphe est dit connexe si deux points
peuvent toujours être joints par une chaîne. Il y a une notion analogue
pour un graphe orienté, mais on dit chemin plutôt que chaîne et circuit
au lieu de cycle. Une chaîne (resp. un cycle) joignant deux sommets x et
y est dite eulérienne (resp. eulérien) si elle emprunte une fois et une
seule chaque arête.

Remarque. Pour un graphe simple il est inutile d’indiquer les arêtes ai , il
suffit de préciser que deux sommets consécutifs de la chaîne sont
adjacents.
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Le Théorème d’Euler

Définition
Soit G = (X ,A) un multigraphe. Une chaîne (resp. un cycle) joignant
deux sommets x et y est dite eulérien (resp. eulérien) si elle emprunte
une fois et une seule fois chaque arête.

Théorème
Soit G = (X ,A) un multigraphe connexe. Il existe une chaîne eulérien
dans G ssi G a au plus deux sommets de degré impair.

Dans le problème de Konigsberg les quatre sommets sont d’ordre impair,
de sorte qu’il n’y a pas de solution. Voir aussi l’exemple de l’enveloppe qui
admet une solution, mais uniquement si l’on relie les sommets du bas !



Démonstration du Théorème d’Euler

Démonstration.

Supposons qu’il existe une chaîne x1, . . . , xm en empruntant une fois
et une seule chaque arête.
On considère un sommet x 6= x1, xm. Comme le graphe est connexe,
il y a une arête qui passe par x .
Le sommet x appraît donc un certain nombre de fois dans la chaîne
en xi1 , . . . , xir .
A chaque fois, il arrive une arête en x et il en repart une. Comme
toutes les arêtes sont utilisées, on voit que d(x) est pair.
Donc seul x1 et xm peuvent être de dgré impair et ils le sont ssi ils
sont distincts.



Matrices d’adjacence

Définition
Soit G = (X ,A) un graphe orienté d’ordre n. On peut numéroter
X = {1, . . . , n}. La matrice adjacence de G est la matrice n× n dont le
coefficient mi,j vaut 1 si (i , j) est un arc et 0 sinon.

Remarque. Un graphe simple peut être considéré comme un graphe
orienté avec double sens pour chaque arête. La matrice M est
symétrique, avec des 0 sur la diagonale.

Théorème (Puissance)

Soit G = (X ,A) un graphe orienté, X = {1, . . . , n}, soit M sa matrice
d’adjacence et soit M r la puissance r -ième de M. Alors le terme d’indice
i , j de M r est le nombre de chemins de longueur r allant de i à j .
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Démonstration

C’est une récurrence sur r . Pour r = 1 c’est clair. Passsons de r r + 1.
Posons S = (si,j) = M r .

Pour aller de i à j en r + 1 pas on va d’abord de i à un sommet k en
r pas, puis de k à j en un pas.
Pour aller de i à k en r pas il y a si,k chemins possibles par
hypothèse de récurrence.
Pour aller de k à j il y en a mk,j .
Pour aller de i à j via k il y a donc si,kmk,j chemins et, en tout, de i
à j :

n∑
k=1

si,kmi,j ,

ce qui est bien le terme i , j de SM = M r+1.
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Exemple



Graphes orientés (digraphes)

Définition
On appelle graphe orienté la donnée d’un ensemble X et d’un
sous-ensemble A de X × X (on n’enlève pas la diagonale). Si (x , y) est
dans A on trace une arête avec une flèche de x vers y et on appelle
plutôt arcs les éléments de A.



Coût dans un graphe valué (ou pondéré)

On appelle graphe valué ou pondéré la donnée d’un graphe orienté
G = (X ,A) et d’une application γ : A→ R+ (appelée application poids
ou coût). On indique sur chaque arête son poids (ou son coût). Le coût
d’un chemin Γ est la somme des coûts de ses arêtes, on le note c(Γ). On
note γ(i , j) au lieu de γ((i , j)) et on convient que γ(i , j) vaut ∞ s’il n’y a
pas d’arête joignant i à j .

Exemple Tous les problèmes de circulation, avec longueur, temps, coût
ou dénivelé, l’organisation des taches d’une entreprise, etc.
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L’algorithme de Dijkstra

Problème : Comment trouver le chemin de coût minimum reliant deux
sommets donnés dans un graphe connexe pondéré ?

L’idée : on part du sommet E et on cherche le chemin le plus court
de E aux autres sommets pas à pas.
On fait un tableau, dont les colonnes correspondent aux sommets et
les lignes à des coûts.
On commence par une ligne zéro, dont les entrées ϕ0(M) sont les
coûts des chemins en 0 pas de E à M.
On a donc 0 en E et ∞ en les autres.
On souligne E = x0 et on l’appelle le sommet actif.



L’algorithme de Dijkstra (les deux premiers pas)

le premier pas
Sur la première ligne, on indique, en dessous de chaque sommet M le
coût ϕ1(M) du chemin en un pas de E à M (le coût est ∞ s’il n’y a pas
d’arête). On choisit le sommet de moindre coût (ici x1 = C ), c’est le
nouveau sommet actif et on le souligne.
le deuxième pas
On indique pour tous les sommets M un nouveau coût ϕ2(M) qui est le
minimum entre le chemin en un pas et le chemin en deux pas passant
par C . On pose

ϕ2(M) = min (ϕ1(M), ϕ1(C ) + γ(C ,M)) .



L’algorithme de Dijkstra (les deux premiers pas)



L’algorithme de Dijkstra (la suite de l’algorithme)

On recommence la procédure en indiquant sur chaque sommet M le
minimum ϕ3(M) entre le coût indiqué précédemment et celui obtenu en
faisant un pas à partir de B, et on souligne le sommet (s’il y en a
plusieurs on en choisit un quelconque, par exemple, selon l’ordre
alphabétique) de coût minimum parmi ceux qui ne le sont pas déjà.



L’algorithme de Dijkstra (Formalisation)

Soit G = (X ,A, γ) un graphe orienté pondéré. On pose
X = {0, 1, . . . , n}. On suppose X connexe (ou l’existence d’un chemin de
x0 = 0 à xr . En fait l’algo nous dira s’il n’existe pas !).
Description de l’algorithme


