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Corrigé du controle numéro 3

1. (0,5+1,5+1)

a) D’abord, H # () car le neutre e de Sy est dans H; comme o~ ! = (12) = 0, V7 € H, on a
70 = 0T <= 7 '0 = o77!, donc 77! € H; enfin, V71,75 € H, on a (7)o = 7(1o) =
T1(0m) = (110)T9 = 0(TT2), soit Ty € H. Donc H < §,.

b) (=) Soit 7 € H et i € {1,2}. Supposons que 7(i) ¢ {1,2}, alors 7(i) € {3,4} et 7(i) =
o(7(i)) = 7(c(i)). C'est absurde car o(i) # i et T est injective. Donc 7(7) € {1,2} et 7{1,2} =
{1,2} car T est injective.

(<) Soit 7 € Sy tel que 7({1,2}) = {1,2}, alors 7({3,4}) = {3,4}. On vérifie que

— Vi e {3,4}, o1(i) = 7(i) = 10(i) ;

— Vi € {1,2}, si 7(i) = i, alors 70(i) = o(i) = o7(i); si 7(i) # i (i.e, 7(1) =2 et 7(2) = 1),
alors 7o (i) =i = o7(7).

Il s’en suit que o7 = 70, c’est-a-dire, 7 € H.

Remarque : On peut donner une preuve expéditive en utilisant 1’équivalence :

Vr €Sy, lor =10l [0 =107""] = [(12) = (7(1)7(2))] <= [7({1,2}) = {1,2}].

c) Comme tout élément 7 de H fixe {1,2} et {3,4}, les supports possibles d'un cycle dans la
décomposition de 7 sont : 0, {1,2} et {3,4}. On déduit que H = {e, (12), (34), (12)(34)}. On
voit que tout élément # e de H est d’ordre 2 et I'ordre de H est 4, donc H n’est pas cyclique.

2. (14+1+1)

a) Elle est fausse. Par exemple, P = (X + 1)? divise QR dans R[X] avec @ = R = X + 1, mais P
ne divise ni @ ni R.

b) Elle est vraie. Soit I un idéal de K et I # {0}, alors il existe un élément non nul x € I. Comme

K est un corps, l'inverse de x est dans K et 1 = z - 27! € I. Il s’en suit que V2 € K on a
r=x-1€ldonc KCletl=K.

c) Elle est vraie. D’abord, on reamarque que J C L car J est un idéal. Donc L n’est pas vide.
Soient z,y € L et z € I, alors (x — y)z = xz —yz € J car J est un idéal et z — y € L. Donc
L est un sous-groupe de (A, +). Il reste a vérifier que V(z,2) € L x A on a xz € L. Comme [
est un idéal, Vy € I on a zy € I et donc (zz)y = x(zy) € J par définition de L. Donc L est un
idéal.

3. (142+41)

a) Pour tout P € K[X], 'application P(X) — P(X + 1) est un ismorphisme d’anneau de K[X],
dont la réciproque est P(X) — P(X — 1). Donc, VP € K[X] non nul, l'existence d'une fac-
torisation P = QR équivaut a P(X +1) = Q(X + 1)R(X + 1), ou Q,R € K[X]. Comme
O°P(X) = 0°P(X + 1) pour tout P € K[X], on en déduit que P(X) est irréductible ssi
P(X + 1) est irréductible.



b) Soit P(X) = X*+ 1. Alors P(X +1) = (X 4+ 1)*+1 = X* +4X3 +6X?+4X + 2. Par le
critere d’Eisenstein avec p = 2, on déduit que P(X + 1) est irréductible, et il vient de a) que P
est irréductible.

¢) Dans (Z/2Z)[X] on a P(X) = X* -1 = (X? —1)(X?*+ 1) car 1 = —1. Donc P n’est pas
irréductible. (On pourra aussi utiliser a) : P(X + 1) = X*, qui n’est pas irréductible.)

4. (141+2)
0 siz>0

tg(m):{ O,alors fg=0.

x siz >0
e
0 siz<0
b) Oui. D’abord I, # () car f = 0 est dans I, pour tout ¢ > 0. De plus, Vf,g € I.ona (f —g)(x) =
f(z) = g(z) = 0 pour tout x > c. Donc I, est un sous-groupe de (A, +). Soit f € I. et g € A,
alors f(x)g(z) =0Vz > c. Donc fg € I. et I. est un idéal de A.
c) Oui. D’apres a) Uesol. # 0. Soit f € I. et g € Iy avec ¢,d > 0. Alors f — g € Lnax(ca) €t
9 € Lyine,a)- De plus, Vf € Uesole il existe un ¢ > 0 tel que f € I, et Vg € Aon a gf € .
Ceci prove que U.sol. est un idéal de A.

r six <

a) Non. En effet, soit f(x) = {

5. (1414+141,54+1,5)

a) PourieCetle Aonai=1-i¢ A Donc A n’est pas un idéal de C. Comme l'inverse de 2
est 1/2 et 1/2 ¢ A on déduit que A n’est pas un corps, et a fortiori n’est pas un sous-corps de
C.

b) Pour tout z € A on a N(z) = 2z. Donc N(z2') = 22'22' = (22)(2'Z') = N(2)N(2') Vz,2' € A.

¢) Soit z = a +1iby/5 € A inversible. Alors 32’ € A tel que 2z’ = 1. Donc N(z2') = N(2)N(2') =1
et N(z) =a?+5b> =1. Dou b = 0 et @ = £1. En conclusion, les éléments inversibles de A
sont +1.

d) Soit z € Atel que 3 € (2) et 14+iy/5 € (2), alors 3 = zu et 1+iv/5 = zv pour certains u,v € A.
Donc 9 = N(z)N(u) et 6 = N(z)N(v). Il s’en suit que N(z) est un diviseur de 3 = pged(6,9).
Soit z = a+iby/5 avec a,b € Z alors N(z) = a®+5b* € {1, 3}, ce qui impose que b = 0. Comme
a’> # 3 pour a € Z, on a a®> = 1, qui implique que a = +1. D’olt 2 = £1 et (z) = A.

e) Si (3) + (1 +iV/5) = A, alors il existe a,b,c,d € Z tels que

1 =3(a+ ibV/5) + (1 +iV5)(c + idV5).

On en déduit que 1 =3a+c—5d et 0 =3b+ c+d, et puis 1 = 3(a — b — 2d), ce qui implique
que 3 divise 1, c’est absurde. En conclusion (3) + (1 + iv/5) C A.




