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L3 parcours < Enseignement > Algebre et mathématiques discretes

Corrigé du contréole numéro 2

1. (141,5+1,5)

a) Par le théoreme de Lagrange, 'ordre de H est un diviseur de |G| = 24. Donc les valeurs possibles
de |H| > 7 sont 8,12 et 24.

b) Le groupe G = (Z/247Z,+) est cyclique engendré par 1. Par un théoreme du cours, tout sous-
groupe de G est cyclique et engendré par d ot d est un diviseur de 24, soit (d) = {d, ..., (24/d)d}.
Il s’ensuit que les sous-groupes de G sont :

c) Soit G = (Z/247,+) et H = &,4. Alors o(G) = o(H) = 24, mais G est un groupe abélien et H
est non abélien car (13)(32) = (132) et (32)(13) = (123). Donc G et H ne sont pas isomorphes.
(On peut aussi prendre H = Z/47Z X 7Z./6Z. En effet, 'ordre maximal des éléments de H est
12 = ppem(4, 6) et 'ordre maximal des éléments de G est 24).

2. (1+142)

a) On rappelle que l'ordre d’un k-cycle d’'une permutation est k. Comme c est un 5-cycle, 'ordre
de c est 5.

b) On a c = (12345) = (1234)(45) = (123)(34)(45) = (12)(23)(34)(45).
c) Soit a = (12)(345) alors 'ordre de « est 6, qui est le ppem de 'ordre de (12) et l'ordre de (345).
3. (1+2+3)

a) Soit [ = ((1] (1)) Par un calcul direct on trouve

32:(_01 _01):—1, Ri”z(_ol é):—R, R*=1

et S2 = I. Donc lordre de R est 4 et I'ordre de S est 2.
b) On vérifie que

rse=(1 )6 )0 0) -0 ) (G W)=

Donc SR= R 'S et SR™' = RS.
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Poson D = {R'S7 | i,j € Z}. Alors I, R,S € D et D C D,. Pour tout m € Z, on note que
S™ = ] si m est pair et S™ = S si m est impair. Donc, pour tous R'S’, R™S™ dans D, ol
1,7,m,n € Z,on a
o o o Ri—m 17 — t ]
(RS)(R"S") ™ = (RS)STR™) = R R =9 0 27
R™™S si j —n est impair,
qui est un élément dans D. Ceci montre que D est un sous-groupe de D, contenant R et S,
d’ou D = Dy.
Comme 'ordre de S est 2 et 'ordre de R est 4 on a
Dy={I,R,R* R® S RS, R*S, R*S} = {£I,+R,+S,+RS}.
On vérifie sans peine que o(I) =1, o(R) = 4, o(R?) = 2, o(R3) = o(—R) = 4, o(S) = 2; comme
(RIS)*=RISR'S = RIR™SS = S? = I pour tout j > 1 on en déduit que o(RS) = o( R%S) =
o(R3S) = 2.

. (1+4243)

On note que (Z/9Z)* = {k | 1 < k < 9,pged(k,9) = 1} = {1,2,4,5,7,8}. On vérifie que

1
o(1) =1, 0(2) =6, 0o(4) = 3, o(5) o(7) =3 et o(8) = 2.
D’apres a) on voit que (Z/9Z)* est un groupe cyclique d’ordre 6 et 2 est un générateur. Soit

Z/6Z ={k|k=1,...,6}. On peut donc construirte un isomorphisme f : Z/6Z — (Z/9Z)"* en

posant f(1) = 2, c’est-a-dire que f(k) = (2)* pour k = 1,2,3,4,5,6.

On a (Z/12Z)* = {1,5,7,11}. En posant a = 5, b = 7 et ¢ = 11 on observe que
d=V=c=1, ab=¢, ac=b, bc=a.

D’autre part, on a Z/27Z x 7./27 = {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}. Si on pose a’ = (0,1), v = (1,0)
et ¢ =(1,1) alors

2d/ =20 =2J =(0,0), d+V=¢, d+I=V, V+J=d.
De plus, les deux groupes sont abéliens. Il s’en suit que si on pose f(1) = (0,0), f(a) = o,
f(b) =V et f(c) =, alors f est un isomorphisme de (Z/12Z)* dans Z /27 x Z/27Z.
(14+1+2+2)
Pour tout a € Aona0s-a=(04+04)-a=04-a+04-a,donc 04 -a=04.
Pour tout e € Aona 04 =04-a=(1g+(—14))-a=a+ (—1a)a, donc —a = (—14)a. En
particulier, 14 = (—14)(—14) = —14. Pour tous z,y € A on a
r+y=(@+y)lety) =wrtyrt+ay+yy=x+ay+yr+y
Dot zy = —yx = (—14)(yz) = (14)(yz) = yx et A est commutatif.
Pour tous xz,y € A on a
vy(z +y) =2’y +ay’ =ay+ay = (a+ La)ry = (a + (—1a))zy = 04 - 2y = Oa.

Si A # {04}, alors 14 # 04. Pour tout y € Aonay(la+y) =14 -y(la+y) =04. Si An’a
pas de diviseur de zéro, alors y = 04 ou y = —14 = 14, c’est-a-dire que A = {04, 14}.




