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Exercice 1 (4 points) :

a) Soit G un groupe à 24 éléments. Si H est un sous-groupe de G de cardinal > 7, quelles sont
les valeurs possibles de |H| ?

b) Donner tous les sous-groupes de (Z/24Z,+).

c) Donner deux groupes non isomorphes d’ordre 24.

Exercice 2 (4 points)

a) Soit c = (1 2 3 4 5) ∈ S5. Quel est l’ordre de c dans le groupe S5 ?

b) Décomposer c en produit de 4 transpositions.

c) Donner un élément de S5 d’ordre 6.

Exercice 3 (6 points) Soient

R =

(
0 −1
1 0

)
et S =

(
1 0
0 −1

)
∈ GL2(R).

On note D4 = 〈R, S〉 le sous-groupe de GL2(R) engendré par R et S.

a) Quels sont les ordres de R et de S dans GL2(R) ?

b) Vérifier que SR = R−1S et montrer que D4 = {RiSj | i, j ∈ Z}.
c) Déterminer tous les éléments de D4 et leurs ordres.

Exercice 4 (6 points)

a) Déterminer tous les éléments du groupe ((Z/9Z)∗,×) et leurs ordres.

b) En déduire un isomorphisme de groupes (Z/6Z,+)→ ((Z/9Z)∗,×).

c) Les groupes ((Z/12Z)∗,×) et Z/2Z× Z/2Z sont-ils isomorphes ? si oui, donner un isomor-
phisme entre les deux, sinon justifier votre réponse.

Exercice 5 (6 points) Soit (A,+, ·) un anneau unitaire idempotent (c’est-à-dire que tout
élément a ∈ A vérifie a · a = a). On note 0A le neutre pour l’addition + et 1A le neutre pour la
multiplication · de A.

a) Montrer que 0A · a = 0A = a · 0A pour tout a ∈ A.

b) Montrer que 1A = −1A dans A et que A est commutatif.

c) Montrer que xy(x + y) = 0A pour tous x, y ∈ A.

d) Montrer que si A n’a pas de diviseur de zéro et n’est pas réduit à {0A}, alors A est le corps
à deux éléments.
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