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Exercice 1 (3 points) Soit o € Sy la permutation telle que o(1) =2, 0(2) =1, 0(3) =3 et

o(4) =4. Soit H={r€ 8, | 70 =07}.

a) Montrer que H est un sous-groupe de Sjy.

b) Montrer que pour tout 7 € Sy on a 7 € H si et seulement si 7({1,2}) = {1,2}
)

c) Déterminer la liste des elements de H. Le groupe H est-il cyclique ?

Exercice 2 (3 points) Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? (Les démontrer
si elles sont vraies, donner un contre-exemple sinon.)

a) Pour tous polynomes P, Q, R € R[X], si P | QR alors P | Q ou P | R.
b) Soit K un corps. Si I est un idéal de K, alors I = {0} ou [ = K.

c) Pour tout anneau commutatif unitaire A, et pour tous idéaux I et J de A, 'ensemble
L={xec A|Vyel,zyc J} est un idéal de A.

Exercice 3 (4 points)

a) Soit K un corps et P(X) = >  a; X" € K[X]. Montrer que P(X) est irréductible si et
seulement si P(X + 1) = Y7, a;(X + 1) est irréductible.

b) Montrer que X% + 1 € Q[X] est irréductible (Indication : appliquer la question d’avant).

c) Est-ce que X* + 1 € (Z/2Z)[X] est irréductible ?

Exercice 4 (4 points) Soit A I'ensemble des fonctions continues f : R — R. On rappelle
que (A, 4+, ) est un anneau ou

Vige A Ve eR,  (f+g)(x) = flx)+g(x); (f-9)(x)= flz)g(x).
a) A est-il un anneau integre ?
b) Pour tout ¢ > 0, soit [. = {f € A|Vz > ¢, f(x) = 0}. L’ensemble 1. est-il un idéal de A?
c) L’ensemble |, /. est-il un idéal de A?

c>0

Exercice 5 (6 points) Soit A = {a +bi\v/5 | a,b € Z}. On admet que A est un sous-anneau

de C.

a) A est-il un idéal de C? A est-il un sous-corps de C?

b) Soit N : A — N D'application N(z) = a4 5b* pour tout z = a + biy/5 € A. Montrer que
N(z2') = N(z)N(Z) Vz,2 € A.

c) Déterminer les éléments inversibles de A.

d) Déterminer les idéaux principaux I de A tels que 3 € I et 1+ ivbel.

e) Est-ce que (3) + (1 +14v/5) = A?



