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Chapitre 1

Introduction

Résumé

I. Ensembles. II. Cardinaux des ensembles finis. Combinatoire élémentaire. III. En-
sembles infinis, dénombrables, exemples de Z, Q, R.

1.1 Ensembles

La notion d’ensemble joue un role fondamental en mathématiques modernes. Nous n’avons
pas l'intention de présenter ici une théorie mathématique rigoureuse et compléte. Il faudrait pour
cela des prérequis de logique, un appareillage complexe, choisir entre différentes axiomatiques...
Nous nous bornerons & une partie de la « théorie naive des ensembles ».

Définition 1.1.1. Un ensemble est une collection d’objets issus de notre perception ou de notre
pensée, tous déterminés et distincts. Ces objets s’appellent éléments de I’ensemble.

On utilise les lettres a, b, ¢, . . . pour désigner des éléments d’un ensemble, les lettres A, B, C, . ..
pour désigner des ensembles. Si a est un élément de A on écrit a € A et b ¢ M signifie que b
n’est pas un élément de M.

Certains ensembles particuliérement importants ont une notation symbolisée. Ainsi les sym-
boles N, Z,Q, R, C sont utilisées pour représenter respectivement les ensembles des nombres
naturels, entiers relatifs, rationnels, réels, complexes.

Définition 1.1.2. Deux ensembles sont dits égaux s’ils contiennent exactement les mémes
éléments, A = B <= Vz(x € A<=z € B).

On appelle sous-ensemble d’un ensemble E, un ensemble F' tel que : Vx € F, z € E,
et on écrit ' C E ou F' C E. L’ensemble vide et E lui-méme sont des sous-ensebles de E.
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L’ordre des éléments n’a donc aucune importance. Ainsi {2,3,5,7} = {3,5,7,2}. La relation
d’égalité entre les ensembles est une relation d’équivalence. Une condition irréalisable du type
{z|z < 6 Az > 8} induit la notion d’ensemble vide.

Définition 1.1.3. 0 = {z | x # z}.

Il est bien connu que considérer I’ensemble de tous les ensembles conduit au paradoze du
Roussell. Supposons que E est I’ensemble de tous les ensembles. On peut alors considérer I’en-
semble A={x € E|lx ¢ z}. Alors Ac A< A ¢ A.

Si A et B sont deux ensembles, on définit leur union A U B et leur intersection A N B par

AUB={zx|z€e Aveze B} AnB={x|x€ ANz € B}.
On définit la différence ensembliste
A\B={zx € Al|x ¢ B}.
On va maintenant définir le couple (a,b) : c’est I'ensemble

(a,b) = {{a} {a,b}}.
Cela permet d’obtenir 1’équivalence :
(a,b) = (d/,V) <= (a=d Nb=1).

Ne pas confondre le couple avec 'ensemble (la paire) {a, b} ; avec notre définition, le couple
(a,a) désigne l'ensemble {{a}}. Le produit cartésien de deux ensembles est ’ensemble des

couples :
Ax B={(a,b)|a€ AND € B}.

Définition 1.1.4. Une relation binaire d’un ensemble A wvers un ensemble B est un sous-
ensemble de A x B ; on écrit aRb plutot que (a,b) € R. Une application de A dans B est une
relation [ qui vérifie :

YVae A, dbe B telque afb.

On peut composer des relations, mais considérons seulement le cas des applications. Si R et
S sont des applications, de A dans B, resp. de B dans C, alors S o R est une application définie
par :
z=8oR(x) <= JyeB y=R(z) et z=S8(y).

C’est ce qu’on appelle « la loi rond ».
L’ensemble des applications d’un ensemble A dans un ensemble B est noté B4. On peut
alors définir les applications injective, surjectives et bijectives.
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On appelle famille indexée par un ensemble I, une application de I dans un ensemble A. On
note a; 'omage de i € I et (a;);cr la famille. Il est possible bien sir que les a; soient eux-méme
des ensembles. Si (4;);er est une famille d’ensemble, il existe un ensemble qui est la réunion des
ensembles A; ; on le note

A=A

icl
et il est caractérisé par :
a €A << Fiel acA,.

Si I est de la forme I = {i,45}, on retrouve la réunion traditionnelle de deux ensembles. Si 1
est vide, la réunion est vide. Et si I est non vide, on peut définir 'intersection de la famille :

iel

caractérisée par :
beB < Viel, be A,.

Il y a un peu de subtilité dans ces définitions : I'intersection d’une famille vide I = ne peut
étre définie sans contradiction, en fait cela dépend de l’ensemble de référence choisi : soit U
I'ensemble de référence, i.e., U inclut tous les A; (i € I), alors B={x € U |Vie€ I, b € A;},
donc B =U si I = (c’est lié a 'impossibilité d’accepter 1'existence de I’ensemble de tous les
ensembles) ; bien stir, I'intersection peut étre vide, par exemple quand 1'un des A; est vide, mais
pas seulement dans ce cas...

De méme qu’on a défini le produit cartésien de deux ensembles, définissons le produit d’une
famille par :

HAi:{fifﬁUAi | (i) € Ai}.

iel iel
Se donner un élément de ce produit, c’est finalement se donner une famille, indexée par I, de la
forme (a;);e; o0t a; € A; pour tout ¢ € I, et si I a deux éléments, on retrouve le produit cartésien
habituel.

Définition 1.1.5. Une relation binaire ~ dans E est une relation d’équivalence si elle a les
trois propriétés :

1. Vo € E, x ~ z (réflexivité)

2. V(z,y) e EXE (x ~y) = (y~x) (symétrie)

3. Y(z,y,2) € B3 (x~yetyn~z) = (x~2) (transitivité).

Une relation d’équivalence dans E est associée & un regroupement en « classes » de FE.
Rapeplons : une famille (£;);c; de sous-ensembles de E est une partition de E si :
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— Yiel E; #0.
— Uie[ EZ - E
A tout a € E, on définit la classe d’équivalence :

a={be E|bRa}

et les classes d’équivalence forment une partition de £. On obtient alors la partition associée a
une relation d’équivalence par :

E/R={a|aec E}.

L’ensemble E/R des classes d’équivalence est appelé I'ensemble quotient de E par R. Cet
ensemble est le résultat d’'un « processus d’abstraction » : la proriété permettant de construire
une classe d’équivalence peut étre identifiée a cette classe, les éléments de celle-ci perdent leur
originalité propre. Par exemple, la propriéte commune a deux entiers congrus modula 2 est leur
« parité », celle commune & deux sous-ensembles équipotents leur « cardinal ».

1.2 Cardinal d’un ensemble fini

Commencons par admettre qu'on a défini ’ensemble des nombres entiers N : cet ensemble
contient un élément noté 0 et tout élément n a un successeur, noté n + 1; deux éléments qui
ont méme successeur sont égaux, et 0 n’est pas un successeur. De plus, N a la propriété de
récurrence, que 1’on peut énoncer ainsi : pour tout /' C N, on a

Ve k — F=N
VneF,(neF = n+1¢ekF) T

On peut alors définir dans N I’addition, la multiplication et la relation d’ordre habituellle, que
I’on appelle ordre naturel et que 'on note <.

On dit que deux ensembles sont équipotents s’il existe une bijection de I'un vers l'autre,
et on conviendra que le cardinal d’un ensemble est la « classe » de tous les ensembles qui sont
en bijection avec lui. On definit les ensembles finis, infinis, dénombrables :

— On dit qu'un ensemble A est fini s’il existe un entier n tel que A soit en bijection avec

[1,n] :=[n] :={1,...,n}.

— Un ensemble est infini s’il n’est pas fini, et dénombrable s’il est en bijection avec N.

Lemme 1.2.1. Soient n et m € N*. [l existe une injection de [n] dans [m] si et seulement si
n<m.

Démonstration. — Sin < m alors [n] C [m] et i : [n] — [m] est une injection.
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— Réciproquement, pour montrer que nécessairement n < m s’il existe une injection de [n]
dans [m], on peut proceder par récurrence sur n. Pour n = 1, il n’y a rien a démontrer :
m > 1 puisque m € N*!

Soit n € N*. Supposons que pour tout n € N* tel que’il existe une injection de [n| dans [m]

on ait n < m. (Noter que cette hypothése de récurrence porte sur n et non sur m!) On veut

montrer que cette propriété est vraie pour n + 1. S'il existe une injection i : [n + 1] — [m)],

avec m € N*  alors m > 2 (sinon on aurait i(1) =i(n +1) =1 avec 1 # n + 1 et i ne serait

pas injective).

— Sii(n + 1) = m alors [y, : [n] = [m — 1] est encore une injection. Donc n < m — 1
d’aprés I’hypothése de récurrence, on a donc bien n + 1 < m.

— Sii(n+1) # m, soit ¢ la transposition entre m et i(n+1) dans [m|. Alors poi : [n+1] —
[m] est une injection car ¢ est bijective, et ¢ oi(n + 1) = m. D’apreés le cas précédent,
ceci implique n + 1 < m.

m

Corollaire 1.2.1. Les ensembles [n] et [m] sont équipotents ssin =m.

Par suite, pour tout ensemble fini non vide A il existe un unique n € N* tel que A soit
équipotent a [n]. On appelle cet entier le cardinal de A, et on le note card(E) ou #(A) ou |A].
On pose de plus #(0) = 0. Autrement dit, le cardinal de A est le nombre d’éléments de A! Si
A est non vide, on peut numéroté les éléments de A de 1 a n = #(A) en posant a,, = ¢(k) pour
tout k € [n], ot ¢ : [n] — A est une bijection. Ainsi A = {ay, | k € [n]}.

Si A est un sous-enseble d’un ensemble F, on peut aussi écrire #(A) a l'aide de la fonction
caractéristique ou indicatrice de A :

1 six € A,

Xa:E —{0,1} xHXA(ﬁ):{O sizé¢ A

Si A est fini, alors #(A) = > pxa(®).
Proposition 1.2.1 (Vérifications laissées en exercice). On suppose que les ensembles ci-dessous
sont finis.

1. Si A C E avec E fini, alors A est fini, E\ A aussi et 'on a #(E\ A) = #(E) — #(A).

2. Si A et B sont deux ensembles finis disjoints, alors #(AU B) = #(A) + #(B). (Principe
de somme)

3. Plus généralement, pour deuz ensembles finis, on a #(AUB) = #(A)+#(B) —#(ANB).
4. Et #(A x B) = #(A) x #(B). (Principe de produit)
5. Soit F¥ l'ensemble des applications de E dans F. Alors : #(FF) = #(F)#(®),
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Proposition 1.2.2. Si E est un ensemble fini alors l’ensemble de ses parties P(E) est fini et
#(P(E) = 2#15).

Démonstration. En écrivant E = {ey,...,e,} avec n = #(FE) on peut définir 'application

Y PE)—{0,1}" A (xaler),...,xaler)).

On vérifie que v est une bijection : V(ay, ..., a,) € {0,1}" il existe I'unique partition A = {e; :
i € I} telle que Y(A) = (a1, ...,ap),ou Il ={i € [n]:a; =1}. Or #({0,1}") =2". O
Proposition 1.2.3. Soit F et F' deux ensembles finis de cardidaux respectifs n et p.

1. Le nombre d’applications injectives de F dans E est :

AP — (nTp)!:n(n_l)"'(n_p‘i‘l) st 1 <p<mn,
! 0 st p>n.

2. En particulier, le nombre de bijections de E dans E est : n!.

3. Soit ( ) le nombre de parties a p €léments de E. Alors :

p
()= {z ot 0<psn
p 0 st p>n.

Démonstration. 1. Soit E = {ey,...,e,} et F'={f1,..., fp,}. On construit chaque injection
de F' dans E en choisissant les images de f; de n facons, ..., f, de n — p + 1 fagons
successivement. Donc il y en an(n—1)...(n —p+1) = n!/(n — p)! telles injections.

2. Si E = F, alors p = n et chaque injection de F dans E est une bijection.

3. Si f: F — E est une injection, alors f(F) est une partie a p éléments de E. On peut
définir f en choisissant d’abord une p-partie A de E avec (;) possibilités et puis définir
une bijection de E dans A avec p! possibilités. Il s’en suit que

|
AP = (”) x pl = (”) S -
P p)  pin—p)

avec p < n.
[

A partir de la définition combinatoire, on pourra vérifier que les coefficients binomiaux (2)
satisfont la relation de récurrence :

VEk > 0 ("Zl) - (kﬁl) + (Z) (1.2.1)
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(8) =1 et Vk>n (Z) = 0. (1.2.2)

Proposition 1.2.4 (Formule de binéme). Soit n un nombre naurel positif et x une variable.

On a .
L+a)" =) (Z)x’f

k=0

avec les condidtions initiales

Démonstration. En développant (1 4+ )™ on a

(1 + [L’)n _ Z x51+--~+€n'

(61,...,677,)6{0,1}”
On définit une bijection ¢ de {0, 1} dans 'ensemble des parties de [n] :
(€1,...,&)—»m={ie€n]|g=1 Vien]}

De plus 7 est un sous-ensemble de [n] & k éléments ssi €; + -+ + ¢, = k. Il s’en suit que le
nombre de n-uplets (e, ..., €,) € {0,1}" tels que € + -+ + ¢, = k est (). D’ou la formule du
bindme. []

En particulier, on en déduit de la preuve ci-dessus que le nombre de sous-ensembles d'un
ensemble & n éléments est 2".

Proposition 1.2.5 (Lemme des bergers). Si un ensemble E posséde une partition en p sous-
ensembles contenant chacun r éléments, alors le cardinal de E est p X r.

Proposition 1.2.6 (Principe des tiroirs). Si E et F' sont deux ensembles finis tels que card(E) >
card(F) et si f: E — F est une application de E dans F, alors il existe un élément de F qui

admet au moins deux antécédents par [ ; autrement dit il n’existe pas d’application injective de
E dans F.

Proposition 1.2.7 (Principe d’inclusion-exclusion). Soit E' un ensemble fini et Ay, ..., A, C E.
Alors

AT U UA =D A=) AN A+ Y [ANA N A+ + (1) A NN A,
i=1 i<j 1<j<k

(1.2.3)
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Démonstration. Pour chaque lment x de A; U --- U A, on va compter le nombre de fois qu’il
est compt dans les deux membres de la formule ci-dessus. Il est clair que z est compt une fois
gauche. Supposons que z appartient exactement [ sous-ensembles Aq,..., A; avec [ < r. Alors,
le nombre de fois qu’il est compt droite est

(i) - (;) +...+(—1)l—1(§) —1-(1-1)=1.

Donc chaque lment de A; U --- U A, est compt exactement une fois dans les deux ct. O

En utilisant la fonction indicatrice on pourra réécrire la formule (1.2.3) sous la fome suivante

XAyu-UA, (T) = Z X, (7) — Z Xa;na; () + Z Xana;na, (@) + -+ (=1 'xaynena, (),
=1

i<j i<j<k
pour tout élément x € F.

Proposition 1.2.8. Soit E et F' deux ensembles de caldinaux finis respectifs n et p. Alors le
nombre de surjections de E dans F' est donné par

g(_l)k (7)o

Démonstration. On suppose que E = [n] et F = [p]. Alors le nombre d’applications de F'¥ est
p". Pour tout i € [p] soit A; = {f € FP|i ¢ f([n])}. Alors f est une surjection de F vers F' ssi
fé U A, asavoir f € FE\ (A;U---UA,). Donc le nombre de surjections de E vers F est

|FE| — A U---UA,|

Pour tout sous-ensemble {iy, ..., it} & k éléments de [p| avec k > 1, U'intersection A; N---N Ay
est I’ensemble des applications de F vers F'\{iy, ..., i}, dont le cardinal est (p—k)™. La formule
s’ensuit par la fomule d’inclusion-exclusion (1.2.3). [

Soit S(n, k) le nombre de partitions d'un ensemble & n éléments en k sous-ensembles. On
appelle S(n, k) (1 <k <n) les nombres de Stirling de second espéce.

Proposition 1.2.9. On a
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Démonstration. Soit F l'ensemble des application surjective de E := [n] vers F' = [p|. Pour
toute application surjective f : E — F l'ensemble 7y = {f~!(1),..., f~(p)} est une partition
de F en p parties. On dit que deux applications de F ont une relation R ssi elles donnent la
méme partition. Il est clair que R est une relation d’équivalence de F et deux surjections f
et g de E dans F ont la relation R ssi il existe une permutation o de [p] telle que g = o o f.
Donc, pour toute application f € F le cardinal de la classe d’équivalence de f est #(f) = p!
car f = {0 o f | o est une permutation de [p])}.

Comme il y a une bijection entre I'ensemble quotient F /R et I’ensemble de partitions en p
parties de E. Ceci implique que #(F/R) = S(n, k) et par suite

#(F) = Z #(f) = plS(n, k). (Lemme des bergers)
fer/R
On déduit la formule pour les nombres de Stirling d’aprés la Proposition 1.2.8. n

A partir de la définition combinatoire, on pourra vérifier que les nombres de Stirling S(n, k)
vérifient la relation de récurrence :

V>0 Sn+1,k)=Snk—1)+kS(n,k) (1.2.4)
avec les condidtions initiales
S(0,00=1 et VYn>0 S(n,0)=S5(0,n)=0. (1.2.5)
Les premiéres valeurs de S(n, k) sont comme suit :
1
1 1
1 3 1
1 7 6 1
1 15 25 10 1
1 31 90 65 15 1

1.3 Ensembles dénombrables

Définition 1.3.1. Un ensemble est dit dénombrable s’il est équipotent a N.

Autre dit, en posant ap = (k) pour tout £ € N ot ¢ : N — A est une bijection, on peut
écrire A = {ay : k € N}, les a5 étant deux a deux distincts. On qu’un ensemble est au plus
dénombrable, c’est-a-dire fini si la suite (b,),en) ne prend qu'un nombre fini de valeurs ou dé-
nombrable.
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Examples d’ensembles dénombrables :
— N* (bien qu’il semble avoir "un élément de moins" que N), car
¢:N"—=N n—n-—1 estune bijection.
— Plus généralement, quelque soit n € N, 'ensemble N \ [n] est dénombrable, car
¢:N\[n] >N k+—k—n—1 estune bijection.

— Plus étaonnant, bien qu’apparemment "deux fois plus gros" que N, I'ensemble Z est dénom-
brable, car

-2 si n est pair

¢v:N\[n] =2 nH{n_fl

3 sl n est impair

est une bijection.

Exemples d’ensembles non dénombrables :

Théoréme 1.3.1. Soit E un ensemble. Alors il n’existe pas de bijection entre E et P(E).
Corollaire 1.3.1. L’ensemble P(N) est non dénombrable.

Démonstration. Supposons qu’il existe une bijection f : E — P(E). On considére 1'ensemble
A={z e E:x¢ f(x)}. Soit zyg = f~H(A). Alors 7y € A <= 19 ¢ A. C’est absurde. O

Remarque 1.3.1. Dés qu’un ensemble admet un sous-ensemble non dénombrable il est non
dénombrable. On le justifiera plus loin.

Exemple 1.3.1. L’ensemble |0,1[ de R n’est pas dénombrable. On considére ’ensemble A des
nombres x €)0, 1] dont Uécriture décimale ne contienne des chiffres 1 et 8. Supposons par l’ab-
surde qu’il existe une numérotation de tous les nombres de A . Nous pouvons alors écrire ces

nombres dans ['ordre de la numérotation (ay)ren. Soit an = 0,ap 102 ... Qpy ... GUEC Apy = 1
ou 8.

agp = O, Qp,0 @p,1 A02 --- A1 - - -

ay = 0, 10011012 .- Q1 p---

a9 = 0, Q20021022 ... A2p ...

ap =0,0p10p20n3 ... Uy - ..
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On consideére le nombre
b= O, 671,070@171(71272&373 R dn,n Ce

0 Gpi =9 — ang. Alors b # a,, pour tout n € N car a, , # an, pour tout n € N.
Proposition 1.3.1. Le produit cartésien N? est dénombrable !

Démonstration. On donne deux preuves.

1) L’idée est de "balayer" le quadrant N? par les doites I, : = +y = n pour n € N et puis
"parcourir" chaque droite I, de (n,0) vers (0,n) dans la direction "nord-ouest". Intuitivement
on parcourt chaque point de N? une et une seule fois.

On pose (po, q0) = (0,0), (p1,q1) = (1,0), (p2,q2) = (0,1), et par récurrence :

Pny1 =DPn— 1, Q1 =aqn+1 si p, #0;
Pn+1 = (qn + 1, Qn+1 — 0 si Pn = 0.

On peut vérifier que le numéro du point (p, q) € N? est donné par

p+q
flo,g) =) i+a= (p+g+1) +q

1=0

car f(p,q) = f(p+¢q,0) +qet f(p+q0)=f(p+q—1,0)+p+qavec f(0,0) =0.

2) Tout entier n € N* s’écrit de fagcon unique comme n = 2%(2b + 1) avec (a,b) € N2, Par
exemple, on a 28 = 22(2 x 3 + 1). Donc N? est équipotent a N*. O

Plus généralement on a
Proposition 1.3.2. Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration. Soit A et B deux ensembles dénombrables. Alors si ¢ : A > Net ¢ : B - N
sont des bijections, alors f: A x B — N? (a,b) — (¢(a),1(b)) est une bijection. Donc A x B
est équipotent & N2 d’aprés la proposition prédédente.

On montre ensuite par récurrence immédiate sur n € N* que si des ensembles Aq,..., A,
sont dénombrables alors [];_, Ay aussi. O

Attention :

Un "produit infini d’ensemble" dénombrables ne 'est pas nécessairement. Par exemple,
[0, 9] est 'ensemble des suites d’entiers compris entre 0 et 9. Il contient ’ensemble des suites
(Pn)nen telles que pour tout N € N il existe n > N pour lequel p,, # 9. Celui-ci est équipotent a
0, 1] via les développements décimaux propres, dont on a montré qu’il n’était pas dénombrable.
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Ensembles au plus dénombrables

Définition 1.3.2. Un ensembles est dit au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

C’est le cas de toute partie de N par exemple. On rappelle que toute partie non vide de N
admet un plus petit élément.

Proposition 1.3.3. Si A est une partie non vide de N, elle est finie si majorée, et dénombrable
Sinomn.

Démonstration. Soit A C N, A # (). On définit par récurrence la suite (ax) d’entiers et la suite
Ay, de parties de N par aqp = min A, Ay = {ap}, et pour tout n € N, tant que A\ A, # 0,
an1 = min(A \ 4,), Apy1 = {an1} U A, Si Don atteint N € N tel que A = Ay, alors
[0, N] = A n > a, est une bijection strictement croissante, ay = max A et #(A) = N + 1.

Si pour tout n € N, A\ A, # 0, alors i\:’i est une bijection (s'il existe un a € A tel
a # ay alors il existe un k € N tel que a;, < a < a4y c’est absurde!) strictement croissante,
et A n’est pas majorée sinon elle aurait un plus grand élément ay, et on ne pouvait pas avoir

ant+1 > an-. ]
Corollaire 1.3.2. Etant donné un ensemble A,

1. s’il existe une injection de A dans N, alors A est au plus dénombrable.

2. s’il existe une surjection de N dans A, alors A est au plus dénombrable.
Démonstration. 1) si i : A — N est injective, alors i(A) est une partie de N, donc au plus

dénombrable, et ¢ définit une bijection de A sur i(A), donc A est fini si i(A) est finie, et dénom-
brable si i(A) est.

2) si s : N — A est surjective, on peut définir i : A — N par i(a) = mins!(a), puisque
quelque soit @ € A, s7!(a) est une partie non vide de N du fait que s est surjective. De plus,
s(i(a) = a pour tout a. Donc i est injective, et A est au plus dénombrable d’aprés 1). O

Proposition 1.3.4. Si (Ay)nen est une famille d’ensembles au plus dénombrable alors | J, c An
est au plus dénombrable.

Démonstration. Pour tout n € N, on peut écrire A, = {a,; : k € N}, de sorte que (J, oy An
{an : k € N,n € N}. Ainsi on a une surjection

N? — U A,
neN

(n, k) — anx

Comme N? est dénombrable, on en déduit qu’il existe une surjection de N dans Unen An, qui
est donc au plus dénombrable. O
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Exemple 1.3.2. L'ensemble Q = |, oo™ : m € Z}. Quel que soit n € N*, {™ : m € Z} est
équipotent a 7., qui est dénombrable. Donc Q est au plus dénombrable. Comme il n’est pas fini
puisqu il contient Z, il est dénombrable.

L’hypothése du continu

Une question naturelle s'impose : existe-t-il un infini intermédiaire entre le dénombrable
(cardinal de N) et le continu (cardinal de R) ? Pour étre précis, existe-t-il un ensemble infini qui
ne peut pas étre mis en bijection avec N et R mais qui peut s’injecter dans R?

La réponse n’est ni oui, ni non! Kurt Gédel et Paul COHEN ontt démontré qu’il était
impossible de répondre a cette question dans le cadre des axiomes de la théorie des ensembles.
Autrements dit, on peut décider qu’un tel ensembles existe ou bien décider qu’il n’existe pas;
dans les deux cas, cela ne conduira pas & des contradictions de la théorie. On dit que cette
question est indécidable.
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Chapitre 2
L’arithmétique

Résumé
I. Divisibilité. Rappels sur le groupe (Z,+) et anneaux (Z,+, z). Division euclidienne.
L’axiome de bon ordre de N. Tout sous-groupe de Z peut s’ecrire aZ (a > 0). II. Pged
et Ppcm. Identité de Bézout. Interpretation en termes d’ideaux de ’anneau Z. pged(a, b) -
ppcm(a, b) = |ab|. Entiers premiers entre eux; théoréme de Bézout. III. Nombres premiers.
Tout entier > 1 admet un diviseur premier et s’il est composé il admet un diviseur premier
majoré par v/n. Il y a une infinité de nombres premiers. Lemme de Gauss. Lemme d’Euclide.
Théoréme fondamental de 'arithmetique. IV. Algorithme d’Euclide et algorithme de Bezout.

Résolution d’equation diophantienne ax + by = c.

2.1 Divisibilité

2.1.1 L’anneau 7Z

Rappelons que ’ensemble des entiers relatifs Z est constitué des éléments ordonnés :
=2, —-1,0,1,2, ...

Z est muni de deux lois de composition : I’addition + : Z X Z — Z et multiplication - : ZXZ — Z
vérifiant :

a+b=b+a a-b=b-a
a+0=0+a=a a-1=1-a=a a-(b+c¢)=a-b+a-c
a+(b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c

Tout a € Z est symétrisable, i.e. b € Z t.q. a + b = 0. Par contre, le seul élément inversible
a dans Z est 1 ou —1, i.e. 3b € Z t.q. a- b = 1. On dit que (Z,+) a une structure de groupe
additif ou abélien et (Z, +, -) une structure d’anneau commutatif unitaire.
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Exercice 2.1.1. . Montrer que 0-a =0 dans 7Z.
Définition 2.1.1. On dit quea <bsib—a>0eta<bsib—a > 0.
On note N ={0,1,2,...} l’ensemble des entiers positifs.

Théoréme 2.1.1. Les trois propriétés sur les nombres naturels sont équivalentes :

a) (1er principe de récurrence) Soit A une partie de N et ng € N. Sing € A et pour tout n > ny,
neA=n+1€A, alors A=NnN|[ng,+o0l.

b) (2e principe de récurrence) Soit A une partie de N. Sing € A et pour tout n > ng, ng, ng +
I,..neA=n+1€ A, alors A=NnN|[ng,+0|.

c) (Axiome de bon ordre) Toute partie non vide A de N posséde un plus petit élément.

Preuve. Nous allons montrer que a) = b), b) = ¢) et ¢) = a) .

a) = b). Soit B = {n > ng|ng,no + 1,...,n € A}. Alors ny € B. Pour tout entier
n > ng, 'hypothése de b) entraine que n € B = n + 1 € B. D’ou, d’aprés ’hypothése de a),
B =NnN|[ng,+ool. Comme B C A C NN [ng,+oo[ on en déduit que A = B = NN [ng, +oo|.
b) = ¢) Supposons que A C N n’a pas de minimum. On pose B = {n € Njn ¢ A}. On a
0 € B car sinon 0 serait le minimum. De méme, Vn € N, le fait que 0,1,...,n € B entraine que
n+1 € B ( car sinon n+ 1 serait le minimum de A). Le 2e principe de récurrence implique que
B = N, par conséquent le complémentaire de B dans N est vide, c’est-a-dire que A = ). C’est
absurde.
c) = a) Soit B = {n > ng|n ¢ A}. 1l suffit de montrer que B = (). Supposons le contraire.
Alors il existe un plus petit élément mg dans B. Comme ng € A on a mg > ng. Donc mg—1 > nyg
et mg — 1 € A. Or 'hypothése de a) impose que mg — 1 € A = my € A, c’est absurde. Donc
B =0. m

2.1.2 Division euclidienne

Théoréme 2.1.2 (Division euclidienne). Etant donnés deux entiers relatifs a et b (b > 0), il
existe un couple unique d’entiers (q,r) tel que

a=>bqg+r et 0<r<hb.
NB. a—Ile dividende, b—Ile diviseur, g—Ile quotient et r le reste de la division de a par b.

Preuve. (Existence) Soit A = {a — bk|k € Z}. Alors A contient des entiers positifs (si @ > 0,
alors a =a—b0 > 0, si a <0, alors a — ba = (—a)(b— 1) > 0). Soit r le plus petit entier positif
de A et ¢ la valeur de k correspondant & r = a —bg. Donc r > 0etr—b=a— (¢+1)b <0 car
r est le plus petit !

(Unicité) Supposons qu’on a aussi a = bq’ + 1" avec 0 <1’ <balors b(¢—¢)=r"—r.Siq# ¢
alors |1 —r| > b. C’est absurde car 0 < r,r" < b. O
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Exemple 2.1.1. 8 =3x2+4+2 et -8=3 x (—3) + 1.

Définition 2.1.2. Soit A une partie non vide de Z. Si A est stable par addition et passage a
Uopposé, on dit que A est un sous-groupe (additif) de Z.

Exemple 2.1.2. Quel que soit a € Z, I’ensemble aZ: est un sous-groupe de Z ; réciproquement :
Proposition 2.1.1. Soit A un sous-groupe de Z, alors il existe un a € N tel que A = aZ.

Preuve. Si A = {0}, alors A = 0Z. Supposons A # {0}, alors A contient des entiers > 0. Soit a
le plus petit entier > 0 de AUN*. De a € A, on tire : aZ C A. Soit z € A; la division euclidienne
de x par a > 0 permet d’écrire :

r=aq+7r et 0<r<a.

Donc r = x —aq € A (car A est un ss-gp de Z). Sachant r < a, la seule possibilité est : r = 0,
c’est-a-dire x = aq € aZ. Donc l'inclusion A C aZ est démontrée. Les deux inclusions entrainent
alors A = aZ. N

Définition 2.1.3. Soient a et b deux entiers. On dit que a divise b ou a est un diwiseur de b ou
b est un multiple de a, s’il existe un entier ¢ tel que b = ac.

Proposition 2.1.2. On a

— albetb# 0= |a| <|b|.

— dla et d|b =Y\, p € Z,d| a + pb
— Soit a,b € Z, alb et bjla = a = +b.

Remarque 2.1.1. La divisibilité est une relation d’ordre partiel dans Z :a < b si a | b. I est
clair qu’on ne pourra pas toujours comparer deux entiers selon cet ordre.

2.2 P.G.C.D et P.P.C.M.

Théoréme 2.2.1 (PGCD). Soient a et b deux entiers non tous nuls. Il existe un diviseur
commun d > 0 de a et b tel que tout diviseur commun a a et b divise d. Un tel entier d est
unique et est appelé le PGCD de a et b. De plus, il existe des entiers u et v tels que

d = au + bv. (Identité de Bézout)

Preuve. L’ensemble
aZ + bZ = {am + bn|m,n € Z} # 0Z
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est un ss-gp de Z. Il existe un entier unique d > 0 tel que aZ +bZ = dZ. Ora=a-14+b-0 € dZ
etb=a-0+b-1€ dZ, donc il existe a’ et V' tq

a=dd  b=dV (a', b €7Z)

et d est un diviseur commun de a et b. Pour d = d - 1 € dZ, il existe u et v tels que

d = au + bv.
Si c|a et ¢|b, il existe un ¢ € Z tel que
a=cd, =clf (a0 € 7).
Il s’ensuit que d = au + bv = c(a'u + b'v), i.e. ¢ divise d, et d > ¢. Donc d = (a, b). O

Remarque 2.2.1. Dans lidentité de Bézout, le couple (u,v) n'est pas unique. Par exemple, si
a=8etb=06, alorsd=2. On a

8:1—6-1=2 8-(-2)+6-3=2, 8-446-(=5)=2,...

Théoréme 2.2.2 (Bézout). Deux entiers a et b sont premiers entre euz ssi il existe un couple
d’entiers (u,v) tel que au + bv = 1.

Preuve. L’identité de Bézout prouve que la condition est bien nécessaire. Réciproquement, si
au + bv = 1 alors tout diviseur commun a a et b est un diviseur de 1, ce qui implique que le
pgcd(a,b) = 1. O

Lemme 2.2.1 (Gauss). Soit a, b et ¢ des entiers.
— Si albe et si a est premier avec b, alors alc.
— Siale, ble et (a,b) =1, alors ab|c.

Démonstration. (1) Comme pged(a,b) = 1, il existe des entiers u et v tels que au+bv = 1. Donc
acu + bev = ¢. Comme alacv et albcv, on en dédeuit que a divise ¢ = acu + bew.

(2) En écrivant au +bv =1, ¢ = aa’ = bb' on a ¢ = ab(b'u + a'v), d’on ab]| c. O

Théoréme 2.2.3 (p.p.c.m.). Soient a et b deux entiers non nuls, d leur p.g.c.d. Il existe un
multiple commun m >0 a a et b tel que tout multiple commun de a et b est un multiple de m.
Cet entier m est unique et appelé le PPCM (plus petit commun multiple) de a et b. De plus,
m = |abl|/d.
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Preuve. En effet, 'ensemble des multiples communs a a et b est aZ N bZ, qui est un un ss-gp de
Z (exercice!). Donc il existe un entier unique m > 0 tel que aZ N bZ = mZ.

Il est évident que ab/d € aZ N bZ. Donc m divise ab/d. Le thm de Bezout entraine qu’il
existe u,v € Z tels que

a b
au+bv:d:>au+c—lv:1

Comme m est un multiple commun a a et b. En écrivant m = am, = bmsy avec mq, mqg € Z, on
obtient

_am n bm ab< n )
m=—rut v = o (mau 4 myv).
Ce qui montre que ab/d divise m. D’ott m = |ab|/d. O

2.3 Nombres premiers

Définition 2.3.1. Un entier p > 2 est dit premier si ses seuls diviseurs positifs sont 1 et
lui-méme. Un entier n > 2 est dit composé sl n’est pas premier.

Proposition 2.3.1. Tout nombre entier n > 2 admet au moins un diviseur premier. De plus,
si n est un nombre composé, il admet un diviseur premier p < \/n.

Preuve. Sin > 2 est premier, alors n est un diviseur premier de n. Sinon, I'ensemble {1 < d <
n | d|n}, qui n’est pas vide, admet un minimum p, qui est premier (car sinon, p a un diviseur
< p qui divise n, contradiction). De plus n/p est un diviseur de n, donc n/p > pet p < /n. O

Théoréme 2.3.1 (Euclide). Il y a une infinité de nombres premiers.

Preuve. Par absurde. Supposons qu’il n'y a qu'un nombre fini de nombres premiers : py, pa, . . ., D-
Posons N = pips...pm + 1. Alors N a un diviseur premier p;, ce qui implque que p;|1. C’est
absurde. m

Remarque 2.3.1. Pour tout nombre réel x > 0, si l'on note w(x) le nombre des nombres
premiers < x, alors w(x) ~ x/log(x).

Lemme 2.3.1 (Euclide). Si p premier divise un produit alors il divise un des facteurs, ie. si
plaias ... a,, alors pla; pour un certain i.

Preuve. Par récurrence sur n et le thm de Gauss. (Exercice) Pour n = 2, plajas. Si (p,a1) =1
alors Gauss = p|ay. Supposons vrai jusqu'a n — 1. Si plajas ... a, alors pla; ...a, 1 et HR.
implique que p|a; ou pla,. O
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Exemple 2.3.1. Soit p un nombre premier. Alors p divise le coefficient binomial (z) pour
1 <k <p. Eneffet, on ap! = k!(p—k)!(i). Donc p divise le produit k!(p—k:)!(i) etptkl(p—Fk)!,

donc p divise (Z) par le lemme d’Euclide.

Théoréme 2.3.2 (Thm. fondamental de 'arithmétique). Tout entier > 1 se factorise d’une
maniére unique comme un produit de nombres premiers.

Preuve. (Existence) On s’appuie sur un raisonnement par récurrence.
Sin = 2, c’est clair.
H.R. : Tout entier de [2,n] se factorise comme un produit de nombres premiers.
Sin+ 1 est premier, il n’y a rien & démontrer, sinon, n 4+ 1 admet un diviseur p €]1,n + 1] d’on
n+ 1 = pg, ou p,q sont dans [2,n|, donc chacun égal a un produit de de nombres premiers. Il
en est de méme de n + 1. L’existence est donc prouvée par récurrence.

Montrons maintenant 1'unicité de la factorisation. Supposons que 1’on ait

— 1 ar __ b1 b
n=p, ...p,  =p; ...pg
ou les a; et b; sont > 0, les p; sont des nbres premiers distincts, et a; # b; pour au moins un
indice 7.
Supposons, par exemple, cet indice égal a 1, a; > by, alors apres division par plfl on arrive a

a1—by

T — b T

Py =y

Donc p; doit étre égal a 'un des po,...,p,. C’est absurde. Ceci montre que a; = b; pour tout

i=1,...,7. ]
Remarque : Contre-exemple pour factorisation unique.

E =27 ={0,4+2,+4,...}.

On appelle “nombre premier” tout nombre de E qui n’est pas produit de deux nombres pairs. On
a

840 = (2x3)x(2x5)x(2x7)
= 2x1)x(2x7)x(2x15)
(2x1)x(2x5)x(2x21)

Proposition 2.3.2. Si les décompositions en facteurs premiers de deux entiers positifs a et b
s’écrivent
r _ b by
a=pi"...pn b=q"...q
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ot a; > 0 et b; > 0. Alors

ngd(C% b) — pinin(al,bl) . p;l’lin(ar,br), (231)
ppem(a,b) = pxlnax(a1,b1) .. 'p;nax(ar,br). 23

Il s’en suit que ab = pged(a, b) - ppecm(a,b).

Exemple 2.3.2. : Le coefficient binomial (Z) est défini par

n n!
= 0<k<n.
(k) Kl(n— k)’ =r=n

Comment peu-on vérifier de facon arithmétique que c’est un entier ¢ Pour tout nombre premier

p p2 3 e

D’ou la valuation p-adique de (Z) est

(5] 157)

Le résultat suit donc de lidentité évidente :

la+ 6] —la] =[] =0 or 1

quelques soient les nombres réels o et 3.

2.4 L’algorithme d’Euclide

Lemme 2.4.1. Soient a, b, ¢ trois entiers tels que a = bq + ¢ avec q € Z. Alors pged(a,b) =
pgcd(b, c).

Preuve. 1l suffit de remarquer que tout diviseur commun & a et b est aussi un diviseur commun
a b et c et vice versa. O
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Soient a et b deuzr entiers positifs tels que a > b > 0. On effectue les divisions euclidiennes
successiwement :

= bqy +1m O<ri<b

b = T1qs + T2 0<ry<b
T = ToQ3+ T3 O<ry<b
Th—2 = Th-1qk + 7Tk 0 <7 <rg—
Th—3 = Tp—2Qn—1+7Tn-1 0< Tpn—1 < Th—2
Tn—2 = Th—-1qn Tn = 0.
La suite des restes r,19,..., Tk, ... est une suite d’entiers positifs ou nuls strictement décrois-

sante, donc nécessairement il existe un entier n tel que r, = 0.
D’apres le lemme, on a

pgcd(a, b) = pged(b, 1) = -+ - = pged(rj_1,75) = T;.
Le pged de a et b est le dernier reste non nul.

Exemple 2.4.1. a =198 et b = 75. On déroule l’algorithme comme suit :

198 = 75 x2+148
75 = 48 x 1427
48 = 27T x 1421
27T = 21 x1+46
21 = 6x3+3
6 = 3x2 = pgcd(a, b) = 3.

L’algorithme d’Euclide-Bézout ou d’Euclide étendu

De l’algorithme d’Euclide ci-dessus on peut aussi déduire un couple (u,v) satisfaisant 'iden-
tité de Bézout : d = au + bv. Le sous-groupe de 7

H={am+bn|m,neZ}
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contient les nombres r1 = a — bqy, 1o = b —11q9, ... St T1,...,Tk_1,Tr SOnt des éléments de H,

de la forme

r, = auy, + buy, (k>1)

alors, de la relation

Tk+1 = Tk—1 — qk+1Tk

on déduit

Thtl = QUg—1 + Up—1 — Qer1(aug + bug)

a(ur—1 — Qerrug) + b(Vk—1 — Qr10k),

d’ot les relations de récurrence

Uk+1 = Ug—1 — Gr+1Uk

Vg4l = Uk—1 — Qk1Vk- (k>2)
Les coefficients u et v cherchés sont u,_, et v, 1. Pour que
up=1=u_1 —quy, v =—q =v_1—qo,

on convient que

U_1 = 1, Uy = 0, V-1 = 0, Vo = 1.

Pour lexzemple ci-dessus on a

R
-11 198 * 1 0
o\ 7% * 0 1
148 2 1 -2
2127 1 -1 3
S| 21 1 2 -5
4 6 1 -8 8
5 3 3 11 -29
6 0 2 25 66
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c’est-a-dire

3 = 21—-6x3
= 21— (27-21)x3

= 21 x4—-27x%x3
(48 —27) x 4 — 27 x 3
= 48 x4 —-27Tx7

= 48 x4—(75—-48) x 7
= (198 =75 x2)x 11 =75 x 7
11a + (—29)b.
Définition 2.4.1. On dit que deux entiers non nuls sont premiers entre eux si leur pgcd est
égal a 1.
Théoréme 2.4.1. L’équation diophantienne ax + by = c a des solutions dans Z* ssi d =
pgcd(a, b) divise c. Si (xo,y0) est une solution, alors toute solution (z,y) peut s’exprimer comme
suit :
x =xo — bt/d, y=yo+at/d tel.
Preuve. D’abord on a
{az + by|z,y € Z} = dZ.
Donc I’équation a des solutions entiéres ssi ¢ € dZ, i.e. d|c.
Si I’équation a une solution (xg,yo) on vérifie facilement que (z,y) donné par la formule
ci-dessus est une solution. Inversement, si (z,y) est une solution, alors
ax + by = axg + byy = ¢ = a(xr — x9) = —b(y — vo).

Donc
a

E(x — 1) = —g(y — o)-

Comme a/d et b/d sont premiers entre eux, Thm. Gauss implique que

a
y—yozat pour unt € Z

et puis x — xg = —%t. ]

Exemple 2.4.1. Résoudre 15x 4+ 10y = 3. Comme pgcd(15,10) =5 et 51 3, I’équation n’a pas
de solution entiere.

Exemple 2.4.2. Résoudre 169z + 121y = 1. On sait que (58, —81) est une solution. Donc la
solution générale est

=58 —121t, y=-81+169t tecZ.



Chapitre 3

Congruences

Résumé

Congruences dans Z. L’ "anneau " Z/nZ .Resolution des equations lineaires modulo n .Al-
gorithme d’inversion. Petit theoreme de Fermat. Theoreme de Wilson. Theoreme des restes
chinois. Indicateur d’ FEuler. Theoreme d’ Euler. Application a la cryptographie a clefs pu-
bliques.

3.1 L’anneau Z/nZ

Soit n > 1 fixé. On dit que a est congru a b modulo n si n divise a — b et on écrit a = b
(mod n), i.e.
a=b (modn)<= n|(a—0).

On vérifie que c’est une relation d’équivalence, i.e. elle est

— réflexive : Vx € Z, v = ,

— symétrique :Vr,y € L, x =y <=y =z,

— transitive :Nx,y,z €Z, six =y et y = z, alors x = z.

Soit a la classe d’équivalence de a, i.e., l’ensemble des entiers congrus a a modulo n :

a=4{beZ|b=a (modn)}={a+kn|keZ}

On sait que toute relation déquivalence sur un ensemble induit une partition de cet ensemble en
classes d’équivalence. Comme tout entier peut s’écrire sous la forme a + kn avec 0 < a < n et
k € Z, on en déduit qu’il existe n classes d’équivalence et on note l'ensemble quotient par Z/n’Z,
1.€.

Z/nZ =140, 1, ..., n—1}
Par exemple, l’heure est comptée dans 7./247 ou dans Z/127.

29
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Remarque 3.1.1. La relation de congruence = est plus faible que la relation d’égalité =. En

effet,

a=b<=a=b (modn) Vn>1L1

On pourrait utiliser des congruences pour tester l’égalité. Votre numéro de sécurité sociale est
formé du numéro d’inscription (NIR) a 13 chiffres et d’une clé de controle a 2 chiffres :

Clé NIR =97 — (NIR (mod 97))
Ezxemple : 153 12 45 007 231 60.
Proposition 3.1.1. Soit n un entier > 1. Si
a=b, c=d (mod n)
avec a, b, ¢, d € Z, alors
a+c=0b+d, ac=bd (mod n).

Démonstration. En effet, sin | a — b et n | ¢ — d, il divise leur somme (a — b) + (¢ — d) =
(a+c)— (b+d). De méme, si n divise (a — b)c et b(c — d), alors il divise leur somme ac—bd. [

Ce résultat signifie que la relation de congruence est compatible avec ’addition et multipli-
cation de l’anneau Z. Autrement dit,

ack,bel=a+bck+1, abckl

Ceci nous permet de définir deuz lois de composition + et - dans Z/nZ :

a+b=a+0, a-b=a-b.

On vérifie sans peine que (Z/nZ,+,-) a une structure d’anneau :

a+b=>b+a, a-b=b-a
(@+b)+c=a+ (b,+e) a-b)-c=a-(b-c)
0+a=a, l-a=a

De plus
Va € Z/nZ, d—a=—a tel que a+(—a)=0.

Exemple 3.1.1. Les tables d’addition et de multiplication de Z/nZ pour n = 3 et n = 4. On
note que 2 -2 =0 dans Z/4Z.
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Exercice 3.1.1. Construire les tables d’addition et de multiplication de Z/nZ pour n = 6 et
n=>o.

Définition 3.1.1. Un élément a de Z/nZ est dit inversible si 3b € Z/nZ tel que a-b = 1.

Si a est inversible, alors son inverse est unique. En effet, sia-b =1. Alorst/ = (b-a)-b =
b(a-V)=b.

Proposition 3.1.2. Soit n un entier > 2. L’ensemble des éléments inversibles de [’anneau
Z/nZ est un groupe pour la multiplication, noté (Z/nZ)*.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que :
a) si a est inversible, alors son inverse a~! est aussis inversible, d’inverse a,
b) si @ et b sont inversibles, d’inverses a~! et b1, alors ab est inversible, d’inverse b~'a!.

Exemple 3.1.1. (Z/6Z)* = {1,5} et (Z/5Z)* = {1,2,3,4}.
Proposition 3.1.3. Soit n > 2. Alors a € Z/nZ est inversible ssi a est premier avec n.

Preuve. L'équation a - b = 1 équivaut & ab — nk = 1 pour un certain k € Z. La derniére a des
solutions entiéres ssi pged(a,n) = 1. O

Corollaire 3.1.1. Soit p un nombre premier. Alors tout élément non nul de Z./pZ est inversible.

Remarque 3.1.2. On dit que Z/pZ est un corps. Notons que dans un corps le produit de deux
éléments non nuls n’est pas nul, autrement dit ab=0=>a =0 oub =0 car si a # 0 alors a™*
existe, donc b= a"*(ab) = a~'0 = 0.

Définition 3.1.2. Soit n > 2. On appelle indicatrice d’Euler, et on note p(n), le nombre
d’entiers positifs < n qui sont premiers avec n.

Par convention, on pose ¢(1) = 1. On a, par exemple, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2, p(4) = 2,
©(5) =4, p(6) =2 et p(p) = p— 1 ot p est premier.

Théoréme 3.1.1 (Euler). Soit n un entier > 2 et a un entier premier avec n. Alors a¥™ =1

(mod n).

Preuve. Soient ti, ty,..., 1, les entiers premiers positifs < n premiers avec n. On note s; le
reste de la division de at; par n pour i = 1,2,...,¢(n). Alors s1,. .., Sym) est une permutation
de t1, ..., tym). Il suffit de vérifier que s; # s; pour @ # j. Supposons le contraire, alors at; = at;
(mod n). Comme a est premier avec n, le théoréme de Gauss implique que t; = t; (mod n).
C’est absurde. D’ou

(aty)...(atym)) = 81...5pm) (mod n),
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ie.

a? ™t .. tom) =t tym  (mod n),
Comme £ ...t,p) est premier avec n, le thm. de Gauss implique que a?™ =1 (mod n). O
Corollaire 3.1.2 (Fermat). Soit p un nombre premier et pgced(a,p) = 1, alors a?~' = 1
(mod p).

2eme preuve. On montre 'identité équivalente a™ = a (mod p) par récurrence sur a. Si a = 1
c’est évident. Supposons a” = a (mod p). On a

p—1
(a+1)P = 1+ap—|—z (i)ak.
k=1

Or p | (z) pour 1 < k <p,dou (a+1)? =1+ a (mod p) par I'hypothése de récurrence. O
Théoréme 3.1.2 (Wilson). Si p est un nombre premier, alors
(p—1!'=-1 (mod p).

1ére Preuve. On considére le polynome p(z) = 2P~ — 1 sur le corps Z/nZ. Le petit thm. de

Fermat montre que 1, 2, ..., p — 1 sont des racines de p(z). Donc
plx)=(x—-1)(z—-2)...(x—p—1).

En identifiant le terme constant de p(z) on obtient (p — 1)! = —1, ce qui équivaut au thm. de

Wilson. ]

2¢me Preuve. Tout élément non nul @ € Z/pZ admet un unique inverse a—'. On remarque que
a # b implique que a~! # b~ !, car sinon, a~! = b~! alors

b=aba ' =abb~ ! =a.

Deplus 17! =1etp—1=p—1. Soit A, ={2,...,p— 2}. Alors pour tout a € A, il existe un
be A, tel que a-b= 1. Montrons que a # b. Sinon, a*> = 1. Ceci équivaut a p | (a — 1)(a + 1).
Comme p est premier, on a p | (a — 1) ou p | (a + 1), c’est absurde car a < p — 2. En résumé,
on peut coupler les entiers de A, deux a deux tel que la classe de leur produit dans Z/pZ soit
égale a 1. On en déduit donc

p-Dl=@p-)J]a=k-1)=-1

a€Ay
O
Remarque 3.1.3. L’inverse du théoreme de Wilson est aussi vrai : si (n —1)! = —1 (mod n)
alors n est premier. En effet, si n était composé, alors n = pq avec 1 < p,q < n. Donc
n=mpq|[(n-—D1 = [(n—11* =0 (modn). Ceci contredit le fait que (n — 1) = —1

(mod n).
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3.2 Systéme d’équations diophantiennes

Proposition 3.2.1. Soient a,b,d des entiers et r, s des entiers positifs. Alors
—a=b(modr) e a=b (mods)=— a=>b (mod [r,s]),
— ad=bd (modr) et d#0=a=0b (mod r/(r,d)).

Considérons I’équation de congruence ax = b (mod n).
Lemme 3.2.1. On a
ar=b (modn) dans Z <= axr=>b dans Z/nZ.
Preuve. En effet

ar=b (modn)<=ar=b+nk (k€Z)<=a-z=0.

Proposition 3.2.2. L’équation ax = b (mod n) a des solutions entiéres ssi pged(a,n) | b.
Preuve. Résoudre ax = b (mod n) dans Z équivaut a résoudre ax + ny = b dans Z>2. ]

Supposons que pged(a,n) | b. Soit d = pged(a,n). Alors I’équation du départ devient

(a/d)x = (b/d) (mod n/d) <= (a/d)z = (b/d) Z/(n/d)Z.
Dow @ = (a/d)  (b/d) dans Z/(n/d)Z.
Comment calculer a tq ab =1 (mod n) ou (a,n) = 1. i) par lalgorithme étendu d’Euclide,
ab+nk = 1. ii) par le théoréme d’Euler : a - a*™~' =1 (mod n).
Considérons le systeme d’équations de congruence

aix = by (mod my)
asx = by (mod my)
a,x = b, (mod m,)

D’apres ce qui précéde, ce systéme équivaut a résoudre plusieurs systemes de type suivants :
xr=0b (modmy) --- xz=b (modm,) (9)

Lemme 3.2.2. Soient my,...,m, des entiers > 0 deux & deux premiers entre eux. Si m; | n
pouri=1,...,7 alors my---m, | n.
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Preuve. Par récurrence sur r et Gauss. Pour r = 1 il n’y a rien & démontrer.

H.R. vrai pour r — 1.

Comme m, divise n = mq ---m,_1q et m, est premier avec my ---m,_1, donc Gauss implique
que m, | q, i.e. ¢ = m,q'. ]

Lemme 3.2.3. Simy,...,m, sont tous premiers avec m, alors (my ---m,,n) = 1.

Preuve. Bézout : m;u; + nv; = 1. On les multiplie : mq---m,u;---u, + nV = 1. Le thm de
Bézout permet de conclure. ]

Théoréme 3.2.1 (Thm. du reste chinois). Soient my,...,m, des entiers > 0 deuzr & deuz
premiers entre euz. Alors le systéme (S) a des solutions et deuz solutions différent d’un multiple
de my...m,.

Preuve. Soit M = my...m,, m, = M/m; (1 <i <r). Par Lemme 1, M et m/ sont premiers
entre eux. Il existe donc un entier ¢; tel que mic; = 1 (mod m;) pour i = 1,...,r. On vérifie
que

est une solution. En effet, m/; est un multiple de m; pour j # i, donc
r =bmic; =b;  (mod my).

Si 2’ est aussi une solution. Alors zo = 2’ (mod m;) pour i = 1,...,r. Comme my, ..., m, sont
deux & deux premiers entre eux, le Lemme 2 entraine que x = 2’ (mod my ... m,.). O

La preuve montre que la solution générale du systéme (S) est
r= Z bic;ml;  (mod M).
i=1

Exemple 3.2.1. Considérons le systeme
r=c¢ (mod10), z=c¢; (mod1ll),x=c3 (mod 13).
On est amené a résoudre les équations :
143z =1 (mod 10), 1302 =1 (mod 11),110z3=1 (mod 13).
et elles ont les solutions : z1 =7, 2z =05, z3=11. Donc

r = 143 -7c; + 130 - 5cy + 10 - 11c3
1001¢y + 650c2 + 1210c5  (mod 1430).
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Proposition 3.2.3. Sim et n sont deux entiers premiers entre euzx, alors o(mn) = @(m) ¢(n).
Preuve. Le thm du reste chinois signifie que 'application

¢:Z/mnZ  — Z/mL X L/nZ
x+mnZ  — (x+mZ, v+ nl)

est bijective. L’élément x + mnZ est inversible dans Z/mnZ ssi (x, mn) = 1, ce qui équivaut a
(x, m) =1et (z, n) = 1, & savoir que = + mZ et x + nZ sont inversibles dans Z/mZ et Z/nZ
respectivement. Par restriction on déduit une bijection ¢ de (Z/mnZ)* sur (Z/mZ)* x (Z/nZ)*.
Par conséquent ils ont le méme cardinal : ¢(mn) = ¢(m) ¢(n). O

Proposition 3.2.4. Soit p un nombre premier et n > 0. Alors
p(p") = (p—1)p" "

Preuve. Les nombres < p™ qui ne sont pas premiers avec p” sont précisément kp avec k =
1,2,....p" L Dou p(p") = p* — p" L. O

3.3 Application a la cryptographie

La cryptographie (du grec kruptos, caché, et graphein, écriture) est la science du codage et
du déchiffrement des messages codés. L’arithmétique de 'anneau Z/nZ des entiers modulo n
fournit des systéemes de codage.

On identifie l’alphabet avec 'ensemble 7./267Z en remplacant chaque lettre par son rang dans
Ualphabet, mais dans la pratique on devrait prendre Z/nZ avec n > 26 a cause de virgule,
d’espace, ...

3.3.1 Alphabet de Jule César ou codage par décalage

Le premier systéme authentique de cryptographie est celui de Jules César. Chaque lettre
était remplacée par celle située trois positions plus loin dans [’alphabet : c’est ainsi que le mot
BONJOUR devient DRQNRWS. En terme de l’anneau, c’est le codage par l'addition : a — a+2,
decodage par sousstraction : a — a — 2

a—a+2—a+2—2=a
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3.3.2 Codage par multiplication

Ceci consiste a la multiplication de chaque entier par un entier inversible modulo 26. Il y a
©(26) = 12 entiers inversibles modulo 26. Choisisson, par exemple, 7, appelé la clé de codage.
Alors le codage du mot 2 —15—14 — 11 — 10 — 15 — 21 — 18, qui signifie BONJOUR, est donné
par

14—-—1-20—25—-18—-1—17—22.

Pour le déchiffrer on multiplie chaque nombre par 15, qui est linverse de 7 modulo 26. Le
nombre 15 est la clé de déchiffrement. Illustration

a— Ta+— 15(7a) = a (mod 26).

Le déchifrement des codages ci-dessus (permutation de alphabet) est assez facile a trouver.

3.3.3 Codage par élevation & une puissance

Soit p(n) Uindicatrice d’Euler de n et soit h un entier premier avec p(n). Il existe alors un
entier k tel que

hk =1 (mod p(n)).
D’apres le thm d’Euler, pour tout a € (Z/nZ)* on a

a — a" — (a")F = 't = ¢

Par exemple, soit a coder le message BONJOUR. On remplace chaque lettre par son rang
dans Ualphabet. On obtient : 2151411101521 18. Choisissons n = 43. Nous avons p(n) = 42.
Elevons chacun des nombres a la puissance h =5 modulo 43. On obtient

32-38—-23-16—-25-38—4-19

3.3.4 Systéme RSA

Le probleme avec les exemples ci-dessus est que le codage et le déhiffrement peuvent étre
facilement déduites de quelques messages. Il suffit en effet de connaitre la fréquence d’apparition
des lettres dans un texte d’une langue donnée. A partir d’un échantillon de messages suffisant
le décryptage est rapide.

Le systeme RSA fournit une solution & ce probléme. On commence par compliquer le cryptage
en procédant comme suit. Au lieu de remplacer une lettre par une autre on peut remplacer
une suite, disonbs de k lettres ou symboles successifs (éventuellement des blancs) par un autre
symbole. Cela veut dire construire une application de A*, ou A est notre alphabet usuel auquel
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on a adjoint un certain nombre de symboles (virgule, point, blanc, ...) vers un autre ensemble
B. On donnera un exemple plus loin.

Dans cette section on va donner une breve introduction a la cryptographie. Plus précisément,
on va donner une description rapide et trés simplifiée du systeme RSA (pour Rivest, Shamir et
Adleman).

On commence On considére deux personnes appelées Alice et Bob par exemple, souhaitant
communiquer entres elles en toute confidentialité. Ils choisissent chacun une paire de nombres
premiers garnds, p, et q, pour Alice et p, et q, pour Bob. On pose ny = pyq, et ny, = pyq,. Puis
Alice choisit également un entier c, premier avec

o(ng) = (pr — 1)(gz — 1)

et Bob un entier ¢, premier avec

So(ny) = (py - 1)(% - 1)

La classe de congruence de [’entier c, admet un inverse d, dans le groupe multiplicatif
(Z[n.Z)* ~ Z]o(ng)Z. Cette classe est facile a calculer rapidement dans la mesure ot l'on
connaiit la valeur de p(n,). De méme la classe de congruence de lentier ¢, admet un inverse
d, dans le groupe multiplicatif (Z/n,Z)* ~ Z/p(n,)Z, elle est rapide a calculer dans la mesure
ot l'on connait la valeur de p(ny,). Nous ne rentrerons pas dans les détails mais ce calcul, en
temps, est court.

Mais si on ne connait que les valeurs n, et n,, respectivement n, et c,, le calcul devient tres
difficile, c’est-a-dire tres long en temps. La seule fagon connue de procéder en général est de
chercher la décomposition en nombres premiers de n, et n,, puis d’en déduire les valeurs de la
fonction d’Euler.

La décomposition en nombres premiers est facile théoriquement, on divise successivement par
tous les nombres premiers, par contre, elle est extrémement longue du point de vue du temps de
calcul, au point de devenir inaccessible des que les nombres en jeu sont tres grands. Pratiquement
le calcul de d,, respectivement d,, est impossible a partir de n, et c;, respectivement de n, et c,.

Les messages sont alors codés de la fagon suivante. D’abord les lettres des alphabets B in-
troduit plus haut sont identifiées a des classes de congruences inversibles modulo n, d’une part,
a des classes de congruences modulo n, d’autre part. On entend par la que l'on se donne une
application injective de

a : B— (Z/n,Z)*

et une application injective
B : B—> (Z/n,Z)*

Ces identifications sont publiques et connues des correspondants.
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On ne considére donc maintenant que des suites de symboles qui sont des classes de congruences.

Les clés ny, c; et ny, c, sont publiques. Les valeurs de py, qz, d, €t py, qy, dyy par contre sont
secréetes et ne sont connues que de Alice, respectivement de Bob. Bient entendu les valeurs de
o(ng) et o(n,) sont aussi secrétes.

Supposons alors que Alice veuille coder un message destiné a Bob et que ce message soit
exprimé comme une suite de symboles appartenant o (Z/n.Z)*. Il applique a cette suite de
symboles, soit (ay,as, ..., a,...) la transformation :

(ar,ag, ... ag,...) = (a a5, ...,a,...)

puis il envoie le message. Le calcul effectif n’est pas prohibitif en temps.
Quand Bob regoit le message il applique la transformation inverse :

(by,bo, .. by, ) = (BF B3 b))

Ce qu’il est seul a pouvoir faire dans la mesure ot il est le seul a connaitre d,. Ceci restitue le
message €mais.

Décrivons maintenant le processus sur un exemple. Supposons que l’on veuille transmettre le
mot cryptage. On commence par le diviser en parquets de 2 lettres successives. On obtient donc
la suite cr, yp, ta, ge. Chotsissons p, = 19, ¢y = 43. On a n, =817 et p(n,) = 756.

Supposons avoir choisi une application 3 de A* dans (Z/817TZ)*. C’est possible, il suffit de
comparer les cardinauz. Supposons avoir

ﬁ(C?”) =2, 5(3/27) =11, 5(ta> =3, B(Q@) =38.

Bob choisit maintenant ¢, = 11 et a l'aide de ’algorithme d’Euclide, trouve d, = 275. Alice
connait la valeur de c, et donc aplique la transformation suivante

(2, 11, 3, 8) + (2!, 11, 311 8M) = (414, 64, 675, 677) (mod 817),
et transmet. Bob applique alors la transformation suivante :
(414, 64, 675, 677) — (414%™, 64*™, 675%™, 677°™) = (2,11,3,8) (mod 817).

Il est le seul a pouvoir la faire, étant le seul a connaitre d,.



Chapitre 4

Groupes

Résumé

Groupes. Generalités. Exemples. Sous-groupes. Morphismes. Image et noyau d’un morphisme.
Isomorphismes. Produit direct. Automorphismes. Conjugaisons. Centre. Ordre d’un groupe. Groupe
symetrique. Théoréme de Cayley. Groupes monogénes et groupes cycliques.

4.1 Définitions, généralités, exemples

Définition 4.1.1. Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition interne *, i.e.,
une application x : G X G — G qui satisfait aux conditions suivantes :

i) la loi * est associative,

ii) il existe un élément neutre e, i.e., e x a = ax e = a pour tout a € G,

ii1) tout élément est symétrisable, i.e., Ya € G, Ja’ € G tel que axa’' = a' xa = e.

Le groupe (G, %) est dit abélien ou commutatif si la loi x est commutative, i.e., a xb = b *

a, VYa,b € G.

Remarque 4.1.1. Le couple (G, %) avec i) est dit un semi-groupe et (G,*) avec i) et i) est
appelé monoide. Dans un groupe, [’élément neutre e est unique. En effet, si € est aussi un
élément neutre, alors € = e x e = e par définition. L’inverse de chaque élément a est aussi
unique : sid'a =ad =e alorsa ! =exa ! =daa' =de=ad.

Notation On note en général la loi de composition multiplicativement : ab := a*x b et addidive-
ment si elle est commutative : a4+ b := a *b.

Les éléments neutres sont respectivement donc 1 et 0. L’élément inverse de a est aussi noté

39
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respectivement a~' et —a. Par suite, pour tout n € N,

" = xx-oxkg =g bk x !
— —
n n
nr = g+---+x (—n)xr =(—x)+ -+ (—2)
—— Q ~—
n n

Exemples 4.1.1. — (Z, +), (Q, +), (R, +), ({-1,1}, -), (Q%, -) et (Z/nZ, +) sont tous des
groupes abéliens.

— L’ensembles des éléments inversibles ((Z/nZ)*, x) est un groupe multiplicatif abélien.

— L’ensemble des matrices inversibles d’ordre n, a coefficients réels GL(n,R) muni du produit
de matrices, est un groupe non commutatif si n > 2.

— L’ensemble &,, des bijections de {1,...,n} muni de la composition d’applications est un
groupe non abélien si n > 2. Par exemple, si

(123 4 Lo (1234
773 41 2 @ T=\124 3 1)

(1234 L (1234
T 4 213) T T3 1 24)
Remarque 4.1.2. Soit a € G. Alors f, : G — G définie par f,(x) = ax (Vz € G) est une
bijection.

alors que

On peut caractériser un groupe par sa table de multiplication lorsque le cardinal est petit. 1
est clair qu’il n’y a qu’un seul groupe d’ordre 1 : ({e}, -}). Les groupes d’ordre 2 et 3 sont les
sutvants :

= *lelalb

a
elelalbd

ela
alalble

alale
blblel|a

Il y a essentiellement deux groupes d’ordre 4 (qui sont isomorphes a Z/27 x 7.]27. et Z.]AZ).
Soit G = {e,a,b,c} un groupe. On distingue deux cas : a®> =e (oub®> =e ouc®* =¢) :

lefafb]c lefafb]c]
elelalbl|c ellelalbd]c
allale|lc|d ou allale|lc|d
bl blclel|a b||blclale
cllclblale cllec|ble]|a
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et a® # e (oub* #e, ou * # e), soit a> = b, alors

| “lelafb]c]
ellelalb|c
allalb|cle
bllblclela
cllelelalbd

On voit que les deuz derniers groupes {e,b,b* b3} et {e,a,a® a®} sont isomorphes. Ils sont tous
abéliens. Je vous laisse le soin de vérifier l’associativité.

4.2 Sous-groupes et morphismes
Soit (G, *) un groupe et H, K deuz parties de G. On définit

H- K = {zy|lxeH ye K},
H' = {z7'|re H}.

Définition 4.2.1. Une partie non vide H de G est un sous-groupe de G si (i) H-H C H (i1)
H'eH.

On note H < G si H est un sous-groupe de G. Autrement dit, le sous-ensemble H a une
structure de groupe par rapport a la loi x. Comme H # (), 3a € H et donc l’élément neutre
~1
e=aa € H.

Proposition 4.2.1. Soit H un sous-ensemble non vide de G. Alors H est un sous-groupe de G
ssi H-H'C H.

Preuve. Exercice. O

Exemple 4.2.1. — Tout groupe G a au moins deux ss-gr : G et {e}, qui sont appelés sous-
groupes triviaux. Tt sous-groupe # G est appelé sous-groupe propre de G.

— Soit G un groupe. Alors Z(G) = {x € G : xy = yx Yy € G} est un sous-groupe de G, qui est
appelé le centre de G.

Proposition 4.2.2. Soit (H;)e; une famille de sous-groupes de G, alors N;erH; est un sous-
groupe de G.

Preuve. Exercice. OJ
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Proposition 4.2.3. Etant donnée une famille de groupes (Gi,...,G,), le produit cartésien
G1 % -+ x Gy, muni de la loi de composition interne :

(1, Tiy ooy n)y Yty oo s Yis ooy Un)) = (T1Y1y e o Ty oy TnYn)
a une structure de groupe.
Preuve. Exercice. O
Définition 4.2.2. Ce groupe s’appelle le produit direct des groupes Gq,...,G,.

Les groupes sont importants tant pour eux mémes que pour les relations qu’ils ont entre eux.
Celles-ci s’expriment par les applications d’un groupe dans un autre, compatible aux lois a la
source, et au but, plus précisément :

Définition 4.2.3. On appelle (homo)morphisme de (G, -) dans (G, *) une application ¢ : G —
G’ telle que
V(z,y) € G ola-y) = d(2) * d(y).
De plus, ¢ est un
— Isomorphisme <= Homomorphisme bijectif
— Endomorphisme <= Homomorphisme + G = G’
— Automorphisme <= Endomorphisme bijectif
— Epimorphisme <= Homomorphisme surjectif.
On dit que deuz groupes sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.

Remarque (i) ¢(e) est I’élément neutre € de G'. En effet, ¢ x ¢p(e) = ¢(e) = d(ee) =
o(e) x p(e), d'ou e = ¢(e).
(ii) ¢(x)~" = ¢(z™") car p(a7")(x) = dp(za™") = d(e) = ¢'.

Définition 4.2.4. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes. Son image et noyau sont définis
par Im(¢) = {6(x) | = € G} et Ker(9) = {z € G | ¢(x) = ¢'}.

Proposition 4.2.4. Un morphisme de groupes ¢ : G — G’ est injectif ssi Ker(¢) = {e}.

Preuve. En effet, ¢(z) = ¢(2') = ¢(za’™!) = ¢ = z2/~! = e = = = 2/. La réciproque est
claire. n

Les définitions ci-dessus donnent de nouveauxr moyens de construire des groupes.

Proposition 4.2.5. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes. Alors Im(¢) est un sous-groupe
de G' et Ker(¢) est un sous-groupe de G.
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Preuve. En effet, Im(¢) # 0, car ¢(e) € Im(9), et ¢(x)p(y) ' = ¢p(zy~') € Im(¢). Le résultat
suit.

Comme e € Ker(¢) on a Ker(¢) # 0. Si z,y € Ker(¢), alors ¢(zy™1) = ¢(z)d(y) ™' = e'e’ = ¢.
Il en résulte que 2y~ € Ker(9). O

Exemple 4.2.1. Soit u : Z — Z un endomorphisme de (Z,+). Soit u(1) = n. Alors u(2) =
u(l) +u(l) = 2n et Vo € Zy on a u(z) = zu(l) = nx et u(—x) = —u(xr) = —nx. Donc
u(z) = nx pour tout x € Z et Im(u) = nZ. Il est clair que u est un automorphisme ssin = £1.

Exemple 4.2.2. L’application p : Z — Z/nZ définie par a — a est un epimorphisme de
groupes, de limage Z/nZ et de noyau nZ.

Exemple 4.2.3. On considére application f :=exp: (R,+) — (R4, X), x — exp(x). Alors f
est un isomorphisme de groupes : f(x+y) = f(z)- f(y) avec Uinverse g :==1In : (R, x) = (R, +),
g(z) = Inz).

Exemple 4.2.4. L’application ¢ : Z/mnZ — 7./mZ x Z/nZ définie par
a:=a+mnZw (a:=a+mZ,i:=a+nZ)
est un isomophisme de groupes additifs ssi m et n sont 1™ entre eux.

En effet, sim et n sont 1" entre eux, alors le théoréme chinois implique que ¢ est bijective.
Réciproquement, si pged(m,n) =d > 1, alors mn/d — (0,0) et Ker ¢ # {0}. Donc ¢ n’est pas
mjective.

Exercice 4.2.1. Etudier le morphisme ¢ pour (m,n) = (2,2) et (2,3) en donnant la corres-
pondance explicite.

Soit Aut(G) l’ensemble des automorphismes du groupe G. Muni de la loi de composition
d’applications Aut(G) est un groupe. Il n'est pas facile de déterminer Aut(G). Mais on peut en
trouver facilement un sous-groupe.

A tout x € G on associe lapplication i, : G — G définie par g — vgr~!.

Proposition 4.2.6. L’application i, est un automorphisme de G, i.e., i, € Aut(Q).

Preuve. Pour tous a,b € G, on a i,(ab) = x(ab)z™' = zaz'zbz™ = i,(a)i,(b), donc i, est un
endomorphisme. D’ailleurs, pour tout g € G il existe ¢’ = 7 'gz € G tel que i,(g') = g donc i,
est surjective. Enfin, i,(a) = i,(b) ssi a = b. Donc i, € Aut(G). O

Définition 4.2.5. On appelle i, un automorphisme intérieur de G. L’ensemble des automor-
phismes intérieurs de G sera noté Int(G).
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On a donc un morphisme ¢ : G — Aut(G) défini par x — i,. En effet, Vx,y € G, on a

Vg € G, Iy © iy(Q) = %c(ly(g)) = ixy(Q)-

Donc iy 01y = 1yy.
On a Im(¢) = Int(G). D’autre part, un élément x € G appartient au noyau Ker(¢) ssi
i = Id, i.c., xgx™' = g soit xg = gx pour tout g € G. Donc le noyau est l’ensemble des
éléments qui commutent avec tout élément de G. Cet ensemble s’appelle le centre de G, noté
Z(G), c’est-a-dire
Z(G)={9€G:gr=xgVre G}

Définition 4.2.6. Deux éléments de x,y de G sont dits conjugués s’il existe g € G tel que
ig(x) = y. L’ensemble des éléments conjugués a x € G s’appelle sa classe de conjuguaison, i.e.,
Co ={gzg™" | g € G}.

Cette notion n’est pas intéressante pour un groupe abélien car si G est abélien, C,, = {x}
pour tout x € G.

Proposition 4.2.7. La relation de conjugaison dans un groupe G est une relation d’équivalence
de G.

Preuve. La réflexivité est claire car i.(x) = x. Pour la symétrie, si iy(x) = y alors i,-1(y) = .
Enfin, pour la transitivité, si l'on a i,(x) = y et iy (y) = z, alors iy4(x) = 2. O

Rappelons que ’ensemble des permutations ou bijections Sx d’un ensemble X muni de la
composition des applications est un groupe, appelé le groupe symétrique de X . En particulier Sg
est un groupe.

Pour tout g € G on définit l'application 7, : G — G par x — gx, appelée translation a
gauche.

Lemme 4.2.1. L’application ¢ : G — S définie par g — 7, est donc un morphisme injectif,
1.€.,

(1) Pour tout g € G, 1, est une bijection de G.

(11) Pour tous g,¢' € G, on a 7,0 Ty = Tyy.

(11i) Pour tous g,9' € G, 7y, =Ty ssig=4¢'.

Preuve. (i) Vy € G il existe un unique x = g~y tel que 7,(x) = y. Donc 7, € S¢.
(ii) g, € Gona1yoty(x) =T1,(9'7) = g¢'(x) = Tye (). Donc 7,0 7y = Tyy.
(iii) Si gz = ¢’z pour tout z € G, alors g = ¢’ pour = = e. O

Théoréme 4.2.1 (Cayley). Tout groupe G est isomorphe a un sous-groupe de son groupe sy-
métrique Sg.
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Démonstration. D’aprés le lemme, le groupe G est isomorphe & son image Im(y), qui est un
sous-groupe de Sg. O

Remarque 4.2.1. [l s’agit d’établir un morphisme injectif de G dans Sg. On remarque que le
morphisme x v« i, nest pas injective, car i, =i, ssi vy~ € Z(G).

4.3 Groupes monogeénes et groupes cycliques
Nous définissons maintenant la notion de systéme de générateurs pour un groupe.

Définition 4.3.1. Etant donné un groupe G et un sous-ensemble P de G, on appelle le sous-
groupe engendré par P lintersectin de tous les sous-groupes de G contenant P, noté (P).

En fait, on a
(P) ={af" ...2ir |neN, xq,...,2, € P, ¢ = £1}.

L’ensemble ainsi défini est un sous-groupe de G. Par définition tout sous-groupe de G contenant
P contient ce sous-groupe.

Soit P = {x1, xa,...,2,} une famille finie d’éléments de G. On notera

<Q?1, $2,...,$n>.

le sous-groupe engendré par P. Les éléments x; sont appelés les générateurs. L’ensemble P =
{1, x9,...,2,} est un systeme de générateurs. Il n’y a évidemment pas d’unicité des systémes
de générateurs.

Définition 4.3.2. On dira que G est engendré parn éléments s’il existe n éléments x1, T, ..., T,
dans G tel que G =< xy1, T, ..., &, >.

Le cas des groupes engendrés par un élément mérite une attention particuliere. On remarque
que ces groupes sont tous commutatifs. En effet si x désigne le générateur, le sous-ensemble
{z" | n € Z} du groupe est un sous-groupe qui s’identifie au groupe par hypothese. Il est clair
que ™ commute a " pour tous m et n.

Définition 4.3.3. Un groupe est dit monogéne s’il existe un systeme générateur réduit a un
élément. Un groupe monogéne fini est appelé un groupe cyclique.

Par ezemple, le groupe Z est monogéne et Z/nZ est cyclique. Mais les groupes Z™, avec
n > 1, ne sont pas monogénes.
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Définition 4.3.4. Soit G un groupe et soit x un élément de G. On appelle ordre de x, noté
o(x), s’l existe, le plus petit entier positif non nul tel que x" = e. Si un tel entier n’existe pas
on dit que l’élément est d’ordre infini. Un élément d’ordre fini est aussi dit de torsion.

Par exemple dans Z/nZ la classe de 1 est d’ordre n.
Dans le groupe multiplicatif U des nombres complexes de module 1, i.e., U ={z € C| |z| =1},
qui est un sous-groupe du groupe multiplicatif (C*,-), I’élément i = '™ est d’ordre 4, I’élément
j = e/ est d’ordre 3, lélément —j est d’ordre 6, et Uélément ij est d’ordre 12.

Proposition 4.3.1. Soient G un groupe et x un élément de G d’ordre n. Alors tout entier k
non nul tel que x* = e est un multiple de n.

Preuve. Soit k tel que z* = e. Faisons la division euclidienne de k parn : k = ng+r, 0 < r < n.

On a donc e = 2% = 7" = (2")92" = 2", donc 2" = e. Comme 0 < 7 < n, par définition de n,
onar=0>0. O

Définition 4.3.5. Le cardinal d’un groupe G est aussi appelé son ordre. On le note |G]|.

Proposition 4.3.2. Soit G un groupe monogene. Alors G est soit isomorphe a Z soit isomorphe
a Z/mZ pour un m € N* fizé.

Preuve. Soit G =< x >. Considérons le morphisme de groupes :
0:Z—G, n—a".

C’est un épimorphisme car x est un générateur de G. Le noyau de ¢ est un sous-groupe de Z.
Il existe donc un m € N tel que Keryp = mZ.

Si m = 0, alors ¢ est injective et donc un isomorphisme.

Si m > 0, alors l'ordre de x est m. Deux éléments ont méme image ssi ils sont congrus
modulo m. Donc le sous-groupe image, qui est le groupe G lui méme, est de la forme

G=1{euwx,. . .a" Y},
qui est isomorphe & Z/mZ par l'identification k ~ a*. O
Corollaire 4.3.1. L’ordre d’un élément est égal au cardinal du sous-groupe qu’il engendre.

Ceci résulte de la preuve précédente. En effet, si l'ordre de x est infini, alors < x > est
isomorphe a Z. St l'ordre de x est fini, soit n. Alors la démonstration précédente montre que le
cardinal de < x > est n.

On note n A'm le pged de n et m.
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Proposition 4.3.3. Soit G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur de G. Pour tout
k€ Z, Uordre de a* € G est o(a*) = . En particulier, G =< a" > ssin Nk = 1.

Preuve. Soit k € Z. Posons d =nAk.Onan =dn' , k= dk" avecn’ ANk’ = 1. Pour tout m € N
on a
()" =eswdm=cen|kmen|kmen | m.

Ainsi n' = n/ A k est le plus petit entier non nul tel que (a*)” =e. On a donc n' = o(a®) O

On note qu’il existe p(n) générateurs distincts dans G si |G| = n. Par ezemple, on a ¢(6) = 2
et ZJ6Z =< 1 >=<5 >.

Exemple 4.3.1. Le groupe multiplicatif U, = {1,(,(?,..., ("'} des racines n*™* de l'unité
dans C, est engendré par ¢ = exp(2in/n). Il est cyclique d’ordre n. Les générateurs du groupe
U,, sont appelés les racines n'®™ primitives de ['unité. L’ensemble des générateurs de Ug est

{C.¢7, ¢, ¢H, ¢ T ¢ = exp(2im/18).

Proposition 4.3.4. Soit G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur. Soit x € G, et soit
d un diviseur de n. Il eviste y € G tel que y? = = ssi rd = e.

Prewve. Soit x = a*, alors z@ = a"/¢ = ¢, donc n | 2 = d | k. On a donc
x = (ak/d)d.
L’implication inverse est immédiate : z = y? = 24 = y" = e. O

Théoréme 4.3.1. Soit G =< g > un groupe cyclique d’ordre n.

1. Si H est un sous-groupe de G, alors H =< g% > pour certain d | n.
2. Si H est un sous-groupe de G avec |H| =k, alors k | n.

3. Sik|n, alors < g™* > est l'unique sous-groupe de G d’ordre k.

Preuve. (On construit d’abord un sous-groupe cyclique dordre d)

1. Si H < G est un sous-groupe de G, alors I'application ¢ : Z — G défénie par ¢(k) = a* est
un epimorphisme de Z sur G. Comme ¢~ '(H) est un sous-groupe de Z, il existe un m € N
tel que ¢~ (H) = mZ. Donc H = ¢p(mZ) =< g™ >. Le résultat est clair si |[H| = 1. Sinon,
soit d = pged(m,n). Comme d | m on a g™ = (¢?)™/¢ donc H c< ¢g* >. Or d = xm + yn, ot
x,y € Z,on a

gt = (g™ (¢") = (") e< g™ >=H.

Ceci prouve que < g¢ >C H et donc H =< g >.
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2. D’apres 1. soit H =< g% > avec d|n. Alors k = |H| = o(¢g") = 2. Donc k|n.

3. Supposons que K est un sous-groupe de G d’ordre k. Par 1. soit K =< g™ > ott m | n. Alors
k=|K|=o(g™) =n/m. Dot m =n/k, et K =< g"/* >

]

Proposition 4.3.5. Soit G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur. Alors le groupe
Aut(G) est isomorphe au groupe (7 /nZ)*.

Preuve. Notons End(G) I'ensemble des endomorphismes de GG. On observe qu'un morphisme
f: G — @G est déterminé par 'image de a. En effet f(a*) = (f(a))* pour tout k € Z.

On définit I'application ¢ : End(G) — Z/nZ par f ~— [ si f(a) = a'. Montrons que
f € Aut(G) ssi ¢(f) est inversible dans Z/nZ. Soit g I'automorphisme réciproque de f avec
g(a) =a*. On a go f(a) = g(a') = a* = a, soit kI = 1. Ce qui veut dire que [ est inversible. On
a donc une bijection ¢ : Aut(G) — (Z/nZ)*. Vérifions que c’est un morphisme de groupes. Si
g+ kie. g(a) = d*, alors

fogla)= f(g9(a)) = f(a") =a" = fogrs kl =kl

Ceci démontre en fait que ’application ¢ est un isomorphisme de groupes. La loi a gauche étant
la composition des applications, celle & droite la multiplication. O

4.4 Classes modulo un sous-groupe, indices

Définition 4.4.1. Soit G un groupe et H < G. Pour tout x € G, l’ensemble tH = {zy |y € H}
est appelé classe a gauche de x modulo H et l'ensemble Hx = {yx |y € H} est appelé classe a
droite de x modulo H.

Si G n’est pas abélien, on n'a pas tH = Hx en général pour x € G. Si tH = Hx pour tout
x € G on dit que H est un sous-groupe normal ou distingué de G.
— Pour que y € xH, il faut et il suffit que x~'y € H.
— Pour que y € Hz, il faut et il suffit que yz~=* € H.

Nous avons défini dans G deux relations qui sont en général distinctes lorsque G n’est pas
abélien. Le résultat sutvant en précise la nature.

Proposition 4.4.1. Soit H < G. On dit que deux éléments x et y de G ont une relation, notée
r~y, stz ty € H (resp. yv=' € H). La relation ~ est relation d’équivalence dans G.

Démonstration. Faisons la démonstration pour la 1re relation (la seconde s’endéduit sans diffi-
culté.) :
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a) réflexivité : 7'z = e € H (qui est un sous-groupe) ;
b) symétrie : supposons 'y € H, alors y 'z = (y~'z)~! € H (qui est un sous-groupe) ;
c) transitivité : supposons z 7'y € H et y™'2 € H; alors 712 = (z7'y)(y~'2) € H (qui est un
sous-groupe).
]

Définition 4.4.2. La relation x~1y € H est appelée congruence & gauche modulo H. La relation
y o € H est appelée congruence a droite modulo H.

Proposition 4.4.2. Soit G un groupe et H < G. Pour tout x € G, la classe xtH (resp. Hx) est
en bijection avec H.

Preuve. Tout élément x € G étant inversible, I'application de H sur xH : y — xy est une
bijection O]
Théoréme 4.4.1 (Lagrange). Soit G un groupe fini et H < G. Alors l'ordre de H divise [’ordre
de G.

Preuve. D’apreés la prop. précédente, la relation de congruence modulo H partage G en classes
d’équivalence G/H = {x1H, ..., x.H}. Comme chaque classe 2 H est en bijection avec H, on en
déduit que |G| =>"1_, |z H| = r|H]|. O
Définition 4.4.3. Le cardinal de G/H est appelé l'indice de H dans G. On le note |G : H].

Corollaire 4.4.1. Soit G un groupe fini d’ordre n. Alors l'ordre de tout élément de G divise n.
Preuve. Soit x € G. L’ordre de x est 'ordre du sous-groupe < x > et donc divise n. O]

Corollaire 4.4.2. Tout groupe fini dont l’ordre est premier est cyclique.

Preuve. Soit x € G distinct de I'élément neutre (ga existe car o(G) > 2). D’aprés le corollaire
précédent, o(x) divise o(G). Ce dernier étant premier, on a o(z) = o(G). D'out G =<z >. O

4.5 Sous-groupes distingués, groupes quotients

Définition 4.5.1. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G ; on dit que H est distingué ou
normal si xH = Hx™' pour tout x € G. On note H < G.

Cela signifie que modulo H les classes a gauche sont identiques auz classes a droite; la
condition peut aussi s’écrire H = xHax™', ce qui signifie : le sous-groupe H est globalement
inwvariant par tout automorphisme intérieur de G.

Remarque. L’inclusion tHx~' C H, pour tout x € H, suffit pour vérifier que H est normal
dans G (car H = y(y '*Hy)y~' C yHy™!).

Exemples : Les sous-groupes {1} et G sont normauz dans G, s’il n’y en a pas d’autre on
dit que G est simple.
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Théoréme 4.5.1. Soit ¢ un morphisme de G dans G'.
1) Pour tout sous-groupe H' normal dans G', alors ¢~ '(H') est normal dans G.
2) Si p est surjectif, pour tout sous-groupe H de G, alors ¢(H) est normal dans G'.

Preuve. 1) Soit x € o 1 (H') et y € G. On a p(yzy™') = p(y)p(x)e(y)™t € H'. Dot yxy ' €
@ ' (H') et puis
ye H(H)y ™ C T (H),
2) Soit ' = ¢(x) € p(H) et Yy € G' = ¢(G), alors
vy = p)e@)ely) ™ = elyzy™") € p(H).
Dou y'p(H)y' ™' C (H). O

Voici un critére pour qu’un sous-groupe soit distingué.
Proposition 4.5.1. Soit H < G. Si |G : H] =2, alors H <G.

Preuve. Soit a € G.Sia € Hyona Hao = H = aH. Sia ¢ H,'indice de H étant 2, la partition
de G en classes a gauche (resp. a droite) est G = H U Ha (resp. G = H UaH). On a donc
Ha = H®=aH. Donc H est distingué. 0

Définition 4.5.2. Une relation d’équivalence R de G est dite compatible avec la structure du
groupe G si
aRb, a'RY = aa’ R bl

Une relation d’équivalence R sur un ensemble E induit une partition de G, qui est I’ensemble
des classes d’équivalence, notée E/R. Si G est muni d’une loi de composition interne *, et la
relation d’équivalence R est compatible avec 'opération * sur G, alors on peut définir une loi
de composition interne sur G/R.

Proposition 4.5.2. Si la relation d’équivalence R est compatible avec la loi de composition
interne * de G, en posant T -y = T *y on définit une loi de composition interne sur G/R. Si
% est associative (resp. commutative, avec élément neutre), l'opération quotient - posséde cette
propriété sur G/R. Six € G est inversible, T est inversible dans G/R. Son inverse est la classe
de x71.

Preuve. Soit (a,b) € G/R x G/R. Il existe (z,y) € G x G tel que (a,b) = (Z, ). Si on considére
d’autres représentants 2’ € F et 3y’ € G des calsses a et b, on a xRz’ et yRy'. Par 'hypothése
onazxx*xy=axy. Ainsi, T * y ne dépend que de a et b et non des représentants = et y choisis.
Il existe donc une application bien définie de E/R x E/R dans E/R telle que pour tout z € E
et pour tout y € E I'image de (Z,y) soit T * y. Cela démontre la premiére assertion.

Si * est associative sur F, il en est de méme pour I'opération quotient car :

(Z-y)-z=T*y-z=(rxxy)xz=xx*x(y*x2)=Z-yxz2=2-(y-2).
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Si * est commutativeon aZ-y=T*y=y*z =7 T et (F/R,-) est commutatif.

Si e € F est élément neutre pour *, pour tout £ € F/Ronaée-T =exxz = T et de méme
T -€ =T donc € est neure dans E/R.

Si x € E a un inverse y, de la relation rxy = y+xx =eondéduit z-y =9y -7 = e donc T a
pour inverse y dans E/R. O

Soit a = {b € G : aRb}. Si R est compatible avec la structure de G, on peut alors définir
une loi sur G/R ={a:a € G} : (a,b) — ab. Revenons maintenant a la question : quand est-ce
que la relation de congruence modulo H est compatible avec la loi de composition du groupe G ¢

Proposition 4.5.3. Soient G un groupe et H < GG. Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) y € xH (resp. y € Hx) est compatible avec la loi de composition de G.

(i1) H est distingué (donc les deux congruences sont identiques).

Preuve. ()= (ii) Pour tout y € H et z € G, comme = € zH et 7' € 7 'H on a zyz~' €
zex 'H = H,donc sHa=' C H.

(il)=> (i) Supposons que = € yH et &’ € y'H. Alors z2’ = yhy'h' = yy'hih' € yy'H, ou
hy' = y'hy avec hy € H car H est distingué. Donc la relation z € yH est compatible avec la loi
de G. m

D’apres les deux propositions précédentes, on a

Proposition 4.5.4. Soit H<G et T := xH la classe de congruence de x € G modulo H. Alors,
lensemble quotient G/H, muni de la loi de composition Txy = Ty a une structure de groupe. De
plus, Uapplication canonique ¢ : x +— T est un épimorphisme de G vers G/H tel que Ker o = H.

Exemple 4.5.1. Soit H = nZ avec n € N. Alors H < Z. On retrouve le groupe qutotient
@/, +).

4.6 Groupes symétriques

Soit E un ensemble fini ayant n éléments. Quitte a renuméroter les éléments, on peut sup-
poser que E = {1,...,n}. Les bijections de E sur E sont appelées les permutations de E. Le
groupe des permutations de E est le groupe symétrique. Pour définir un élément o de &, le
plus simple est de donner le tableau de ses valeurs :

(ot oty ot )

On utilise aussi la notation linéaire o = o(1)o(2)...0(n).
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Définition 4.6.1. Soit n > 2 un entier. Pour toute permutation o € &, on appelle nombre
d’inversions de o l’entier :

in0) = #{(i, ) € {1,....n}%i < j etoli) > o)}
On appelle signature de o l’entier valant +1 ou —1 défini par :
5(0’) — (_1)mv(a).
Proposition 4.6.1. Soit 0 € G,,. On a
o(i) —o(j)
()= [T “O=oW)

i~

1<i<j<n

Démonstration. Comme o est une bijection de {1,...,n} sur lui méme, 'application qui & tout
doublon {i,j} a {o(i),0(j)} est aussi une bijection de ’ensemble des sous-ensembles & deux

¢léments de {1,...,n} sur lui méme. Dans le produit [], ;- %j(]) tous les facteurs du

dénominateur se retrouvent donc une fois et une seule au numérateur, éventuellement changé
de signe lorsque i < j et o(i) > (j), ce qui donne exactement €(o). O

Théoréme 4.6.1. Soient o et 7 deux permutations de S,, ; alors on a
e(or) = e(o)e(r).
Autrement dit, l'application ¢ : &,, — {—1,+1} est un morphisme de groues.

Démonstration. On a

_ o7(i) —o7(j) (1) —7(j)
Sl = (H (i) = () )(H i >

1<j 1<J

Le fractur [[,_; T(igig(j) est égal par définition a €(7), il reste & montrer que le facteur [[,_; %
est égal a £(0). Pour cela, on note que I'application qui & tout doublon {4, j} associe le doublon
{#,7'}, ou i =7(i) et j/ = 7(j), est une bijection de ’ensemble des parties & deux éléments sur
lui-méme et que par ailleurs on a les égalités

or(i) —or(j) _7()—7() _ 1) —7()

(i) —7() P j =

On o done 6) - o705) @) - o)
or(i) —o1(j) o(i) —o(j
=6 = L=~

i<j i<y’
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Remarque 4.6.1. Soit n > 2 un entier. Le noyau ker(e) est un sous-groupe de &,, appelé le
groupe alterné, noté A,. 1l est clair que le cardinal de A,, est n!/2.

Définition 4.6.2. — Le support de 0 € &, est l’ensemble des éléments k € [n] tels que
o(k) # k.

— Un élément ¢ de &,, est un cycle, s’il permute circulairement certains éléments 11,1z, ...,
de [n] et fize les autrees éléments de [n] :

C(il) = ig, C(ig) = ig, N C(l'k_1> = ik, C(’ik> = il.
On dit que ¢ est un k-cycle, noté (i1, s, ..., 1).

La partie {iy,is,...,ix} de E est le support de ce cycle. Le cardinal du support s’appelle la
longueur du cycle. Cette notation de c n’est pas unique, puisqu’on peut commencer par n’importe
quel élément de son support.

Proposition 4.6.2. L’ordre d’un k-cycle c de G,, est donc la longueur k du cycle.

Démonstration. Soit ¢ = (i1, ...,i). Alors ¢*(i,) = i, pour 1 < p < k et k est le plus petit
entier strictement positif tel que c¢* = e. O

Deuzx cycles ¢, ¢ sont dits disjoints si leurs supports sont des parties disjointes de E. Dans
ce cas on a cd = cec.

Définition 4.6.3. Un 2-cycle de support {i,j} est appelé transposition et noté (i,j). Sii et j
sont deuz entiers consécutifs on dit que c’est une transposition simple.

Il est clair gie les n — 1 transpositions de S,, sontt; = (i,i+ 1), oui=1,...,n— 1.

Proposition 4.6.3. Toute permutation 0 € &,, avec o # e peut s’écrire de maniére unique
comme un produit ¢ = cica---c, de cycles disjoints. L’ordre de o est le ppcm des ordres de
Cly. .-, Cp.

Preuve. Soit S le support de o. On raisonne par récurrence sur le cardinal n de S. Si |S| = 2,
alors o = (1,2). H.R. le résultat est vrai pour tout support de cardinal s < n. Soit a € S on
considére 'ensemble {a*}ren-. Par le rpincipe des tiroirs 31 > k tels que a* = ! = a*~*! = q.
Soit m le plus petit entier > 1 tel que @/ = a, alors C} = (a,0(a),...,a™ (a)) est un m-cycle.
On en déduit que oo C7! est une permutation de support S = S\ {a,..., 0™ '(a)}. Comme le
cardinal de S’ est plus petit que r, 'H.R. implique qu’il existe des cycles deux a deux disjoints

Cy,...,Cp telsqueaonlzCQ...Cp.
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On démontre l'unicité par récurrence sur le nombre de cycles p : Soit ¢ = C}...C; une
autre décomposition de o en cycles disjoints et soit ¢ un élément du support de C;. Quitte a
renumeéroter, on suppose que ¢ appartient au support de C}. Alors

o"(i) = Cy"(i) = CY' (i)

pour tout r € N. Il s’en suit que €y = Cj. De Cy...C, = C]...C; on déduit que Cy...C), =
Cy ... Cy. Le résultat suit par récurrence.

Puisque les cycles disjoints commutent, on a ¢ = Cy"

...C," pour tout n € N. Les supports

étant disjoints, 0" = e ssi C1" = --- = C," = e, i.e. si n est un multiple commun des ordres de
C1,...,Cy. Le plus petit tel entier strictement positif est donc le ppcm des ordres de C1, . .., C,,.
O

Proposition 4.6.4. Soit C' = (a4, ...,ax) un k-cycle de S,,. Alors la signature de o est (o) =
(_1)k71'

Démonstration. Le nombre d’inversions d’une transposition 7 = (7, j) o ¢ < j est égal a
#{ k) i<k <jt+##{(kid) i<k <j}=2(j—-i) L

Donc la signature de 7 est —1. En écrivant C' en produit de transpositions (ay, as)(az, as) . . . (ax_1,
on a le résultat. O

Remarque 4.6.2. Si 0 = C...C, est la décomposition en cycles de o # e, alors on obtient
une la formule suivante pour la signature

e(0) = (—)lt e (4.6.1)

ou [(C;) est la longueur du cycle C; (1 < i < r). On pourra vérifier (exercice!) que l'exposant
s’écrit aussi sous la forme plus compact n— cyc(o) ot cyc(o) est le nombre de cycles de longueur
> 2 plus le nombre de points fixes de o.

02(123456 89)66

751946 38 2 o

Le support de o est {1,2,3,4,5,7,9}.

— Partant du plus petit élément 1, on a o(l) = 7, o(7) = 3, 0(3) = 1 d’ou le Iler cycle
C1 = (1, 7, 3)

— L’entier 2 étant le plus petit élément parmi les éléments restants dans le support, on a
0(2) =5,0(5)=4,0(4) =9, 0(9) =2 d’ou un deuziéme cycle co = (2,5,4,9). On a donc
0 = C1C9.

Exemple 4.6.1. Soit

w

ak)



4.6. GROUPES SYMETRIQUES 55

L’ordre de o est ppcm(3,4) = 12.

Proposition 4.6.5. Le conjugué d’un k-cycle est un k-cycle. Deux k-cycles quelconques sont

COMJUGUES.
Démonstration. Soit ¢ = (aq,...,a;) un k-cycle. Pour tout ¢ € &, la permutation ¢ =
pocoptestle k-cycle (p(an),...,p(ar)) car d(p(i)) = (i) pour tout i & Support(c) et

d(p(ay)) = p(a1) pour i = 1,...k avec apyq = .

Soient ¢; = (aq,...,ax) et coa = (B4, ..., fr) deux k-cycles quelconques. Les compléments de
supports de ¢; et ¢y ont méme cardinal, il existe donc une bijection ¢ : [n] \ support(c;) —
[n] \ support(cs). On la prolonge en une permutation ¢ € S,, en définissant p(«;) = f; pour
i=1,...,k On a alors ¢, = @c,p~ !, d’aprés ce qui précéde. O

Corollaire 4.6.1. Deux permutations # e sont conjuguées ssi dans leurs décomposition cano-
nique en cycles disjoints, appraissent le méme nombre de k-cycles pour tout k, 2 < k < n.

Preuve. = Soit ¢’ = ¢od~! et soit ¢ = ¢;...c¢ la décomposition canonique en cycles de 7.
Alors

o' = (pcrp™ ") o0 (g™,

Comme les cycles conjugués ont le méme longueur, la condition est nécessaire.
<= Quitte a renuméroter les cycles on peut supposer que
/ / /

O=20Cp...C o =dc...G

ot l(¢;) = I(c}). Comme les supports de ¢ et ¢’ ont le méme cardinal, il existe une bijection
¢ :[n]\ support(c) — [n] \ support(c’). Supposons que

ci:(ail,...,aﬂl), C;:(ﬁil,...7/8ill) 1§Z§t
On prolonge ¢ en une bijection de [n] dans [n] comme suit :

Plog; =B  1<i<t, 1<j<Uy,

pooop Tt =(pociog o o(pogo0 ) =0
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Chapitre 5

Anneaux, 1déaux

Résumé. Anneaux unitaires. Produit fini d’anneaux, sous-anneau, morphisme et isomor-
phisme d’anneauzx, anneau integre, anneau euclidien. Corps, sous-corps. Idéaux dans un anneau
commutatif, interprétation de la divisibilité en termes d’idéauz, idéaux de Z, 7./n’Z.

5.1 Notion d’anneaux

Définition 5.1.1. Un annneau A est un ensemble non vide muni de deuz lois de composition
internes, l'une notée comme une addidtion et l'autre comme une multiplication, vérifiant les
propriétés suivantes :

(1) A est un groupe abélien pour l’addition, (on note 0 son élément neutre),

(2) la multiplication est associative, c’est-a-dire :
x(yz) = (zy)z pour tous x,y,x € A,

(8) la multiplication est distributive sur l’addition a gauche et a droite, c’est-a-dire :

x(y+z)=axy+zz et (r+y)z=xz+yz pourtous x,y,x€ A.
On dit que I’anneau est commutatif si de plus la multiplication est commutative, c’est-a-dire :
xy =yx pour tous x,y € A.
On dit que A est unitaire si de plus la multiplication ademt un élément neutre 1 :

x-1=1-z=2x pourtout x € A.

57
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Exemple 5.1.1. PREMIERS EXEMPLES
(a) L’ensemble Z des entiers est un anneau commutatif unitaire. Il en est de méme de Q,R et C.

(b) L’ensemble des matrices carrées d’ordre n > 2 a coefficients réels est un anneau non-commutatif
unitaire. Il en est de méme de l'anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel (pour la loi
composition o).

(¢c) L’anneau nul est ’anneau {0} formé d’un unique élément.

(d) Pour tout intervalle I de R, l’ensemble F(I,R) des applications de I dans R est un anneau
commutatif unitaire : f+g:x— f(x)+g(x) et fg:x— f(x)g(x) pour tous f,g € F(I,R).

(e) Fizons un entier n > 2. L’ensemble Z/nZ := {0, ...,n — 1} muni de l'addition T+y == +y
et la multiplication X - y = Ty est un anneau commutatif unitaire.

Exemple 5.1.2. SERIES FORMELLES On fize un anneau commutatif unitaire A. Notons B = AN
l'ensemble des suites d’éléments de A. On définit une addition et une multiplication dans B en
posant, pour tous [ = (a,) et g = (b,) dans B :

f+g=1(a,+0b,) et fg=1(c,) avec c,= Z ab;. (5.1.1)

i+j=n

On peut montrer que B est un anneau commutatif unitaire pour ces opérations, avec Op =
(04,04,...) et 1g = (14,04,04,...). On Uappelle l’'anneau des séries formelles en une indéter-
minée a coefficients dans A.

On définit aussi le produit externe d’un élément o € A par un élément f = (a,) en po-
sant af = («ay). A noter que le produit externe o - f n’est autre le produit interne de f par
(,04,04,...). C’est pourquoi on convient de noter encore v l’élément (,04,04,...) de B. En
particulier Op = 04 et 1g = 14.

En posant e; = (04,...,04,14,04,...), avec 14 en i+ 1-iéme position, pour tout i € N, tout
élément de B s’écrit de facon unique f = ZneN ane, avec a, € A. Il est clair que e,e, = €pam
pour tous n,m € N, et donc e, = €} pour tout n € N. On note tradittionnellement X = e et
B = A[lX]).

5.2 Sous-anneau

Définition 5.2.1. Soit A un anneau. On appelle sous-anneau de A toute partie non-vide B de
A qui vérifie les deux conditions suivantes :

(1) B est un sous-groupe du groupe additif A.
(2) B est stable par la multiplication de A, c’est-a-dire que l'on a : xy € A pour tous z,y € B.
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Définition 5.2.2. Soit A un anneau unitaire. On appelle B un sous-anneau unitaire de A qui
contient 14.

On note que 27 est un sous-anneav, de Z, mais 1 ¢ Z.

Remarque 5.2.1(a) Si B est une sous-anneau de A, alors B est lui-méme un anneau. De fait,
dans la pratique, pour montrer qu’un ensemble donné est un anneau, on cherche souvent a
montrer que c’est un sous-anneau d’un anneau déja connu.

(b) Si B est un sous-anneau unitaire d’un anneau unitaire A, alors B est lui-méme un anneau
unitaire, et 'on a 1g = 14.

(c) Si lanneau A est commutatif, alors tout sous-anneau de A est commutatif.

Exemple 5.2.1. Premiers exemples
(a) Si A est un anneau, alors {0} et A sont des sous-anneauz de A.

(b) Z est un sous-anneau unitaire de Q (et de R, et de C). Pour tout n > 2, l'ensemble nZ est
un sous-anneau, non unitaire de 7.

(¢) Dans F(I,R) les fonctions continues forment un sous-anneau unitaire.

Exemple 5.2.2. POLYNOMES Soit A un anneau commutatif unitaire. Notons A[X] l’ensemble
des suites d’éléments de A dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini d’entre euz, c’est-
adire, qui sont "a support fini". Il est clair que A[X] muni des opérations dans (5.1.1) est un
sous-anneau, unitaire de l'anneau de séries formelles A[[X]]. Un élément de A[X] est appelé un
polynéme en une indéterminée a coefficients dans A.

On retiendra que

(a) L’anneau A[X] contient A comme sous-anneau unitaire par identification o avec (a, 0y, .. .)
pour tout o € A. Son neutre pour [’addition est 04. Son neutre pour la multiplication est 14.

(b) Pour tout élément non-nul P de A[X], il existe un unique entier naturel n et un unique

(n + 1)-uplet (ag, ay,...,a,) d’éléments de A tels que :
P=a,X"4+a, 1 X" '+ - +a:X+a et a,#0.

L’entier n est appelé le degré de P, noté deg P. L’élément non-nul a, de A est applélé le
coefficient dominant de P, noté cd P. Par convention, on pose deg() = —oo et cd 0 = 0.

(¢) Deuz polynomes P =" ja; X" et Q = 1" b; X" sont égauzx ssin =m et a; = b; pour tout
0 <i<n. Un polynome est nul ssi tous ses coefficents sont nuls.

(d) SiP=%" a;X"eQ=>",bX" ona:

max(n,m) n+m i
P+Q= Z (a; + b)) X" et PQ= Z (Z ajbz-_j) X
=0

i=0 i=0 \ j=0
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(e) On en déduit que, pour P et Q dans A[X], on a :
deg(P + Q) < max(deg P,deg@) et deg(PQ) < degP + degQ.

Exemple 5.2.1. EXEMPLE DES ENTIERS DE GAUSS On appelle entier de Gauss tout nombre
compleze a + ib avec a,b € Z. On note Z[i] leur ensemble :

Zli] ={a+1ib:a,beZ},
qui est un anneau, commutatif unitaire contenant 7 comme Sous-anneai.

En effet, quels que soient x = a+1ib et ¥’ = c+id avec a,b,c,d € Z, les complexes x —a' = (a —¢) +i(b—d)
et xx' = (ac — bd) + i(ad + be) ont des parties réelles et imaginaires dans Z, donc appartiennent & Z[i]. Ceci
prouve que Z[i] est un sous-anneau de C. L’application N : Z[i] — N définie par N(a + ib) = a® + b* jouera
dans ’étude de l’anmeau Z[i] un role important. Comme N(x) = z& = [x|? pour tout x € Z[i], on a clairement
N(zx') = N(z)N(2') pour tous x,x’ € Zl[i].

5.3 Groupe des unités

Définition 5.3.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle unité de A, ou élément
inversible dans A, tout élément x € A tel qu’il existe un élément y € A vérifiant vy = 1.

Proposition 5.3.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. L’ensemble des éléments inversibles
de A est un groupe pour la multiplication, appelé groupe des unités de A, et noté U(A).

Démonstration. D’abord 1 € U(A) donc U(A) n’est pas vide. Soient x et y deux éléments de
U(A). Il existe 2’ et y' dans A tels que za’ = 1 = yy'. Donc (zy)(y'z’") = z(yy' )2’ = xla’ =
xa’ =1, ce qui prouve que zy € U(A). On a ainsi vérifié que la multiplication de A se restreint
en une loi de composition interne de U(A). Elle est associative, et admet comme neutre 1, qui
appartient & U(A). Il reste a vérifier que tout élément = € U(A) admet un inverse dans U(A),
ce qui est évident puisque I'inverse ' = 27! d’un élément x € U5A) est lui-méme dans U(A),
d’inverse x. O]

Exemple 5.3.1.

(a) U(Z) ={-1,1}.

(b) U(Z[1]) = {1, —1,4, —i}.
En effet, sotent ©+ = a +1ib et y = ¢ + id avec a,b,c,d € Z tels que xy = 1. On a alors
1 = N(zy) = N(x)N(y) avec N(z),N(y) € N*, d’ou N(z) = N(y) = 1. Or N(z) = 1
équivaut a a®> + b* =1 ce qui, dans Z, se produit ssi (a,b) est l'un des quatre couples (1,0),

(—=1,0), (0,1) ou (0,—1).
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(c) Pour toutn > 2, on a U(Z/nZ) ={z:0<x<n-—1, etz premier avecn}.

Remarquons que les éléments T qui sont inversibles dans l'anneau Z/nZ sont aussi ceuz qui

engendrent le groupe additif Z/nZ. En particulier le groupe U(Z/nZ) est fini d’ordre o(n), ot
@ est lindicatrice d’Euler.

5.4 Corps

Définition 5.4.1. On appelle corps commutatif tout anneau commutatif unitaire dans lequel
tout élément non-nul est inversible.

En notant, pour tout anneau A commutatif unitaire A* = A\ {0}, on a donc :
(A corps) <= (U(A) = A").

Définition 5.4.2. Soit K un corps. On appelle sous-corps de K tout sous-anneau unitaire F
de K tel que linverse de tout élément non-nul de F appartienne a F'.

Exemple 5.4.1.

(a) Q C R C C sont des corps : ils contiennent comme sous-anneau Z qui, lui, n’est pas un corps.

(b) Qi) ={p+iq;p,q € Q} est un sous-corps de C ; il contient Z[i] comme sous-anneau qui, lui,
n’est pas un corps.

Preuve. On vérifie aisément que Q(7) est un sous-anneau de C; pour tout = = p + iq € Q(1)
non-nul, son inverse ! dans C est égal a zﬁ + Iﬁqqﬂ. Ce qui prouve que Q() est un
sous-corps de C. Il est clair que Z[i] est un sous-anneau de Q(z), et le fait que ce n’est pas un

corps découle immédiatement de Exemple 5.3.1 (b). O

(c) Pour tout entier n > 2, (Z/nZ est un corps) <= (n est un nombre premier). et appartient
donc a Q(i).

5.5 Intégrité

Définition 5.5.1. Soit A un anneau commutatif. On dit que A est intégre, ou encore que A
est un domaine d’intégrité, lorsqu’il est non-nul et vérifie la propriété suivante :

pour tous x,y € A, (xy =0) <= (x =0 ory =0).

Un élément x de A est appelé un diviseur de zéro dans A lorsque x #£ 0 et lorsqu’il existe y # 0
dans A tel que xy = 0. En d’autres termes, A est intégre ssi il n’admet pas de diviseurs de zéro.
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Exemple 5.5.1.

(a) Tout corps est un anneau inégre.
Soit K un corps. Soient x,y € K tels que xy = 0. Si x # 0, alors x est inversible dans K par
définition d’un corps. Donc y = x~ (zy) = 2710 = 0. De méme y # 0 implique x = 0.

(b) Tout sous-anneau d’un anneau intégre est intégre. En particulier, tout sous-anneau d’un corps
est integre. Par exemple, Z et Z sont integres.

(c) Considérons les tables de multiplications des anneaux Z./57 et 7./67. L’anneau 7/57 est un
corps car 5 est un nombre premier. L’anneau 7./67 n’est pas intégre car 2 -3 = 0 bien que
2#0et3#0.

Proposition 5.5.1. Pour tout entier n > 2, les assertations suivantes sont équivalentes :

(a) L’anneau Z/nZ est intégre.

(b) n est un nombre premier.

(¢c) L’anneau Z/nZ est un corps.

Preuve. On vérifie seulement I'implication (a) — (b). Par contraposée, supposons que n n’est
pas premier, il existe donc k,m € Z tels que n = km avec 1 <k <n et 1 <m <n. On a alors
k-m =0, bien que k # 0 et m # 0.

O

5.6 Morphismes d’anneaux

Définition 5.6.1. Soient A et B deux anneauxr commutatifs unitaires. On appelle morphisme
d’anneaux unitaires de A dans B toute application f : A — B wvérifiant les trois propriétes
sutvantes :

(flx +y) = f(x) + fy), [(zy) = [(2)[(y) pour tous x,y € A) el (f(14) = 1p).
Proposition 5.6.1 (Propriétés).

(1) Si f: A — B est un morphisme d’anneaux unitaires, alors l’image directe par f de tout
sous-anneau unitaire de A est un sous-anneau unitaire de B, et ['tmage réciproque par f de
tout sous-anneau unitaire de B est un sous-anneau unitaire de A.

(II) Si f : A — B etg: B — C sont des morphismes d’anneaux unitaires, alors go f : A — C
est un morphisme d’anneaus unitaires.

(III) f: A — B est un morphisme d’anneauz unitaires bijectif, alors sa bijection réciproque f~1 :
B — A est un morphisme d’anneaux unitaires; on dit dans ce cas que f est un isomorphisme,
et que les deur anneaux A et B sont isomorphes.
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Proposition et définition 5.6.1. Soient A, et Ay deux anneauzr commutatifs unitaires.

(i) Le produit cartésien Ay X Ag est un anneau commutatif unitaire pour les lois définies par :

(21, 22) + (Y1, 42) = (1 + Y1, T2 + y2) et (X1, 22) - (Y1,Y2) = (X191, T2y2),
pour tous x1,y1 € A1, xo,ys € Ao, et U'on a 1a,xa, = (1a,,14,). Cet anneau est appelé le
produit direct de Ay par As. On le note A = Ay x As.

(ii) L’application py : A — Ay qui, a tout élément (x1,x9) € A, associe sa premiére composante
x1, est un morphisme d’anneauz unitaire (appelé premiére projection).

(111) L’application py : A — Ay qui, a tout élément (x1,x9) € A, associe sa seconde composante
xo, est un morphisme d’anneaux unitaire (appelé seconde projection).

Preuve. Simple vérification, laisséee au lecteur. O

Remarque 5.6.1. Attention : l'anneau A; X As n’est pas intégre (méme si Ay et Ay le sont).
En effet, les éléments (14,,04,) €t (04,,14,) sont non-nuls, alors que leur produit [’est.

Proposition 5.6.2 (théoréme chinois). Soient deux entiers n > 2 et m > 2. L’anneau produit
Z/nZ X ZJmZ est isomorphe a l'anneau Z/nmZ ssin et m sont premiers entre eux.

Preuve. D’aprés le théoréme chinois, on sait que, pour n et m premiers entre eux, ’application
T — (Z,2),ouT =x+nmZ, T =x+nZ et & = x+mZ, réalise un isomorphisme de groupes de
Z/mnZ sur Z/nZx Z/mZ. 1l est clair, par définition méme des multiplications dans ces différents
anneaux, que c’est aussi un isomorphisme d’anneaux unitaire. La réciproque est évidente. [

5.7 Notion d’idéal

Définition 5.7.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle idéal de A toute partie
non-vide I de A qui vérifie les deux conditions suivantes :

(1) I est un sous-groupe du groupe additif A,
(2) pour tousx € I et a € A, on a xa € I.

Exemples 5.7.1.
(a) {0} et A sont des idéaux de A.

(b) Pour tout n € Z, l'ensemble nZ des multiples de n est un idéal de I’anneau 7Z.

(¢) Dans l'anneau R(R,R), l’ensemble des fonctions qui s’annulent en 0 est un idéal.

Lemme 5.7.1. Soit A un anneau commutatif unitaire.
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(a) si I est un idéal de A qui contient 1, alors [ = 1.
(b) si I est un idéal de A qui contient un élément de U(A), alors I = A.

Preuve. Supposons 1 € [I. Tout a € A s’écrit a = 1-a donc, comme 1 € I, il résulte de
la définition (2) que @ € I. On a alors A C I, donc A = I, ce qui prouve (a). Supposons
maintenant que I contienne un élément x inversible dans A. On a 1 = zz7! avec # € I et
r7' € A, donc 1 € I, et on applique (a) pour conclure que I = A. O

Proposition 5.7.1. Soient A et B des anneaux commutatifs unitaires. Soit f : A — B un
morphisme d’anneauz unitaires. On a

(i) Pour tout idéal J de B, limage réciproque f~'(J) est un idéal de A.

(ii) En particulier, Ker f = {x € A; f(x) = 0p} est un idéal de A.

(iii) Pour tout idéal I de A, l'image directe f(I) est un idéal de l'anneau f(A) = Im f.

Preuve. Sous les hypothéses de (i), on sait déja que f~(J) est un sous-groupe additif de A.
Soit x € f~1(J) et a € A. On a f(xa) = f(z)f(a) avec f(a) € B et f(x) € J, donc f(za) € J
puisque J est un idéal de B, c’est-a-dire za € f~1(J), ce qui prouve que f~1(J) est un idéal de
A. On obtient (ii) en appliquant (i) & J = {0p}.

Pour (iii), considérons un idéal I de A. On sait que f(I) est un sous-groupe additif de B.
Soit y € f(I), de sorte qu’il existe un = € I tel que y = f(z). Pour tout élément b € B qui
appartient a Im f, il existe a € A tel que b = f(a); on a alors yb = f(x)f(a) = f(za) avec
ax € I puisque z € I et que I est un idéal, et donc yb € f(I). ceci prouve que f(I) est un idéal
de Im f. O]

Proposition 5.7.2. Soit A un anneau commutatif unitaire. L’intersection de deux idéaur de A
est un idéal de A. Plus généralement, l'intersection d’une famille quelconque d’idéaux de A est

un i1déal de A.

Preuve. On montre le premier point. Soient I et I, deux idéaux de A. On sait déja que I = I1N1;
est un sous-groupe additif de A. Soient z € I et a € A. On a za € I; pour i € {1,2} puisque I;
est un idéal, et donc xa € I. Ce qui prouve que [ est un idéal de A. O

Proposition et définition 5.7.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout x € A ;
(i) Uensemble tA = {xy;y € A} est un idéal de A, appelé l’idéal principal engendré par x ;
(i) ©A est le plus petit idéal de A contenant x ;

(i1i) on a : (xA=A) <= (x € U(A)).

Preuve. 11 est clair que A n’est pas vide. Soient y € A et z € xA quelconques :; il existe
a,b € A tels que y = za et z = xb, donc y — z = x(a — b) € xA, ce qui prouve que rA est un
sous-groupe additif. Soient y € A et ¢ € A quelconques; il existe a € A tel que y = za, donc
yc = z(ac) € xA. On conclut que xA est un idéal de A.
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Soit [ un idéal de A contenant . Comme = € I, on a A C I, d’ou (ii).
Si xA = A, alors il existe a € A tel que za = 1 € A, ce qui prouve que x € U(A).
L’implication réciproque découle du Lemme 5.7.1. O

Corollaire 5.7.1. Soit A un anneau commutatif unitaire.
(A est un corps) <= (les seuls idéauz de A sont {0} et A).

Preuve. Supposons que A est un corps. Soit [ un idéal de A. Si I # {0}, alors il existe un élément
non-nul de, donc inversible dans A. La Proposition ci-dessus implique que I = A. Supposons
que A n’admet que les deux idéaux triviaux. Soit x un élément non-nul de A. Alors xA est un
idéal distinct de {0}. Donc zA = A, d’ou x est inversible d’aprés (iii) de la proposition ci-dessus.
Ceci prouve que A est un corps. O

Proposition et définition 5.7.2. Soit A un anneau commutatif unitaire.

(i) Si I et J sont des idéeaux de A, alors l’ensemble [ + J = {x +y;x € I,y € J} est un idéal
de A, appelé l'idéal somme de I et J, et c’est le plus peitit idéal contenant I et J ;

(ii) En particulier, si x ety sont des éléments de A, l’ensemble x A+ yA est le plus petit idéal de
A contenant x et y.

Preuve. Soient I et J deux idéaux de A. Il est clair que I + J est un sous-groupe additif de
A. Soient z € I + J et a € A quelconques; il existe x € [ et y € J tels que z = z + y, d’ou
za=xa+ya € I +J car xa € I et ya € J. Ce qui prouve que I + J est un idéal de A. Il est
clair que I et J sont des parties de I 4+ J. Pour montrer que c’est le plus petit, supposons que
K est un idéal de A contenant I + J. En particulier, K est stable par addition, et donc, quels
quesoient r€e I C Ketye JC K,onax+y € K. Donc I +J C K. Ce qui prouve le premier
point. Le point (ii) s’en déduit avec I = xA et J = yA. O

Remarque 5.7.1. L’union de deuz idéaux n’est en général pas un idéal. Par exemple A = 7,
1 =27 et J=3Z.

5.8 Caratéristique d’'un anneau

Pour tout idéal I de l'anneau Z, il existe un unique k € N tel que I = kZ. Soit A un
anneau commutatif unitaire. Pour tout x € A, on note 2r = x4+ x, 3x = x4+ x + x et de méme
nr =x+ ---+ x pour tout entier n > 2. On pose naturellement lx = x et Ox = 0, ce qui définit

—_——

n
la notation nx pour n € N. Si l'on considére maintenant un entier m < 0, on convient que
mx = n(—z) = —(nz) oun = —m € N. On a ainsi défini la notation nx pour tout v € A et
tout n € Z. On note que nx = (nla)x pour tout v € A et n € Z.
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Soit A un anneau commutatif unitaire. On vérifie aisément que, pour tout n € Z, on a :
(nly =04) <= (nz = 04 pour tout x € A).

Proposition et définition 5.8.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. Il existe un unique
morphisme d’anneaux unitaires f : Z — A. Il est défini par f(n) = nla pour tout n € Z. On
Pappelle le morphisme canonique de Z dans A.

Définition 5.8.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle caractéristique de A,

notée car A, l'unique entier k € N tel que Ker f = k7, ou [ est le morphisme canonique de Z
dans A.

Exemples 5.8.1.

(a) L’anneau Z est de caractéristique nulle, ainsi que les corps Q,R,C.

(b) Pour tout n > 2, l'anneau Z/nZ est de caratéristique n. En particulier, pour tout nombre
premier p, le corps Z/pZ est de caratéristique p.

(c) Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour tout sous-anneau unitaire B de A, on a :

car A = car B.

5.9 Multiples, diviseurs et idéaux principeaux

Définition 5.9.1. Soit A un ACU (anneau commutatif unitaire). Soient x et y deuz éléments
de A. On dit que x est un diviseur de y dans A, ou encore que x divise y dans A, ou encore que
y est un multiple de x dans A, lorsqu’il existe a € A tel que y = xa. On note alors : z|y.

Proposition 5.9.1. Soit A un ACU. Pour tout x,y € A, on a :
(z|y) & (y € 2A) & (yA C zA).

Preuve. Si z|y alors il existe a € A tel que y = za. Donc y € zA. De plus, tout élément de yA
est da la forme yb avec b € A, donc de la forme x(ab), et donc appartient & zA, ce qui montre
que yA C zA. La réciproque est claire. n

En particulier, pour tous entiers n,m € Z on note que n|m ssi mZ C nZ. On rappelle les
divisions euclidiennes dans les anneaux Z et K[X].

Proposition 5.9.2. Quels que soient des entiers a et b, avec b # 0, il existe ¢ € Z et r € N
uniques tels que a = bqg+ 1 et 0 < r < |b].
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Par exemple,
12=5-2+42 12=-5-(-2)+2.

Proposition 5.9.3. Soit K un corps commutatif. Quels que soient des polynomes F et G
dans K[X], avec G # 0, il existe Q € K[X] et R € K[X] uniques tels que F = GQ + R et
0 <degR < degG.

Par exemple, dans R[X],

1
X+1=02X+1) 5+

X34 1=(X+2)-(X?—-2X —4)+9.

Y

N | —

Définition 5.9.2. On appelle anneau euclidien un ACU qui est intégre, et pour lequel il existe
une application § : A* — N vérifiant les deux conditions suivantes :

1. pour tous a,b € A*, (alb) = (0(a) < 4(b)) ;
2. pour tout a € A et b € A*, il existe q,r € A tels que :

(a=bg+r) et (r=0 ou 6(r) <d(b)).

Une application § vérifiant ces deux conditions s’appelle un stathme euclidien. Dans la condi-
tion 2, on dit que q est un quotient et r un reste dans la division euclidienne de a par b.

Exemple 5.9.1. L’anneau Z[i] = {a +ib;a,b € Z} est euclidien, pour le stathme défini par
d(z) = 2z pour tout z € Z[i] \ {0}.
La preuve est laissée en exercice.

Remarque 5.9.1. La définition d’un stathme n’impose pas de conditions d’unicité de (q,r) dans
la seconde condition. L’unicité de (q,r) dans la division euclidienne de 7 tient au fait qu’on y
a remplacé la condidtion (r =0 ou [r| < |b|) par la condition plus forte 0 < r < |b|.

Par exemple, pour a =19 et b= 3, on a

19=6-34+1=7-3+(-2)
avecr =1 et v’ = —2 qui vérifient tous les deux

Sr)=1<38(3)=3 et 6(')=|-2 =2<53)=3.



