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Résumé

Dans ce rapport, j’étudie la théorie des intégrales singuliéres suivant le livre
de Stein (Stein, [1]) devenu une référence en la matiére. Cette étude faite, on
applique cette théorie en démontrant un résultat di & Yudovich en 1963 sur
I'unicité des solutions faibles de I’équation d’Euler 2-dimensionnelle pour les
fluides incompressibles & tourbillon borné. On expose dans un premier temps
les résultats éventuellement en admettant certains points, puis une visite de
I’annexe pourra probablement justifier les passages laissés de coté. Cette ap-
proche permet & un étudiant de Licence 3 de lire ce rapport avec 1’essentiel des
informations, et I’étudiant motivé pourra y trouver son compte en examinant
la fin de rapport.
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Notations

X4  Indicatrice de 'ensemble A

m(A) Mesure de I'ensemble A

€A Complémentaire de I’ensemble A

dx Mesure de Lebesgue pour la dimension du contexte
i Intégrale de Lebesgue

PV [ Valeur principale de I'intégrale ci-contre
lim  Limite supérieure

lim  Limite inférieure

(Z) Coefficient binomial k& parmi n

I Union disjointe

A(Q) Diameétre du cube Q

f Intégrale moyennée

(,)  Crochet de dualité

S Majoration a constante pres

V - F' Divergence de F

V x F' Rotationnel de F

Vf  Gradient de f

= Par définition

C; Fonctions de classe C! & support compact
d(A, B) Distance entre les ensembles A et B

D; Dérivée selon le ¢ vecteur de la base canonique

x X y Produit vectoriel de x et y

x -y Produit scalaire de x contre y



1 Eléments de théorie des intégrales singuliéres

Je suis, tout le long de cette section, le livre de Stein, devenu une référence en
la matiére (¢f Stein, [1]).

Pour commencer ce chapitre, on rappelle des éléments de théorie des fonctions a
variables réelles pour ensuite continuer avec le sujet principal de cette partie.

On notera par dx la mesure de Lebesgue sur R", les espaces LP(R™) seront vus
par rapport a cette mesure. Pour un ensemble E on notera °E son complémentaire.

1.1 L’idée de fonction maximale

On présente ici un outil d’analyse pertinent, dont 'utilisation sera majeure dans
ce chapitre. Le but est le suivant, on souhaite étudier la limite suivante :

lim f(y)dy,

r—0 B(:E,’I‘)

intuitivement, puisqu’il s’agit de la moyenne de f autour de x, si 'on réduit assez
le rayon de la boule considérée on devrait obtenir une valeur proche de f(x), on
s’attend alors que sous de bonnes hypothéses sur x et f, cette limite donne f(x).
Pour "simplifier" I’étude de cette limite on considére son "équivalent qualitatif" la
fonction maximale :

M(f)(x) = sup f F()ldy,

r>0

cette quantité peut bien str diverger. On notera que I'opérateur M se concentre sur
la taille de f et non pas sur son signe (on ne considére pas les éventuels phénoménes
d’annulation au sein de 'intégrale), il est donc nécessaire de formuler une notion de
"taille relative" pour f, pour ce faire on introduit ’ensemble suivant pour o > 0 :

{I71> o},

en prenant la mesure de cet ensemble on obtient la notion désirée, on notera A\(«)
cette mesure. On appelle X la fonction de distribution de f. Pour valider cette no-
tion, on remarquera par exemple que A décroit lorsque a augmente et inversement
lorsque « diminue. Ainsi, dans le premier cas on décrit la grandeur relative de f et
dans le second cas, la relative petitesse de f "a l'infini.

Par ailleurs, pour f intégrable on a :

Lz 1z

d’ou I'on tire une premiére estimation de X\. On a pour la notion de fonction maximale
le premier théoréme suivant :



Théoréme 3.1.1. Soit f une fonction définie sur R™.
a) Si f est L pour 1 <p < oo, alors M f est finie presque partout.
b) Si f est intégrable, alors pour tout o > 0, on a :

mivs>ap <% [ g,

ot A est une constante qui ne dépend que la dimension n (A = 5" convient)
¢) Si f est LP pour 1 < p < oo, alors M f l’est aussi et on a :

1M e < Apllf]Lr,

ou A, ne dépend que de n et p.

Corollaire 3.1.1. Si f est LP pour 1 < p < oo, ou plus généralement si f est
localement intégrable, on a :

pour presque tout x.

Pour démontrer ces résultats nous aurons besoin d’un lemme de recouvrement de
type "Vitali" :

Lemme 3.1.1. Soit E un ensemble mesurable de R"™ recouvert par une famille de
boules {B;} de diamétres bornés. Alors de cette famille on peut extraire une sous-
famille de boules disjointes, By, ..., By, ..., (€ventuellement infinie) telle que :

> m(By) > Cm(E),

ou C' est une constante positive ne dépendant que de n (C' =5"" convient).

Preuve du Lemme 3.1.1. : L’idée est de sélectionner les boules "principales"
du recouvrement, puis d’en augmenter suffisamment la taille pour encore recouvrir

E.

Pour faire ce choix on prend a chaque étape la boule "la plus grande possible". Ainsi,
on choisit (il n’y a pas nécessairement unicité, mais cela n’a pas d’importance) By
telle que diam By > % sup{diam B,}. On suppose avoir choisit By, ..., By. On choi-
sit By telle que son diam Byyq > %sup{diam B; : B, disjoint de By, ..., Bg}.
Bien siir, la famille est finie si le choix ne peut pas étre fait, i.e. si 'on ne peut pas
trouver une boule non disjointe de celles précédemment choisies. Par suite, deux cas
se distinguent, si la somme des mesures est finie ou infinie. Le second cas est alors im-
médiat. Supposons la somme finie. On note { B;} la famille des boules nouvellement
choisies dont le diamétre a été multiplié par 5. J’affirme que :

Ec| /B
k

Il suffit de montrer que toutes les boules de la premiére famille sont incluses dans
cette union. Notons que si la famille des boules que nous avons choisies est finie,



alors l'inclusion de toute boule est immédiate vu notre procédé de sélection (pour
la famille, étre finie signifiait qu’il n’existait plus de boule satisfaisant la condition
d’intersection vide...), aussi peut-on supposer la famille sélectionnée comme étant
infinie. Par la suite on ne considére que les B; qui ne sont pas dans {Bjy} sinon
il n’y aurait rien & prouver. Soit donc B; ¢ {Bj}. Comme ), m(By;) < oo, on a
limy m(Bg) = 0, i.e. limy diam By = 0. On considére alors k, le premier indice tel
que diam By, < %diam B;. Nécessairement, B; doit intersecter I'une des k boules
précédentes, sinon elle aurait été choisie comme (k + 1)¢ boule, ce qui n’est pas le
cas par hypothése. Partant, B; intersecte Bj, pour un 1 < j, < k. Dés lors, on a
%diam Bj < diam Bj,. De cette inégalité et du fait que B;N B, # 0, on a B; C Bj,.
D’ot le résultat en utilisant I'inégalité de Boole, o C' = 5" convient apreés division :

m(E) <3 m(B) =5y m(By).

FIGURE 1 — Illustration de I'idée de preuve

Preuve du théoréme 3.1.1. On commence par montrer b) et le cas p = 1 de a).
On souhaite étudier la taille relative de M f, on pose alors

E,={Mf > a},

pour un a > 0 tel que E, ne soit pas vide, ce qui est possible si f n’est pas
identiquement nulle, si tel est le cas pour f on voit bien que le théoréme est en tout
point immédiat. On suppose donc f non-identiquement nulle et on prend un tel a.
Soit alors z € E,, on a M f(z) > «, donc il existe € > 0 tel que M f(z) = o + &,
puis par définition de M f(x) et du supremum, on a l'existence d'un r > 0 tel que :

€ €
Mi@ = 1f@ldy > Mf@) -5 =a+5>a
B(z,r) 2 2
c’est-a-dire que pour tout = € F,, il existe B,, une boule centrée en x, telle que :

[ 141> am(s.)

x

avec en plus :

E.C | B..



On utilise alors le lemme de recouvrement, on note By les boules disjointes obtenues
via celui-ci, on a grace a celles-la :

Eo) <> m(By),
k

ainsi :
SR /|f|<—/ 7l

d’ot A = 5" convient et vu la proportlonnahte en «, on a bien M f finie presque
partout pour le cas p = 1.

Soit maintenant 1 < p < oo et f € LP(R"™). Remarquons que le cas p = oo est
immédiat et que A, = 1 conviendrait. On prend donc plutét 1 < p < oo. Nous
allons maintenant utiliser une technique de découpage selon la taille relative de f,
cette technique est extrémement utile et nous la "formaliserons" plus amplement
dans une section prochaine. Ce découpage s’effectue ainsi,

fil) :{ f@) silf@) > 2

0 sinon ’

de telle sorte que, |f| < |fi| + §, d’ott aussi, M f < M f, + §, ce qui donne :
{Mf>oz}c{Mf1>%}.

On montre qu’avec f dans L? on a f; dans L' :

[is1= [inesre < (5)7 [ <o,

puisque 1 — p < 0. Nous nous sommes donc ramenés au cas p = 1 pour f;, ce qui
nous permet d’utiliser le point b), ceci en se rappelant de 'inclusion exposée plus

haut :
2A

A
m(Ey) < mMfy > o} < lfilln == [ 1) )
IfI>5

Notons A la fonction de distribution de M f. Toutes les fonctions misent en jeu sont
mesurables positives, on peut effectuer les calculs suivant dans R, et, partant, on
a d’aprés Fubini-Tonelli :

/n(Mf(x))pdx = /n </0Mf(ar) pap_lda> dr = /Ooo (/Mf>apap_1dx) dov,

d’ott par indépendance de « vis-a-vis de z et par définition de A(«), on obtient :

[ traras=p [~ e x@)da.

0

Or, AM(a) = m(E,), d’ou encore par Fubini-Tonelli, on peut majorer le membre de
droite de cette égalité grace a (1) par :

= (24 Al
p/o bt (Z /|f|>g ]f(:c)]dx) da—2Ap/n (/0 o 2[f(x)]da> dx
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ce qui donne finalement :

2Ap

[ tp@ypds < 225 [ @@l = 2R

R

HMfHLp<2§/ HfHL

Nous venons donc d’obtenir ¢), pour finir a), il suffit de remarquer que ¢) donne :
Si f € LP(R™) pour 1 < p < oo, alors M f E LP(R™), or (M f)P est une fonction
mesurable positive, donc la finitude de son intégrale implique qu’elle est finie presque
partout, puis dés lors, M f est finie presque partout, c’est la fin de a). On a donc
prouvé le théoréeme 1. De plus, on sait que :

1
o" »
p—1

ainsi on obtient I'information supplémentaire :
1
4, = 0 <_) |
p—1 p—1

Passons a la preuve du corollaire 3.1.1.

c’est-a-dire :

Preuve corollaire 3.1.1. Premiérement, on peut réduire I'étude au cas p = 1
simplement en multipliant f par la fonction caractéristique d’une boule, et en re-
couvrant R" par de telles boules. Par suite, posons pour f € L*(R"), x dans R" et
r>0:

fi(z) = ]i Wy

Par approximation de l'identité, on sait que :
li — =
tg% ‘ ‘f?‘ f‘ ‘Ll 07

dés que f est sommable. Par la pseudo-réciproque du théoréme de convergence
dominée de Lebesgue, il existe une sous-suite (ry) telle que f,, — f presque partout.
Nous définissons 'oscillation de la famille de fonctions ( f,.) pour montrer que la limite
de f,.(x) quand r tend vers 0 existe presque partout. L’oscillation est définie comme
suit :

dans le cas f continue a support compact, le résultat est trivial. Maintenant, prenons
f sommable, on utilise le b) du théoréme :

2A
miz : 2Mf > e} < —|lflley,

or par majorations grossieres :

Qf <2Mf,

et alors : 5 A
iz 9f > 2} < = |fllor,



par densité, écrivons f = ¢+ g5 avec ¢s continue a support compact et gs sommable
de norme aussi petite que l'on veut, ici d. Par inégalité triangulaire, Qf < Qo5 +
Qgs = Qgs et alors :

2A
m{x: Qf >¢e} < ?||g(5||L1 =9 0,

ainsi :

m{z:Qf >e} =0,

pour tout £ > 0. D’ou, Qf = 0 presque partout et en conséquence, la limite étudiée
aussi et le corollaire est prouvé.

1.2 Ensemble de Lebesgue et intégrale de Marcinkiewicz

Il nous faut montrer que ce résultat est toujours vrai pour des familles plus larges
que des familles de boules, nous aurons besoin, a cet effet, de le montrer sur certaines
familles de cubes.

On dit qu'un famille .# d’ensembles mesurables de R" est réguliére s’il existe une
constante ¢ > 0 telle que si S € % alors pour une boule convenable, B, centrée a
origine, telle que S C B, l'on ait m(S) > em(B). Notre intérét se porte sur les
familles de cubes tels que leur distance a I'origine est bornée par un multiple de leur
diametre. C’est un cas particulier de famille réguliére. Par analogie, on définit :

zm%ﬂm——wpfgﬂx—yww,

SeF

pour les familles réguliéres on a alors :
Myf < C_lea

ainsi, M ¢ jouit, a I'instar de M, des conséquences du théoréme 1., et par les mémes
arguments que dans la preuve du corollaire 1., on a aussi pour presque tout x :

le résultat précédent est satisfaisant, mais dans la mesure ou ’ensemble négligeable
sur lequel il n’est plus vrai dépend de la famille, on aimerait qu’il dépende unique-
ment de f et donc que l'on ait le résultat vrai pour toutes les familles réguliéres
en méme temps. C’est 'objectif du complémentaire de ’ensemble de Lebesgue
associé a f :

g ={asinf 1) - iy =0}

r—0 B(ac,r)

pour montrer que cet ensemble est de complémentaire négligeable on remarque que :

lim |f(y) = cldy = | f(z) — ¢,
r—0 B((E,T’)
pour toute constante ¢, presque partout. Donc il y a EJ avec m(E!) = 0 et

pour lequel la relation ci-dessus est vraie si x est en dehors de cet ensemble. Soit



Ci,...,Cpn,... une énumération des rationnels. Posons E/ = UZ-EZZ_ . De cette maniére,
on a :

Vw¢E&vagnmf F(y) — eldy = |f(2) — el
r—0 B(a:,r)

et par continuité, on a le méme résultat pour tout c réel. Ainsi,

‘pf c BT

et par une majoration immédiate issue de la définition des familles réguliéres, on
obtient, pour toute famille réguliére .% :

Passons a l'intégrale de Marcinkiewicz. On développe ce point pour faire le
lien entre la "régularité géométrique" d’un ensemble mesurable et la théorie des
intégrales singuliéres, cela nous sera utile pour la suite. Il s’agit aussi d’'un moyen
de corroborer 'idée selon laquelle presque tout point d’un ensemble mesurable est
presque entiérement entouré par des points du méme ensemble. Posons, pour un
ensemble fermé F', en notant (x) = dist(z, F'), I'intégrale :

Sz +y)
[x:/ e ty),,
@) w<t lylmt y

intégrale venant avec le théoréme suivant :

Théoréme. 1.2.1. Six est en dehors de F, alors I(x) = oo, autrement I converge.
Ce théoreme se démontre aisément grace au lemme suivant :

Lemme. 1.2.1. Soit F' un ensemble fermé dont le complémentaire a mesure finie.

Posons : (5( )
T +vy
)= [ e

Alors pour presque tout x dans F, on a : I,(x) < oo, et de surcroit :

/F]* <com(F).

Preuve du Lemme. 1.2.1. : Par positivité, il suffit de montrer la derniére formule,
et par cette méme positivité, on peut faire le calcul dans R, et donc intervertir les

symboles intégraux :
iz +y)
I, = / / dydx————=
/F FJRe ’y(‘;?r;
Y
= dydr ————
FJRn |z — y|* !
_ /F =
x
= | 8(y)dy
[ (L) o



puisque §(y) minimise la valeur de |x — y| quand z parcourt F', il vient en passant
en coordonnées polaires et en notant s,, la mesure de la sphére unité en dimension

/ dx </ dr s,
Flr =yl T Jpss l2mt o o(y)

/ I, < s,m(F)]|
F

d’ou I, est finie presque partout sur F. Ceci donne la convergence du lemme et le
prouve au passage.

ainsi :

Preuve du Théoréme. 1.2.1. : La divergence est immédiate. En effet, si x est en
dehors de F alors il est dans un ouvert disjoint de F', donc il existe une constante
¢ > 0 telle que 'on a : 6(z +y) > ¢ > 0. Passons donc a la convergence. On note
F,, = FU (°B,,) et 0, la distance associée. Montrons que §(x + y) = 0,,(x + y) si
r € FFN By_s et ly] < 1. Pour que x existe il faut choisir un m assez grand pour
que F' "dépasse" de 'extérieur de B,,. Dans ces conditions, on a x +y € B,,,_1 :

7

FIGURE 2 — Illustration de la situation sans regarder F'

De plus, la condition x € F demande & x + y d’étre, au pire, dans un "agrégat"
de norme 1 au large de F'. Cet agrégat, ne peut en réalité pas permettre a = + y
d’atteindre "mieux" la borne vers ¢B,, que vers F', car = est choisi dans une boule
séparée de 2 unités. Dés lors, il v a donc au moins une unité a parcourir pour at-
teindre le bord fermé, donc strictement plus d’une unité pour atteindre “B,,, or il
y a au plus un unité séparant = + y de F, dés lors : d(z + y) < d(x +y). Or en
toute généralité, on a ' C F,,, et les distances qu’on a définies sont des inf donc on
a toujours : 6, < 4, et ici donc :

Ve € FN By_o, Yy € B(0,1), 0(x+y) = dpn(r+7y)

Ainsi, nous pouvons appliquer le lemme pour de tels x et dés lors :
Ve € FN By_o, I(z) < o0,

faire tendre m a l'infini permet de conclure la preuve du théoréme.
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z+y " “. F

/

FIGURE 3 — Illustration de la situation avec F’

1.3 Décompositions en cubes

Il va nous étre nécessaire pour la suite de démontrer un théoréme de recou-
vrement par une certaine famille (réguliére) de cubes. La preuve est délicate, j’en
expose le plus de détails possible quand cela est nécessaire. On dira que ces cubes
sont disjoints si leur intérieur le sont. Enfin par "cube", on entend un cube fermé de
R™ dont les cotés sont paralléles aux axes définis par la base canonique. On notera
par ailleurs A(Q) le diamétre d'un cube.

Théoréme. 1.3.1. Soit F' un ensemble fermé non-vide de R™ dont on note ) le
complémentaire. Il existe une famille de cubes F = {Q1,...,Qx, ...} telle que :

i) Up Qr = Q,

i1) Les Qy sont mutuellement disjoints,

i) 1 A(Qr) < d(Qk, F) < c2A(Q),

les constantes ¢y et ¢y sont indépendantes de F' et (c1,co) = (1,4) convient.

Preuve du Théoréme. 1.3.1. : Considérons le réseau de points Z", et relions ces
points les uns aux autres suivant les axes. On obtient par ce procédé un maillage
que 'on note .#, et de ce premier maillage I'on tire une chaine dyadique de tels
maillages {4} }>,, ot My, = 275 4.

Donc un cube d’'un maillage donne lieu a 2" nouveaux cubes lors du processus. Le
diamétre d’un cube a I'étape k est (géométrie euclidienne) /n27*. En plus de ces
cubes, on consideére les couches (), définies comme suit :

Qo= {: 27" < §(x) < 2771,
ol ¢ est une constante positive que 1’on fixera par la suite. Par définition :

k=—o00

On fait maintenant un choix initial de cubes .7, on réalise ce choix suivant les cubes

12
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FIGURE 4 — Illustration du procédé de maillage

FIGURE 5 — 1 cube en donne 4 en dimension 2

qui intersectent, dans 'ordre de leur maillage, la couche associée, je veux dire :

Fo= |J {Qe QN #0},

k=—o00

d’ou encore par définition (puique les cubes recouvrent tout 'espace et que §) est
recouvert par ces couches) :
o= J Q|

QeFo

Montrons maintenant l'inégalité 7ii) du théoréme pour les cubes de ce choix. Soit
Q € .y, intialement dans le k¢ maillage. Le diamétre de ce cube est /n27% il existe
par définition de notre famille, x € Q N . Ainsi :

d(Q, F) < 6(x) < 275,
et par inégalité triangulaire inverse :

d(Q,F) > 6(x) — A(Q) > c27F — /n27",

d’ott pour ¢ := 24/n on obtient le résultat annoncé. Deés lors, les cubes de notre
famille sont disjoints de F' et recouvrent €2, le point ) du théoréme est donc aussi
prouvé. Pour montrer le point ¢i) il suffit d’avoir la structure du processus en téte.
Si deux cubes de la famille ont une intersection non triviale, alors deux cas se pré-
sentent. Le premier est si ces cubes sont du méme maillage, alors par construction,
ils sont égaux. Le second cas est celui ot les deux cubes sont issus de deux maillages
différents, alors nécessairement 'un est inclus dans ’autre, puisque ’on découpe se-
lon chaque axe a chaque étape. Par des considérations géométrique élémentaires, on
peut prendre un cube dit maximal & chaque fois et constituer notre famille de cubes

13



FIGURE 6 — €, reproduit une couche suivant la forme de F

comme cela, notée .# (pas besoin d’avoir recours au lemme de Zorn). Le théoréme
est prouvé.

On montre un deuxiéme théoréme de recouvrement par des cubes.

Théoréme. 1.3.2. Soit f une fonction positive, intégrable sur R™ et soit o > 0. Il
existe une décomposition de R™ telle que :

i) R"=FI[Q

ii) f < a preque partout sur F

i11) ) est la réunion de cubes Qy, d’intérieurs disjoints et tels que :

a<][ f<2".
Qk

Preuve du Théoréme. 1.3.2. : On décompose R™ en un maillage de cubes égaux,
d’intérieurs disjoints et de diameétre assez grand pour que @ /. 0 f < a. On prend
un cube ) de ce maillage, on le bissecte dans toutes les directions, donnant naissance
a (comme avant...) 2" cubes lui étant congruents. Soit )’ un de ces cubes, et partant,
deux cas se posent. Soit 'intégrale sur ce cube est encore petite devant «, soit elle
ne l'est plus. Si 'on se trouve dans le second cas, alors on choisit ()’ comme étant
I'un des @)y de I’énoncé. Pour ce choix 1a :

1
oc<][ f§—][f§2”oz.
! 2_nQ

Dans l'autre cas, on recommence les divisions, et l'intégrale tend vers 0 pour une
telle famille lorsque le diameétre tend vers 0, ce qui assure la finitude de ’algorithme.

On pose alors :
Q=)@
k

I'union des cubes obtenus par cet algorithme (notons qu’il faut au plus un nombre
dénombrable d’étapes... on a besoin de I'axiome du choix dénombrable pour le choix
des @) intiaux, ce qui reste acceptable conventionnellement). On pose F = (°Q).
Pour ce F' on a d’apreés la discussion en 1.2. :



or de tels cubes sont des cubes qui n’ont pas été choisi puisque = y appartient, donc
ils verifient le premier cas, et dés lors, pour presque tout z dans F, on a f(z) < a.
Le théoreme est prouvé.

Ce théoréme vient avec un corollaire immédiat. On le démontre toutefois d'une
autre maniére pour obtenir une information supplémentaire. Avec le théoréme, on
montre directement que (A, B) = (1,2") convient.

Corollaire. 1.3.1. Soit f, a, F, Q et Qr comme dans le Théoréeme. 3.3.2.. Alors
il existe deux constantes A et B(dépendants uniquement de la dimension n), telles
que 1) et i1) soient toujours vraies et telles que :

A
m(Q) < —||fllr, et, ][ f < Ba.
o k
Preuve du Corollaire. 1.3.1. : Posons F = {Mf <a}etQ=FE, = {Mf > a},
on applique le b) du théoréme 1.1.1. :

m(©) < 2o

D’out A = 5" convient. Ici, F' est fermée, donc on peut appliquer le théoréeme 1.3.1.
et des lors €2 = UQ); et ces cubes ont leur diamétre proportionnels a leur distance
a F. Soit Q) un de ces cubes, et py minimisant la distance a F' depuis celui-ci (c¢f
cours). Soit By la plus petite boule centrée en p; contenant lintérieur de Q. On
pose :

Bk

FIGURE 7 — Présente situation en dimension 2, quand p; est le centre du cube

Comme p € F,on a:
1
axMip)=f f24 &
By, Tk JQu

or, dans le "pire" des cas (géométriquement), p; est un des coins de @)y, donc la
boule est de rayon le diamétre du cube, on note £ la longueur d’un coté de ). On
a alors, 7y le rayon de By :

Ty = \/ﬁéa
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donc :
m(By) < sa(v/nl)",

alors on a finalement : p
n mn
sanM

<
Ve = n

Le corollaire est alors démontré.

1.4 Taille relative et interpolation

Commencons par formaliser 'idée de taille relative exposée pour le théoréme
1.1.1. Il s’agissait de découper f selon qu’elle soit de norme grande ou petite. Pour
ce faire, nous avons besoin de quelques définitions. Soit 7" un opérateur de LP sur
L1 avec 1 < p,q < .

On dira que T est de type (p,q) si :

KT, flles < Al ][ Lo,

ou A ne dépend pas de f.

On dira que T est de type-faible (p, q) si :

n{irs| > a) < (A

quand g < co. Si ¢ = 00, et T de type (p, q), on dira plutét T' de type-faible (p, q).

Donnons-nous une constante positive . On définit :

tm@:{fg>:vun>7

: sinon

Y

9

fQ(I):{ fx) : |f@)] <~y

0 : sinon

de sorte que f = fi1 + fo, et si p; < p < po, alors avec f € LP, on a :

Lfillzee < AP es

car la différence d’ordre est négative, et :

[ f2llzre < A"l f] o

Cette écriture montre :

Vo <p<ps, P C LM+ 17

et cette idée permet de démontrer le théoréme suivant :
Théoréme. 1.4.1. Soit r €]1,00]. Si T est un opérateur sous-additif de L' + L"

vers l’ensemble des fonctions mesurables sur R", de type faible (1,1) et (r,r), alors
T est de type (p,p) pour tout p €]1,r].

16



Preuve du Théoréme. 1.4.1. : On doit estimer la fonction de distribution as-
sociée a T'f, notée X comme en 1.1. Utilisons notre découpe pour p; = 1 et py = 7.
Par sous-additivité :

I Tf] < |Tfi] +|Tfo,

ainsi, par contraposée, on a :
{ITf] > o} C{ITAHI > /2} U{|Tfo] > a/2},

donc :

m{[Tf| > o} <m{[Tfi| > a/2} + m{|T fo| > «/2},

par hypotheéses :
2A 2A,)"
Me) < 201y + B2

1 f2ll7r

ar

Aq A"
Ale) < 27/|f> 7=+ (20/) /f|< T

On a par ailleurs, par positivité, dans R, :

|Tf] 0
Jrwrr= [ [ dadepart= [ [ dedapart = [T arin@)da,
"J0 Ry J|Tf|>a 0

en multipliant par pa?~! et en intégrant, dans RJF :

par définitions :

T fl7 <24 / / dedapa® 2| f| + (24,)" / / dedapa?= V| £,
0 [f1>a 0 IfI<a

puis :
| f] 00
ITF|IE, < 24, / / dadzpa?2|f| + (24,)" / / dadzpor=D| I
nJo nJIf
c’est-a-dire :
2A p — 2AT Tp —r r
175l < 222 [ aigpoiigg+ 222 [ g,
Oou encore :

24, (24,)
TrlP, < Pl
e <p (225 + 220 g1,

Le cas r = oo ne pose pas de probléme.

1.5 Transformée de Fourier L2

Posons d’abord :
7 = CF(RY), et, § = {¢ € C*(R") : ¥p,q € N", |s?D1g(x)] "5 0},

ol 'on a noté :

olPlg

1 n *
o

1

Vp e N,z af = ((a")P, ..., (z")""), et, DP¢ :=

17



On appelle Z ’espace de fonctions tests sur R”, et S I’espace de Schwartz des
fonctions & décroissance rapide. On sait que (cf cours) 2 est dense dans L?, donc
par inclusion, S aussi, sous réserve d’avoir montré que S C L?. Montrons ce fait.
Soit ¢ a décroissance rapide. Il existe C' > 0, tel que si |z| > C, alors |z¢(x)| < 1,

ainsi, dans R :
L= jope [ ek<oc,
R" |z|>C |z|<C

donc ¢ est de carré sommable. On montrerait aussi facilement que 'on a méme
S C L' N L2, et alors on peut définir la transformée de Fourier de ¢ € S :

~

30) = | o,

montrons de plus que la transformée de Fourier sur S est isométrique, et est un
isomorphisme linéaire de § sur lui-méme : C’est le Théoréme de Plancherel.
Commencons par l'isométrie. Par Fubini-Lebesgue et par la formule d’inversion :

PN ~

0v) = [ 0= [ [ dodo@ire= = [ 55 =6.0)
on montre ensuite sans probléme que (par récurrence) :
Wp e N, Vo € R", DPo(z) = (~2im)Pard(x), et, Dro(z) = (2ima)(x),

et cela montre par définition de S que cet ensemble est stable par transformée de
Fourier. Montrer que la transformée est injective sur S est immédiat par convergence
uniforme et la surjectivité découle de la formule d’inversion.

Cela fait, on peut étendre la transformée de Fourier aux fonctions de carré som-
mable. Soit f € L?, par densité, il existe une suite (f;) & décroissance rapide telle
qu’elle tende vers f dans L2. Par Plancherel, on montre que la suite (ﬁ) est de
Cauchy et L? étant complet, on a une limite Ff := fqui ne dépend pas de la suite
(fx) choisie au départ (encore par Plancherel). En passant des détails techniques
élémentaires, on obtient que cette nouvelle définition étendue de la transformation
de Fourier coincide avec la précédente sur les fonctions a décroissance rapide, que
c’est un isomorphisme et que 'égalité de Plancherel est conservée. On peut donc
passer a la suite.

1.6 Théoréme d’interpolation pour les opérateurs singuliers

On s’intéresse a des transformations définies par des convolutions avec un noyau
singulier. On a besoin de plusieurs théorémes. Voici le premier :

Théoréme 1.6.1. Soit K € L?. Supposons K € L*>®, K de classe C' en dehors
de l’origine et

|| e

||t

[VE(x)] <

Si l'on pose Tf = K * f, pour f € L* N LP, alors T est de type (p,p) pour tout
1 <p<oo, etT se prolonge a tous ces LP.

18



Preuve du Théoréme 1.6.1. :

Premiére étape : Type-faible (2 2)
Par Fubini-Lebesgue, on a Tf = K f, pour f € L' N L2. Par Plancherel :

T flle2 = T fllez < K |zoe [ 12 = [[ KL< || /]2,

par continuité, on étend T & tout L2, et par ailleurs, on sait que le type fort implique
le type faible, donc :

IR~
m{|T S| > a} < == |3 |

Deuziéme étape : Type-faible (1,1)

Fixons a > 0 et appliquons le Théoréme 1.3.2. pour ce « et pour |f|. Il existe alors F’
et Qtels que R" = F[[Q, |f| < asur F et Q = UQy pour des cubes mutuellement
disjoints de diamétre comparable & leur distance a F, tels que :

mi@) < I ot gy <oma
o Qk

flz), z€eF
fl(z)_{kaf, T € Qy

qui définit f; presque partout. On pose alors : fo = f — f; presque partout. Ainsi :

Posons alors :

fo=0, sur F, et, fo=0.
Qk

Comme par linéarité on a, T'f =T f; + T fs, et bien il suit :
mA{|Tf] > a} <m{|Tf1] > a/2} + m{|T f2| > a/2}.
On estime d’abord T'f;. On a f; € L? car par définition et le Théoréme 1.3.2. :

1] = / AP+ / AP < / alf] + 2202m(Q) < (1+ 22)al ||| < oo,

donc on peut appliquer le résultat de la premiére étape :

4HKHLoo

m{|ThH] > a/2} < —==All7: <

A0 2R
L £

On estime a présent f,. On pose pour cela :

deés lors, fo = >, f¥, et par linéarité, T'fo = >, T'f5. Comme :

f2 - 07
Qrk
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onapourz e F:
1@ = [ K)oy = / K(x — 1) — K(z — ") fay)dy,

ot l'on a noté y* le centre du cube Q. Comme on a I’hypothése sur le gradient de
K, on applique I'inégalité des accroissements finis (le noyau est régulier en dehors
de Porigine, et = est hors des cubes puisque dans F)) :

|K(z—y) — K(z—y")| < sup |Vy(k(z —9)|ly — ¢,

vEly,y*]

d’otl immédiatement :

HKHLOOA(Qk)

Kax—vy)— Kz —

oil 'on a noté 7* un élément atteignant la borne inférieure de |z — 7] lorsque I'on
parcourt le segment [y, y*]. Or on a pris des cubes dont le diamétre est comparable
a leur distance a F. Dés lors :

|z —y| > d(Qr, F) > A(Qy),
pour tout y dans Jx. On a alors :
o =yl <z =7+ [7° =yl <o =71+ A(Qx) < 20z -7,

d’ou :

1f2(y)ldy.

e =yt

/Qk | fo] < /Qk !f|+/Qk il < 2 am(Qg).

Ensuite, on utilise encore les inégalités de comparaison des diamétre et distance :

A@Im(@) = [ (G < / Q) < / )y,

1f2(y)l 1 / o(y)
N e A =t
(@) o, [T — " Y o, |z — g™+ Y

En effet, par les deux inégalités qui précedent celle-ci, on a :

THE )] < 1R~ AQ) /Q

Par définition :

or .

0= [ (8@l -2 08 = [ A )] -2 syl

o o

or Qx est un compact disjoint de F', donc 0 < |z — y| < sup |z — y| =: J,, d’ou :
YEQK

0< 6;L+1 (/ [A(Qk)|f2| - 2n+1a5]) ’
Qk

|ZE _ y|n+1

donc :

Y

0 S/ [A(Qr) fa] — 2n+1045]

|.1' _ y|n+1
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ce qui montre l'inégalité. Ainsi :

6(y)
T — y|n+1

T 1 ()] < 27| R | /

dy|.
Qk|

Par sommation :

o o(y)
)| <2 Rllmo | 20|

ro |

et par les Théorémes 1.2.1. et 1.3.2. :
/ T fo(w)|dx < 27 s, || K[ e am(“F) = 275, || K| e am(2) < 27 s, || K] | || f| 1
F

d’ou :

8n|IK||L<x>

m{z € F: [Th(x)| > a/2} < & =

Et comme on a : 1
m(F) = m(©) < —|fllu

on a :

(142725, || K] | 1)

mi[T fa| > a/2} < =

Enfin :

(14 27250 IR e + 41+ 22| K3 )

m{|Tf| > a} < .

[z |

Derniere étape : Inégalités LP
On a déja montré le cas p = 2 a la premiére étape. Pour le cas 1 < p < 2, on utilise
le Théoreme 1.4.1., on a alors :

1/p

(12425 IR |l +4(1 + 2[R |3 ) p
1F1ler = Ayl 1]

p—1

T fllzr <2

pour f € LP et on a explicité dans toute la démonstration les constantes pour en
montrer la dépendance explicite qu’elles ont avec les données (seulement le noyau,
la dimension spatiale et la dimension fonctionnelle). Enfin, pour le cas 2 < p < oo,
on utilise le conjugué de Holder de p, noté p’ := 1/(1 — 1/p). Dans ce cas, p' €]1,2]
et le Théoreme est vrai pour cet indice.

Pour utiliser ce fait 1, on remarque que si ¢ € Li . est telle que SUPgecse, ||l <1 | [ Y] =

A < oo, alors ¢ € L¥ et |[1)]|,» = A. En effet, par hypothése, 'opérateur P : LP —
R, ¢ + [1¢ est linéaire continu, donc d’aprés le Théoréme de représentation de

Riesz (c¢f cours), il existe ¢ € LP vérifiant A = [||P||| = ||¢}|| . Dés lors, on a :

Vo € CF, /w—m:
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donc ¢ = @Z dans L.
Reprenons donc le fil de notre démonstration. Prenons f € L' N L7, et ¢ € CF°

de norme LP majorée par 1. On a K € L?, et par choix de f et ¢, la double intégrale
suivante converge absolument :

/n / drdyK (x —y) f(y)o(),

donc par Fubini-Lebesgue, elle est égale a :

1= [ 16 ([ K- potic) dy

on utilise le Théoréme pour 1 < p’ < 2 et le noyau K(—(-)), ainsi, y — [, K(z —
y)p(z)dr € L et la norme LP de cette fonctionnelle est majorée par Ay |||, <
A,y. Par Fubini-Lebesgue et I'inégalité d’Holder, on a :

| ws@)ows

=[] < Ay fllzr,

d’ou par notre remarque, T'f € L? et |||T||| < A, donc :

1T fller < Ayl fller |

Il est important de noter que, lorsque p’ tend vers 1, on a p qui s’éléve a I'infini, dés
lors I'estimation connue pour la constante A, lorsque p — 1 devient, dans ce cas,
une estimation lorsque p — oo et est une estimation polynomiale d’ordre 1 en p.
Le Théoréme est entierement démontré.

1.7 Variantes du théoréme

Ce premier théoréme d’interpolation n’est pas celui que nous utiliserons dans
la partie application, il nous faut formuler des hypotheéses différentes. On demande
au noyau ce qui semble étre 'hypothése la plus faible suffisant a faire marcher les
arguments de la preuve précédente, plutdét que de majorer le gradient de ce noyau,
on demande :

/ K(z—y) — K(@)|dz < B < o, |y| >0,
|z|>2|y|

ou B = 2"sn|\[? ||L convient. On montre sans difficulté que notre hypothése sur le
gradient implique celle-ci. En effet, comme plus haut par I'inégalité des accroisse-
ments finis :

1K |||y
K(w—y) = K@) < g

ou T € [x,x — y] optimise le supremum implicite. Puisque cet élément est sur ce
segment, il existe A € [0, 1] tel que T =z — Ay, donc || > |z| — |y| > |z|/2, d’ou :

K leolyl 2" MK 1oLy
|f|n+1 — |x’n+1 )

|K(x —y) — K(z)| < |
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en passant en polaire dans l'intégrale on a alors :

/ K(z —y) — K(@)lde < 28, ]| K] 1= < o0, Jy] > 0.
|z|>2]y|

On a alors :

Théoréme 1.7.1. Le Théoréeme 1.6.1. reste vrai en échangeant [’hypothése sur le
gradient par l’hypothése exposée plus haut.

Preuve du Théoréme 1.7.1. : On montre ce qui doit changer dans la preuve
précédente. Les changements ont lieu dans I’établissement du type-faible (1,1). On
n’utilise plus la comparabilité entre les diameétres et les distances. Au lieu de cela
on considére les cubes Q% dont la longueur des cotés a été augmentée de 2,/n. Dés
lors, on a : Q) C Q5, avec des notations analogues, Q@ C Q*, m(Q*) < (2y/n)"m(Q)
et F* C F. De plus, si z ¢ Qf, alors |x — y*| > 2]y — y*|, pour tout y € Qy et
ol y* dénote le centre de Q. En effet, en notant ¢ la longueur d'un coté de @y et
pour de tels x et y, on a d’abord pour chaque coordonnées : |y; — y¥| < ¢, donc par
I'équivalence des normes 2 et 0o (¢f cours), on a :

ensuite, comme z ¢ @, il existe une direction j telle que : |z; — y;?’ | > 2y/nl, et
encore par équivalence des normes 2 et oo et par 'inégalité précédente :

|z — | > 2v/nl > 2y — ||

L’autre différence surgit lors de 'estimation de |T'fs|. On ne majore plus par l'inté-
grale de Marcinkiewicz, on l'estime plutdt directement. On se sert de F™*. On note
Tf% comme dans la preuve. On a :

[orars X [ [ ek e ) - KGR0

par la nouvelle hypothése formulée :

/ K(x—y) - K(z — ¢"))de < / K(2' —y) - K(&')|da’ < B,
o

|z"[>2ly’|

donc, dans R, on a :

/ Tl < B / ol < B / (7] + 1A < 2 m(@)a < 2|l
F* Qr Qr

ce qui suffit a reprendre le fil de la démonstration.

Il reste a outrepasser le probléme de la condition K € L?. On veut donc se dé-
barrasser de cette hypothése et demander des conditions qui impliqueront ce fait-la.
Le cas qui nous intéresse est le cas des valeur-principales d’intégrales singuliéres qui
existent grace & une condition d’annulations de termes positifs et négatifs. C’est ce

que 'on demande :
/ K(x)dz = 0.
R1<|£E|<R2
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Théoréme 1.7.2. Le théoreme 1.6.1. reste vrai avec les hypotheéses du Théoreme
1.7.1. et en remplacant Uhyptheése L? par celle plus haut, en considérant des noyaux
du type borné par B/|z|". C’est-a-dire, si K est tel que :

i) |K(x)| < Blz[™", 0 < |z]
it) |K(z —y) — K(z)|de < B, 0 <y

|| >2ly]
i11) K(x)dx =0, 0 < Ry < Ry < o0

R1<|J}‘<R2
Alors si on pose pour f € LP, 1 < p < oo, l'opérateur :

T.f(x) = flz —y)K(y)dy, € >0,

ly|>e

est continu de LP sur lui-méme :

ITefllr < ApllfllLr,

ou A, est indépendant de f et e. De plus la limite lim._,oT.f =T f existe en norme
LP et Uopérateur limite T conserve la continuité obtenue plus haut.

Preuve du théoréme 1.7.2. : La premiére hypothése, associée & la troisiéme
permettent de prouver I’hypothése L? et, partant, la convergence LP de l'intégrale
tronquée. Montrons I’hypothése L? via le lemme suivant :

Lemme 1.7.1. Prenons un noyau K vérifiant les hypotheses du théoreme 1.7.2..
Posons K.(x) = K(x)xepe) (). Dés lors, on a immédiatement K. € L*. Pour sa
transformée de Fourier, on a [’estimation suivante :

sup |K.(y)| < CB,
)
ou C ne dépend que de la dimension n.
Preuve du Lemme 1.7.1. : On commence par le cas ¢ = 1. Montrons que K;
vérifie des conditions similaires & K, on découpe pour cela l'intégrale des écarts,

écarts que l'on note EY(x) a y fixé et sans 'indice € pour K, on commence par le
cas |y| < 1/2:

/ EV(r)de = / EY(x)dz + / BV (x)da
|| >2[y] 1>z >2[y| [z|>1

- EY(x)dx + / BY(z)dx + / oy Bl(a)da

|z|>1 |z|>1
1>[z]>2]y] og>1 e yl<1
= — Y
[y K@=l [ B [ K@)
lz—y|>1 lz—y[>1 lz—y|<1
< K(z)|d EY(x)d K(z)|d
- 12|x+y\22\y|| (x>| T |z|>2]y] (l’) T |z|>1 | (I)| L
|z|>1 =2y |z|<3/2

par changement de variables dans la premiére intégrale de la derniére ligne, avec
les inclusions {x : |z| > 1, |z —y| > 1} C {z : |z| > 1} C {z : || > 2|y|} car
2|y < 1, et avec l'inclusion {x : |z| > 1, |z —y| < 1} C {z : 1 < |z| < 3/2}
car |z — y| < 1 implique |z| — |y| < 1 et avec |y| < 1/2 on a l'inclusion. On peut
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{12> |z +y| 22y} {z| > 1}

FIGURE 8 — Illustration de la zone d’intégration de la premiére intégrale

estimer les deux derniéres intégrales en utilisant respectivement les hypothéses ii)
et 7). A elles deux elles donnent une estimation (par les coordonnées polaires pour
la derniére intégrale) :

/ EY(z)dx + /|z|>1 |K (z)|dx < B(1+ s,1n(3/2)).
|z|>2]yl 3

|lz|<3/2

Pour estimer la premiére intégrale de la derniére ligne, on remarque que le domaine
d’intégration est un croissant de lune inclus dans une certaine couronne, par des
considérations géométriques élémentaires on montre que ce croissant est dans le
couronne de grand rayon 1 + |y| < 3/2 et de petit rayon 1, c’est donc la méme
estimation que pour la derniére intégrale, et on a au final :

/ E{(x)dx < B(1+ 2s,1n(3/2)) |.
|z >2]y|

On examine maintenant le cas |y| > 1/2. Ce cas donne directement que |z| > 1,
donc le terme de 'écart en K;(x) est égal & K(z) il ne reste que le terme K;(z — y)
qui pose une condition sur le domaine :

Ey d = K d Ey d <B 1 _nd
/|xzzy| i(w)de ﬁdzzlyly (z)] x+/ﬂ:22|y| (z)dz < +/|x|22|y| || T,

lz—yl<1 lz—y[>1 |lz|<1+ly|

c’est-a-dire :

[Pt (1o (git) ) < (e (5 (g)))
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or comme |y| > 1/2, on a |y|™' < 2. Donc on a finalement, par croissance du
logarithme, ’estimation suivante :

/ EY(z)dx < B(1 + 5, 1n(3/2)) |,
|z[>2]y]

au cumulé, en prenant le maximum des deux :

/ EY()de < B(1+ 25, 1n(3/2)), |yl > 0|
|z]>2]y|

Ainsi, nous avons montré que K; vérifie & son tour des estimations similaires a K.
On va maintenant estimer la transformée de Fourier de K; en l’écrivant en deux
morceaux :

Ki(y) = lim 2 YK () da

= A YK (z)dx + lim XV () dx
|| <1/ly| R=o0 J1/y|<|z|<R
- [1 -+ IQ.

Puisque la condition d’annulation est vérifiée pour K; on peut soustraire une fois
I'intégrale de K7 (R; = € ou directement nulle suivant la taille de y) :

I = / (¥ — 1)Ky (x)d.
lz|<1/yl
Par ailleurs on a :
' 2y ' 2mx-y )
|e2z7ra:-y _ 1| — ‘/ ieltdt’ < ’/ ‘i62t| dt‘ = 27T|I : y| < 27r\x||y|,
0 0

donc :

|| < 27y |z|| Ky (2)|de < QW\y]B/ 1/|z|"'dz = 2B,

lz|<1/ly| lz|<1/ly|

en passant en polaires. Posons z := z(y) = y/2|y|?, de telle sorte que |z| = 1/2|y| et
e?™* = —1. Dés lors, par changement de variables, on montre :

Ka(o)er ™o = 5 [ (o) ~ Ko — 2))e™ V.

n

Rn
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On a alors :

I, = lim

/ 2z7rx yK ( )d:c}
1/ly|<[z|<R

227ra: yK ( )d[L‘— / 62i7rx~yK1(aj)dx}
z|<R |lz|<1/]yl

Il
T
g B
—

1 |
= oaim {E [ (K (@) — K(a — 2))da b — / 2TV (1) d
Ryoo ? ja|<R jal<1/ly]
= lim —/ Fm Y (K (2) — Ky (o — 2))dx
Bovoo L2y jy|<lai<h

1 A
+—/ XY (K (x) — Kl(a:—z))dx—/ XV (2)d
2 i<ty

|lz|<1/lyl

1 )
1 {— 2™ Y (K (x) — Ky (v — z))da:}
fizoo L2 J1/pyl<peli<r

1 .
1 / V([ () + Ky (2 — 2))de
2 Jja)<1/pyl

1 .
im {5 2™ YK (z) — Ky (z — z))dx}
1/ly|<|z|<R

1 1 .
——/ eQZ”yKl(a:)daH——/ e?™ VK (1) dx
2 J <1/ 2 Jjzra1<1/p]

1 )
1 {— XY (K (x) — Ky (v — z))dx}
fimeo L2 J1/yl<pei<r

1 ey
- Ty fe d
2 /1|w|s1/y| ¢ (@)de,

/Nyl <|z+2]

la derniére intégrale est prise sur un domaine inclus dans {x : 1/2]y| < || < 1/]y|},
et comme |z| = 1/2]y|, on a :

1 < pltonn@) ]

Dés lors :

" D
|K1<y>|g3(2w+§+sTn<>>

c’est IA(l € L°. Il nous faut maintenant translater ce résultat pour tout ¢ > 0.
On utilise pour cela des opérateurs de dilatation, 7. tels que 7.f(x) = f(ex). Si
T est 'opérateur de convolution T'f = K % f, alors 'opérateur 7.-17T'7. correspond
au noyau x — ¢ "K (¢ 'r). Remarquons sans peine que ce nouveau noyau vérifie
des conditions similaires a celles sur K avec les mémes bornes. Posons & présent
K'(x) = e"K(ex), K’ vérifie les conditions du lemme avec la méme borne que K
dans les hypothéses du théoréme, ainsi :

|K"1||z= < CB,

par suite, la transformée de Fourier de e " K (¢ 'z) est (changement de variables)
K (ey) et encore de norme infinie bornée par C'B, seulement, e " K| (¢ 'z) = K ()
et le lemme est prouvé.

On passe a la preuve du théoréme. K vérifie les hypothéses du théoréme, donc
K. aussi avec bornes C'B (calculé explicitement plus haut et passe pour 1 — ¢
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par les dilatations). Par définition, on a : K. € L? donc le Théoréme 1.7.1. donne
les inégalités de continuité LP. Prenons maintenant ¢ € D. Par annulation sur les
couronnes (hypothése ii7)) :

Tow) = | K@ole —y)dy+ / K(5)(é(x — ) — dlx))dy,

ly|>1 1>ly[>e

par convolution, la premiére intégrale définie une fonction LP (convolution d’une
fonction L' par une fonction LP, K, par 'hypotheése 7)), la seconde définie une fonc-
tion & support compact, et est prise sur un ensemble compact, par différentiabilité de
¢ (inégalité des accroissements finis), |p(z —y) — ¢(x)| < ||V || L=|y|, donc toujours
par I'hypothése i), celle-ci converge uniformément en x quand ¢ — 0, c’est-a-dire
T.¢ converge en norme LP quand £ — 0, la continuité de la norme suffit & faire tenir
les inégalités. Le théoréme est prouvé.

Ce théoréeme est d’importance capitale et permet de justifier des intégrales définies
par une classe d’opérateurs trés importante. Ces opérateurs singuliers apparaissent
dans bien des branchements des mathématiques, nous allons nous concentrer sur la
démonstration d’'un théoréme portant sur les équations d’Euler, cette démonstra-
tion montre 'existence sous-jacente d'un opérateur intégral singulier et traite son
estimation par le biais de nos calculs.
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2 Application a la mécanique des fluides

Pour cette section, je suis le livre de Majda et Bertozzi sur le domaine (¢f A. L.
Majda, A. L. Bertozzi, [1]) dont j’ai réorganisé les éléments et j’'ai également rajouté
beaucoup de détails laissé de coté dans le livre.

Il est temps d’avancer au sujet d’application de ce rapport, les équations de la
mécanique des fluides et plus particuliérement, les équations d’Euler. Nous avons
besoin d’une formulation de ces équations portant sur la vorticité :

th = 0.

2.1 Les équations d’Euler et I’équation de conservation
Les équations d’Euler pour les fluides incompressibles s’écrivent comme suit,

o+ (v-V)v=-Vp
V-v=0 ’

I'incompressibilité étant contenue dans la seconde équation, la divergence relate
la capacité a "grossir" depuis un point donné, si la divergence est nulle alors on
comprend intuitivement que le fluide ne peut pas perdre en volume. Pour I'instant on
suppose les éléments de régularité convenable, disons C2. On définit deux opérateurs
différentiels. Le terme de transport v-V est un divergent pondéré par les coordonnées
du champ des vitesses :

(U : V) = ?)181 + Ugag,

il quantifie I’évolution dans la direction du champ des vitesses v. Le terme vu plus
haut, noté D,, est la dérivée lagrangienne, ou convective :

Dt:at+(U'V),

c’est ’évolution spatio-temporelle le long des trajectoires particulaires pour un
champ v. Pour montrer que la vorticité scalaire w := 0,vy — 0yv1 Se conserve
sur les trajectoires particulaires, on prend le produit scalaire de I'équation d’Euler
contre le gradient rotationnel (gradient symplectique ou hamiltonien) défini comme
le rotaté du gradient :

va = (_82f7 alf)v
on voit alors que :
w=V"- v

Faisons cela aprés avoir montré que V+ - V. f = 0, le calcul donne :
_8281f+ a182f = 07
par Schwartz, on peut passer au calcul.

AVAE (Dtv) - V-t Vp
O(VE-v) + V- ((v- V) = 0
0w + (=02 (110101 + v20201) + 01 (V101V2 + V202v2) = 0,

examinons le premier terme du terme de transport par Leibniz :

—82(1}101@1 + 112822)1) = —(62’01811)1 + ’Ulagalvl) — (62112821)1 + ’U2822U1)
—[(81’01 + 82’02)821)1 + ’018281?)1 + Ugag’ljl]
= —(v15281v1 + vgﬁgvl),
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puisque le divergent de v est nul. On passe au second terme :

81 (Ulaﬂjg + Ugazl)g) = (811}1811]2 + ’U1(912U2) + (811)2827}2 + v28182v2)
= (61’01 + 62?}2)811}2 + (U281621}2 + Ula%’vg)
= U28102U2 + Ula%?,lg,

en sommant, on reconnait ce qu’il nous faut :

VJ_ : ((U . V)U) = (Ulal + 'Ugag)(aﬂ)g — 821)1) = (’U . V)w s

ainsi :
D=1
2.2 Interprétation de I’équation évolutive

Maintenant, nous introduisons une maniére de représenter les particules. On
définit application de trajectoire des particules, X (-,t) : a € RY = X (a,t) € RY.
Compte tenu d’un champ des vitesses v(x,t), le vecteur X (v, t) est la position, au
temps ¢, d’une particule de fluide initialement & la position o € RY. Le paramétre
a correspond au parameétre lagrangien décrivant les postions des particules dans un
espace initial. Cette application est décrite par 'EDO :

O X (a,t) =v(X(a,t),t), X(a,0)=a,

qui la définit uniquement. On plonge R? dans R3 canoniquement. On regarde alors
la vorticité w = V x v dont V* - v est la troisiéme coordonnée, ladite étant la seule
non nulle.

Il nous faut a présent montrer que la vorticité reste constante le long des trajec-
toires des particules en 2D. Pour cela, montrons le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Soit v un champ des vitesses lisse, dont X décrit les trajectoires,
verifiant ’EDO citée plus haut. Soit h un champ de vecteur. On a :

Dih=h-Vv & h(X(a,t),t) = VX (a,t)ho(a).

Preuve du Lemme 2.2.1. : Différentions 'EDO vérifiée par X par rapport a
a et multiplions la par ho(a), on obtient I’équation matricielle suivante :

O Vo X (o, t)ho(a) = (V)| (x(a,t),) VaX (, t) ho(av).

Le sens retour ne pose pas de probléme, alors supposons le membre de gauche de
I’équivalence. On a :

Oh(h(X(a,t),t)) = Oh(X(a,t),t)
X(a,t),t)

donc Vo X (o, t)ho(a) et h(X (a,t),t) satisfont & la méme EDO avec méme condition
initiale (ho(«v)), par unicité, elles sont égales.
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Comme le vecteur w satisfait effectivement D,w = w - Vv (adapter les calculs
plus haut au cas tridimensionnel, ce terme dans le second membre est le terme qui
introduit les problémes réels de I’étude de 1’équation d’euler en 3D), on a :

w(X(a,t),t) = Vo X (o, t)wo(a).
Montrons que le déterminant jacobien de X vaut 1. Posons :
J(a,t) = det(VoX (o, t)).

Il s’agit de démontrer que ce déterminant jacobien vérifie, pour les conditions du
lemme 2.2.1., I’équation différentielle suivante :

O = (V- 0)|(x(an)n/ (1)
En effet, prenons la dérivée partielle suivant ¢ de I’équation définissant J :
d,J = Al9,0,X°,
ot les A’ sont les mineurs de V,X. On a bien entendu :
A0 X* = 6,1,
puis en utilisant 'EDO vérifiée par X et la régle de la chaine :

OpJ = AlO; X vl =0l FT = (V-v)J,
ainsi, le fluide étant, dans notre étude, incompressible on a divergence nulle, donc J
est constant, or le gradient de X est constant égal & 1 au temps initial, donc, pour

tout temps ¢ :
det(V,X(a,t)) = 1.

Grace a cela, on peut voir V,X comme une matrice 3 X 3 de déterminant 1 et de
valeurs propres A\, A™! et 1 et sous la forme (on a 1 en plus car on a plongé dans le
plan dans l'espace et le déterminant est multiplicatif) :

X, X, 0
X02£1 XC2|(2 0 Y
0 0 1

Ainsi, comme le vecteur wy(a) a pour coordonnées (0,0, wp(c)), les scalaires w et
wp vérifient bien ’équation de conservation suivante :

w(X(a,t),t) = wo(a) |

D’ou I'on voit que 1’équation évolutive traduit bien la conservation de la vorticité le
long des trajectoires des particules. Remarquons que ce résultat permet de démontrer
que la norme L, est aussi conservée, puisque X conserve la mesure de Lebesgue.
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2.3 Loi de Biot-Savart pour le champ des vitesses

Cette interprétation faite, nous pourrons définir le principe de solution faible
pour les équations d’Euler 2D une fois avoir défini v avec une convolution suivant
la loi de Biot-Savart. On formule cela sous la formulation suivante, nous voulons v

tel que :
Vioo = w
Vv = 07

ce probléme demande de définir la formule de Green :

1
G(.CE) = %lnu"a

on vérifie que G satisfait a I’équation aux distributions en y :
AG(x) = by,

de ce fait, G représente une sorte d’inverse pour le laplacien, on peut montrer que :

A(G«f)=f,
au sens des distributions. Dés lors, on montre que :

v =V*HG*w),
est une solution du probléme posé plus haut. En effet :

V- VHG xw) = A(G xw) = w,

et :
V- VG *xw) =0.

On montre 'unicité par transformée de Fourier. Traduisant le probléme on a, en
notant v la différence entre v et une autre solution :

LT o= 0
C-v =0
donc v = 0 ot par Plancherel v = 0, et v est 'unique solution. De plus, le gradient
rotationnel part sur G par propriété de la convolution, d’ott I'on trouve :

v=Kx*xw]|

ou : N
1z
K(r)= — 2
(@) = e o

et :
ot = (—x9, 7).

C’est la loi de Biot-Savart pour la vélocité.
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2.4 Formulation faible du probléme (partie avancée)

Prenons une vorticité initiale wy € L'(R?*) N L>°(R?). On veut définir une ex-
pression équivalente a notre équation de vorticité pour des vorticités non lisses mais
simplement dans L*>{[0, oo[; L' (R?) N L>*(R?}. Pour faire cela, on raisonne & partir
d’une vorticité lisse pour dériver de 1’équation forte une équation que I'on prendra
comme formulation faible, dont le sens est conservé pour une classe de fonctions
moins réguliéres. Soit alors w lisse et ¢ une fonction test a support compact. On a :

O | Pwdx = / O(pw)dr = | Di(pw) —v - V(pw)dz,
R2 R2 R2
on réécrit le second terme :

O | ¢wdr = | Dy(¢w)—V - (¢pwv) + ¢w(V - v)dz,

R2 R2

or le fluide étant incompressible, le troisiéme terme est nul, et attaquons-nous au
deuxiéme grace au théoréme de la divergence :

V- (¢wv)dzr = lim V- (¢wv)dzr = lim ¢wv - ndo = 0,

R2 R—o00 |$‘§R R—o00 \x|:R

car le support de ¢ est compact, donc borné. Ainsi, on obtient la formule de transport
suivante (cas particulier de la formule de transport de Reynolds dans lequel le
flot X (-,t) est une transformation préservant la mesure de Lebesgue) :

o, / dwdr = | Dy(w)dz — / (Did)wdz + | (Dw)de.
R2 R2 R2 R2

Intégrons alors cette équation par rapport au temps :

g oz, Tw(z, T)dx— g o(z,0)w(z,0)dr = /OT /}R2 dxdt(Dtng)w—f—/oT /R? dzdtd(Dyw),

pour le moment nous avons choisi w lisse, donc 1’équation d’évolution de la vorticité
est valable, on a alors :

oz, T)w(z, T)dx — g o(z,0)wo(x)dx = /0 /]R2 dxdt(Dip)w |,

RQ

I’atout de cette formulatione est qu’elle est valable pour toute fonction test ¢ €
C*([0,T] x R?) a support compact suppg(+,t) C {z : |z| < R} et pour une vorticité
seulement dans L>{[0, oo[; L'(R?) N L>*(R?}. On définit alors les solutions faibles :

Définition. 2.4.1. Etant donnée une vorticité initiale wy € L'(R?*) N L>°(R?),
le couple (v,w) est solution faible de I’équation d’évolution de la vorticité si :

i) w e L>®{[0,T]; LY(R?) N L*°(R?},

ii)v=Kx*wetw=V X,

i1) Pour tout ¢ € CH{[0,T]; C§(R*)} :

oz, Tw(z, T)dx — . o(z,0)wo(x)dx = /0 /R2 dxdt(Dip)w

RQ
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Montrons qu’il s’agit de la bonne définition.

Proposition. 2.4.1. Toute solution lisse de l’équation d’Fuler 2D est une so-
lution faible au sens de la définition 2.4.1. . Réciproquement, toute solution faible
de la définition 2.4.1. qui est lisse (C1) est aussi une solution forte.

Preuve Proposition 2.4.1. : Le sens direct est vrai par construction. Suppo-
sons une solution faible lisse. On a par nos calculs précédents :

o€ O 0, TECHRY), [ ' [ astiotpes <o,

et par continuité de Dyw, on a Dyw = 0.

Nous avons donc formulé la bonne définition de solution faible. A présent, nous
pouvons passer a la partie finale.
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2.5 Preuve du Théoréme de Yudovich

Pour cette partie, je suis la preuve du théoréme p.320 du chapitre 8 de A. L. Ma-
jda et Bertozzi. Je montre le lemme en usant de la théorie des intégrales singuliéres.

Lemme. 2.5.1. Soit w(-,t) € L°(R?) une solution faible a l'équation d’Euler 2
dimensionnelle, de support compact supp w(-,t) C {x : |x| < R(t)}. Alors pour tout
l<p<oo,ona:

[IVo(, O)lze < e(llwol| Lo )p.

Preuve du Lemme. 2.5.1. : 1l nous faut calculer le gradient de v. Il s’agit d'un
gradient tensoriel, donc ce gradient est une matrice 2 x 2. Soit j € {1,2}. On calcule
au sens des distributions, pour ¢ € & en n’explicitant pas le domaine d’intégration
lorsqu’il s’agit de R? :
(Ojv,0) = —(v,0;0)
=~ [ e n0,0()

_ / / Kz — >dy) 0;6(x)dx
- _/ /K(a; —4)9;6( x)da:) w(y, t)dy
- [uto {um [ R Doyoa)ds | dy

w(y,t) {lim - 0;K(x —y)o(z)dx

e=0 B(y.e)

-/
+/ K(z ()m@Md@}

{hm 0;K(x —y)o(z)dx

/ B(y,e)
- Kl =)o) - yj)/sda(x)} dy
/ {Mnl/w@@K@—yM@Mx
—l—/ K(2)¢(z + y)z;/edo(z )}dy

C(0e
= / {hm 0;K(x —y)o(z)dx
e—0 B(y.e)
+ /C(O : K(es)p(ez +y)s;edo(s )} dy
= w(y, t) llm 0;K(x —y)o(z)dx

/(0 ! ez+y)s]da( )}dy

- /. (y,>{hm [ oot} dy

B(y,e)

- [wtwnown{ [ . K(5)syda(s) b dy
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c’est-a-dire, aprés justification de I'utilisation de la théorie des intégrales singuliéres
et aprés avoir utilisé Fubini-Lebesgue une derniére fois, au sens des distributions :

djv(x,t) = PV/ajK(:E —y)w(y, t)dy + Cw(zx,t),

donc :

Vou(z,t) = PV/VK(I —y)w(y, t)dy + Cw(zx,t)|.

En notant 7' (une matrice) 'opérateur singulier agissant sur w, on a :
Vo(z,t) = T(w(-,t))(x) + Cw(z,t),
ainsi par le théoreme 1.7.2.; par Minkowski et pour p > 2 assez grand :
Vo, Dllze < (A + O)w (-, Dllze < Cllw(:, 6)]2op,
or on a un support compact B(0, R(T")), donc pour un p assez grand encore :
[IVo(, 8)]|ze < cllw(-, )][Loep = cl|wol|Lrp,

le lemme est prouvé si on justifie 'utilisation du résultat issu de la théorie des
intégrales singuliéres. Commengons par écrire VK :

_ 2z170 x%—m%
— x|t ER
VK(:E) o _z%—x% 2z122 ’

|=[* ||*

donc il existe une matrice constante A telle que :

V(@) <

|z [*

I'idée pour utiliser le résultat que nous avons montré est de l'utiliser composante
par composante, et d’utiliser Minkowski (implicitement pour alléger). La condition
d’annulation est immédiate par changement de coordonnées polaires, et il ne reste
qu’a regarder les écarts. Posons :

Fo) = [ VK@~ y) - VE@)dy,
|z[>2]y|
on sait que K est de classe C'* en dehors de l'origine, donc, pour |z| > 2|y|, 'élément

x —y est "loin" de l'origine, et on peut considérer que 1’on regarde composante par
composante K = VK;; une fonction de classe C°. On peut alors écrire :

Rle—y)— K@) = - / y VR - ty)dt,

et 1a :

o~ o~ l o~
/ K@ —y) - R(x)|de < / / WIIVE @ — ty)|dtde,
|z|>2]y] |z|>2|y| /O

par Fubini-Tonelli et par majoration immédiate :

~ ~ 1 |

|
|K(z —y) — K(x)|dz < c/ / ———=dxdt,
/|xz2y| 0 Jialz2lyl [ = tyl?
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par des changements de variables successifs, on montre que cette derniére intégrale
est homogéne de degré 0 en y et radiale, donc constante, et donc on a toutes les hy-
pothéses en rassemblant coordonnées par coordonnées et par Minkowski. Le lemme
est prouvé.

Passons a la preuve du Théoréme de Yudovich. Voici son énoncé, 'existence de
solutions faibles peut étre montrée par des estimations énergétiques délicates sur
des espaces de Sobolev, ici nous faisons seulement un raisonnement a priori :

Théoréme d’unicité de Yudovich : Soit wy € LE(R?) un tourbillon initial (vor-
ticité) dont le support (compact) est dans B(0, Ry). Alors la solution faible associée
w € L>®{[0,00[; L*(R?*) N L>®(R*)} est unique.

Preuve du Théoréme : Nous suivons la preuve du livre. Au sens de la défini-
tion faible, nous montrons d’abord que :

/RZ w(z,t)dr = /R2 wo(z)dx.

C’est immédiat car X est une transformation qui conserve la mesure de Lebesgue.

......

Biot-Savart et inégalité triangulaire :

oz, 1)] < /| et =y, Oy + / K ()w(z — g, )]dy,

ly]>1
d’otu :
[v(z,t)] < ||W(wt)||L°°/ dy/ly| + |lw(-, )|z < 27 [[Jw (-, ][],
B(0,1)
ot ||| ||| = || llzr + || - ||z - Par conservation de la vorticité, |||w(-,t)||| = |||wol], et
alnsi :

(-, )]z < 2][|woll |

Puisque la vorticité est conservée sur les trajectoires particulaires, le support a une
vitesse de propagation finie :

t t
X(at) = X(@,0) < [ 10X (@9)lds = [ o(X(a,9).5)lds < 2ol
0 0

et comme :
supp w(-,t) C X(supp wo,?),

on a :
supp w(-,t) C B(0, Ry + 27|||wol|[t) =: B(0, R(t)).

Ainsi, le support de w(-,t) est compact et inclus dans une boule dont le rayon
croit linéairement. Pour regarder les solutions faibles, on se restreint a [0, 7], et par
croissance ; supp w(-,t) C B(0, R(T')). On suppose donc avoir deux solutions faibles,
v et vg avec méme vorticité initiale wy. Déja, en posant R, = max{R;(T"), Ra(T)},
on sait que les deux vorticités associées aux vélocités ont leur support inclus dans
B(0, Rw) (par nos calculs, on peut prendre R;, R = R, puisque nous avions fait
les calculs seulement & partir de la vélocité initiale, qui est commune aux deux
vélocités). Grace a cela, on montre que la différence u = v; — v9 a une énergie finie.
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Pour faire ceci, on montre une estimation asymptotique. Prenons |y| < R, et pour
|z| > 2R+ grand, on a :

B _ 20y |yP\ - ~

2 _ 2 _ 2 3

oy = ol (1= 220 4 L) = bl 4 0Gal ),

et comme on vient de le dire, les vorticités ont leur support dans le bon ensemble,
donc :

vt = K@) [ wyln.0dy+Oal )

R
ainsi puisque ’on a montré que cette intégrale revenait a celle de la vorticité initiale,
la différence les annule et donne :

u(e,t) = O(jz| %) |

et u(+,t) est de carré intégrable, c’est-a-dire que la particule virtuelle de vélocité u
est d’énergie finie. Voyons quelle équation différentielle vérifie u :
du+v-Vuy —vy- Vo, = =V(p1 —p2)
Ou+vy-Vu+u-Vuy, = —V(pl - pz)v

Prenons le produit scalaire contre u :

/Rg(ﬁtu)-u+/RQ(v1.Vu).u+/RQ(u.vU2).u:_ R2V(p1_p2>'ua

justifier l'interversion dérivée intégrale vient d’'un argument délicat de densité par
régularisation de 2 dans L? et par utilisation du théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, et par intégration par parties, comme les fluides sont incompressibles,
on a :

1d

il ) . cu=0]|
5% (t)+/Rzu Vug-u=0

Ainsi, par I'inégalité de Holder :

d (p—1)/p
S E#) < 2[[Voa ()]s </ |u|2p/<1p>) < 2|V | o | |ul-, O)|[2 E(t) P~ D/,
RZ

par le lemme et la borne des vélocités (avec p grand) :

d _ _
@E@) < cllwol|pll|wol || E(t) /P =: pM E(t)' /7,
or la solution de 'EDO associée est :
E(t) = (Mt)"|,

un argument distributionnel de séparation des variables donne :
E<FE,
soit T* tel que MT* < 1/2, a la limite :
E(t) < (12 =5 o,
donc E = 0 sur [0,7%], on vient de montrer que I'ensemble :
A={te|0,T]:Vt €]0,t], E(t') =0}

est un ouvert non vide, or cet ensemble est fermé par construction (et densité), on
conclut donc par connexité que F = 0 sur [0,7]. Dés lors :

=)

presque partout. Le théoréme est prouvé.
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A Distributions

Pour cette section, j'ai réalis¢é moi-méme une synthése de plusieurs livres ex-
posants des introductions a cette théorie (¢f par exemple R. Strichartz, [1] et, N.
Boccara, [1]).

Dans la résolution des équations différentielles, la présence d’opérateurs dérivation-
nels demande classiquement aux fonctions solutions d’étre différentiables une ou plu-
sieurs fois, seulement dans I'idée, une "fonction" qui ne serait pas différentiable en
certains points mais qui vérifierait 1’équation différentielle "en dehors" de ces points
devrait quand méme étre considérée comme une solution. Dans cet ordre d’idée,
nous allons donner des éléments de cette incroyable théorie de Laurent Schwartz
qu’est la théorie des distributions.

A.1 Fonctions tests

On se donne pour la suite un ouvert non vide 2 de R”. On pose dans un premier
temps 'ensemble Z(€2) des fonctions indéfiniment différentiables a support compact.
On appelle souvent ces fonctions des fonctions tests. Il est utile pour la suite de
remarquer que l’'on peut décrire cet ensemble par les supports de ses fonctions, ainsi,
pour K un compact de R, on note Zx(2) ces mémes fonctions dont le support est
inclus dans K. On a alors :

2= |J 2x©9).
KCR"®
K compact

Cet espace de fonctions peut étre muni de la famille de semi-normes :

Vo € Z(Q), .k (p) = sup sup [D%(z)],
|a|<k zeK
avec K un compact de R", k € N", ou en posant |a] = > a;, on a défini
Dep = 9llp/a¢t ... 9%, Cette famille confére a 2(f) la structure d’espace vec-
toriel localement convexe (c¢f F. Berteloot, [1]).

On définit la notion de convergence dans cet espace; On dit que (¢,) converge
vers 0 dans 2(2), s’il existe un compact K tel que tous les supports des fonctions g,
sotent inclus dans K et si @, ainsi que toutes ses dérivées convergent uniformément
vers 0 sur K. Donc (p,) converge vers ¢ dans Z(12), si (¢, — ¢) converge vers 0
au sens précédent.

A.2 Distributions

Il est temps d’introduire la notion clé de cette section, les distributions. Une
distribution sur € est une forme linéaire continue sur Z(Q2). Autrement dit, une
distribution est un élément de 2'(2), le dual topologique de Z(£2). Tout d’abord,
pour savoir si une forme linéaire sur Z(f2), T, est continue, il est nécessaire et
suffisant de vérifier (¢f structure d’espace localement convexe) :

JK C R" compact, 3k € N", Mk >0, Vo € 2(Q), |T(p)| < Mgnex(p).

Notons qu’il est équivalent de demander que T soit séquentiellement continue : si
() converge vers 0 dans Z2(2), alors (T'(y,)) converge vers 0 dans R. La continuité
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séquentielle en 0 suffit par linéarité de T'. Ainsi, si T" est une distribution et si ()
converge vers ¢, alors T'(p,) converge vers T(p). On adopte a présent la notation
associée au crochet de dualité (-, -) par lequel T'(p) devient (7', ¢).

On dira que (7},) converge vers 0 dans 2'(€2), si pour toute fonction test ¢, le
crochet (T, ¢) tend vers 0 dans R. On a linéarité a gauche pour le crochet donc la
convergence vers 0 suffit & nouveau pour parler de convergence vers T, en considé-
rant (1,, — T).

Il est temps de regarder ce que sont les distributions, et donc d’en donner des
exemples. L’idée sous-jacente étant de ne plus considérer une fonction f comme
étant la collection de ses valeurs f(z) mais plutdt de s’intéresser a la fonctionnelle
f & travers ses moyennes pondérées f fo. Cette nouvelle vision élargie le champ
des possibles, et constitue une vision plus adaptée a notre réalité. En effet, lors
d’une mesure au thermomeétre par exemple, on ne peut pas considérer T'(x) tout
simplement car la sonde de mesure n’est pas de taille nulle, on a en fait une mesure
moyenne [ Tp. Cet exemple parmi tant d’autres montre la pertinence de ce point de
vue. Une deuxiéme justification arrivera lorsque nous verrons que 1’on peut associer
a une fonction f une distribution [f] et que cette fonctionnelle hérite de bon nombre
des propriétés de f, ce qui permet de les identifier.

Des exemples. On se restreint par la suite au cas 2 = R”, par souci de sim-
plicité, on note alors Z(2) := 2. Lors de ses travaux sur le calcul opérationnel
au XX° siécle, Heaviside a introduit ce qui deviendra par la suite une distribution
d’importance majeure, la fonctionnelle d’Heaviside H définie par :

Vo€ 2(Q), (H p) = / ,
Ry)™
au méme moment Dirac (bien que Heaviside 'avait déja mentionnée...) introduit sa
fonctionnelle toute aussi importante, la distribution de Dirac d, définie par :

Vo € 2(2), (6,¢) = ¢(0).

Maintenant, pour f localement intégrable, c’est-a-dire intégrable sur tout compact,
on définit sa distribution, dite réguliére, associée [f]| par la formule :

Vo e 2(Q), ([fl,¢) = . fe,

je disais plus tot que 'on pouvait identifier f et sa fonctionnelle, cela vient du fait
que si g définit la méme distribution alors :

Vo € 2(Q), /Rn(f —g)p =0,

ce qui demande & f et g d’étre égales presque partout, donc le symbole [f] s’identifie
sans risque avec f, ce que 'on fera s’il n’y a pas de risque d’ambiguité. Pour les
distributions que ’on ne peut pas représenter comme une distribution réguliére, on
dit qu’elles sont singuliéres, c¢’est notamment le cas de § puisque que si § = [f], alors
en considérant ¢ : © = (x1,...,2,) — 1 f(z) on obtient g(x) = 0 presque partout,
donc f = 0 dans L _(R™), donc on a ¢(0) = 0 pour toutes fonctions tests, ce qui

est bien entendu absurde. Notons par ailleurs que la fonctionnelle de Heaviside peut
étre vue comme la distribution réguliére associée a x g, ).
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A.3 Opérations sur les Distributions

Comme le dual d’un espace vectoriel reste un espace vectoriel, on sait additionner
les distributions ainsi que les multiplier par des scalaires (en rentrant le scalaire dans
I'évaluation, c’est-a-dire en le passant du coté droit du crochet). L’idée générale des
opérations sur les distributions est de donner une relation du style :

(O(T), ) = (T, O()),

suffisant & définir 'opération. On commence avec la multiplication par une fonction
indéfiniment dérivable « :

Vo e 2, (aT,¢) = (T, ap).

Cette définition est la bonne, en tant que pour une distribution réguliére f on a :

[tane= [ rao),

ce qui permet d’écrire au passage que «[f] = [af] et justifie d’autant plus notre
identification.

On peut maintenant définir les dérivées d’une distribution, notion la plus im-
portante de cette théorie, L. Schwartz disait lui méme qu’il s’agissait la de l'intérét
principal de cette théorie : Une distribution est indéfiniment dérivable. La dérivée
patielle d'une distribution 7" est donnée par :

Vo € D, (0T, p) = —(T,0;),
d’ott I'on définit aussi :
Vo € 2,Ya € N, (DT, @) = (—1)“l(T, D%y).

La encore cette définition est la bonne ; toujours en considérant la distribution régu-
liere f d’une fonction suffisamment différentiable, on a par Fubini-Lebesgue et par
intégration par parties en posant T = (1, ..., i1, Tit1,---,Tp) :

Vo e D, (0if,¢) //dx Az fOip = /cpaif,

car le support de ¢ est compact, donc en réalisant 'intégration par parties le terme
évalué demande a sortir du support de ¢ ce qui 'annule. Ainsi, 9;[f] = [0;f], et 1a
encore, cela justifie notre identification.
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B Eléments de Géométrie Différentielle

Je suis dans cette section les deux derniers chapitres du livre de Spivak (Spivak,
[1]), en explicitant certaines étapes et en raccourcissant d’autres passages plus tri-
viaux.

Nous établissons ici le lemme de Poincaré ainsi que le théoréme de Stokes
généralisé, ceci pour justifier des manipulations futures et notamment pour démon-
trer la formule de Green. J'utilise la convention d’Einstein sur les indices
répétés dés que cela est possible, et sauf mention contraire.

B.1 Les tenseurs

Pour la suite de ce rapport, étant donné un espace vectoriel V' de dimension n,
on notera le produit cartésien k-uple de V' comme V* que I’on munit de sa structure
d’espace vectoriel produit. On dit qu'une application k-linéaire 7" : V¥ — R est un k-
tenseur sur V et on note 7% (V') 'espace des k-tenseurs. Cet espace est naturellement
munit d'une structure de R-espace vectoriel. On définit le produit tensoriel de

SeTEV)et T € TYV) comme le (k + [)-tenseur S ® T définit par :

ST (V1 ey Vky U1y ooy Vkt) = S (0150w UR) T (Vpg1, - -, Vk),

de cette définition on comprend que 'ordre des vecteurs est important, et que ce pro-
duit n’est pas commutatif. Toutefois, le produit tensoriel reste distributif & gauche et
a droite sur 'addition, associatif et se comporte comme on le souhaiterait par mul-
tiplication externe. Remarquons, pour se faire une idée, que ’espace des 1-tenseurs
n’est autre que le dual de V.

Il nous faut construire une base de I’espace des k-tenseurs sur V, et cela est somme
toute assez naturel. En effet, si (vq,...,v,) est une base de V, alors en notant
(B, ..., ") la base duale associée, on construit des k-tenseurs sur V' comme & pro-
duits tensoriels de 1-tenseurs... Une base de Z%(V) n’est autre que la famille des
produits tensoriels k-uple des 3°. En ce sens que :

611 K .- ®Blk(/0j17' o 7Ujk) — 5311 .. (Si:’
d’ou si wy, ..., w, sont k vecteurs tels que w; = afvj, alors :
T(wi,...,wg) =al - afT(vj,...,v5.) =T(W0j,...,0,) @ - QL™ (wn, ..., wg),

ainsi, il vient : . .
T = T(Uj1;~ .. ,Ujk)ﬁjl (SR ®B]k

Dés lors, on a dim 7%(V) = (dim V)*. Prenons une fleche V 5w linéaire, on peut

définir canoniquement une fleche 7% (W) Lo (V) linéaire & son tour, définie par :

[ T(vy, ... o) =T(f(v1), ..., fug)),

on a par ailleurs un bon comportement vis-a-vis du produit tensoriel, en tant que :
fS®T) = fSe fT.

On généralise maintenant I'idée de produit scalaire. Un produit scalaire sur V' est un
2-tenseur sur V', symétrique, défini positif (au sens commun). Cette généralisation
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est la bonne, en ce que I'on montre facilement que si 7" est un produit scalaire sur
V audit sens, alors il existe une unique base vy, ..., v, de V telle que T'(v;,v;) = §]

(on dit orthonormée pour T') et ainsi, il existe un isomorphisme R" LV tel que :
=)
On dit maintenant qu'un k-tenseur w est alterné si :
W(UL, oy Uiy ooy Uy e, U) = —W(U1, oo, Ujy oo, Uiy oo, V),

et on note A*(V) le sous-espace de .7%(V) formé par ces tenseurs. Ce sous-espace
hérite naturellement d’une structure d’espace vectoriel, et la détermination de sa
dimension demande d’introduire certains objets. Prenons 7" un k-tenseur, on définit
Alt(T) € A¥(V), que j'appelle 'alterné de T, par :

1
A(T) vy, vn) = 75 > )T (Woays - - Voth),

ceSy

montrer que l'alterné d’un tenseur est bien alterné est simple puisque la signature
d’une transposition est —1, et on montre également que la fleche alternée est iden-
titaire sur A¥(V), en tant que &, est engendré par les transpositions, la signature
et la propriété des tenseurs alternés s’annulant entre eux. On définit le produit
extérieur de deux tenseurs alternés (w,n) € AF(V) x AYV), par :

(k+1)!
!

ATVYswAn = Alt(w ® n),

on montre également sans difficulté que w An = (=1)*nAw, f*(wWAR) = ffwA fn,
et donc avec les notations de tout & I’heure, on a par exemple 5 A 5 = 0 et le
produit extérieur est aussi distributif a gauche et a droite sur ’addition, avec un
bon comportement vis-a-vis de la loi externe. L’associativité n’est pas évidente. Pour
la montrer, on montre, en coupant G,; en plusieurs morceaux que si S est un k-
tenseur d’alterné nul et T un [-tenseur, alors ’alterné de leur produit tensoriel est
nul a son tour. Pour ce découpage, on prend GG I’ensemble des permutations laissant
invariants k+1, ..., k+[ et pour obtenir ’ensemble entier, on remarque que G ~ Gy,
est un sous-groupe de Gy, et ceci nous permet de considérer I'action a droite de G
sur cet ensemble. On obtient donc une décomposition suivant les classes a gauche
oG. Ceci permet de prouver sans difficulté ce premier résultat. Celui-ci permet donc
de montrer, sans difficulté aussi, que :

Alt(Alt(w @ n) ®0) = Alt(w @ n® 0) = Alt(w ® Alt(n ® 0)),

d’ou l'on tire immeédiatement 'associativité. Ainsi, de la méme maniére que tout a
I’heure, en utilisant le caractére identitaire de ’application alternée sur les tenseurs
alternés, on montre qu'un base de ce dernier espace est formée par les produits
extérieurs k-uple des 1-tenseurs 3. Comme je l’ai fait remarquer plus haut, plus
d’une apparition du méme 1-tenseur dans le produit extérieur I’annule, ainsi, nous
comptons (Z) tels éléments distincts, soit :
dim AR(V) = (dH]’: V),

43



d’ou l'on tire que dim A"(V)) = 1, et ainsi, il existe un n-tenseur alterné, qui les
engendre tous, dans le cas V' = R" on sait que le déterminant convient. Ici, étant
donnée un base vy, ...,v, de V, siw € A"(V) et w; = alv; avec A = (a}), alors :

w(wy, ..., w,) =det(A)w(vy,...,v,),

ceci se démontre en transportant R” dans V' au moyen d’un isomorphisme naturel
¢ (x1,...,2,) — Y. xv;, cela fait, on a n = wo ¢ € A"(R"), ce qui suffit. Ce
résultat montre qu'un n-tenseur alterné distingue les bases de V entre celles dont
w(vy,...,v,) > 0 et celles dont w(vy,...,v,) < 0. Deux bases sont donc dans le
méme groupe si la matrice A qui les relie a un déterminant positif, on voit que cela
ne dépend pas de w et donc on peut toujours séparer en deux groupes disjoints les
bases de V', ces deux groupes sont des orientations pour V', l'orientation d’une base
U1, ..., U, est notée [vg ..., v,| et autre est notée —[vy, ..., v,]. On sait pour V- =R"
que le déterminant est la seule forme linéaire vérifiant det(eq,...,e,) = 1, dans le
cas général il n’y a pas moyen de distinguer un w particulier. Seulement, si (w;) et
(v;) sont deux bases orthonormées pour un produit scalaire 7" sur V', alors en notant
encore A la matrice de passage, on voit que AAT = I, ainsi, det A = 1. De 14, si i
est une orientation pour V', il y a un unique w € A"(V) tel que w(vy,...,v,) =1, dés
que vy, . .., v, est orthonormée telle que [vy, ..., v,] = p. Ce w est appelé I'élément
de volume de V déterminé par le produit scalaire T" et I'orientation pu.

B.2 Les formes différentielles

Pour parler de champ vectoriel nous avons besoin de définir une notion d’espace
dont les coordonnées dépendent d’un point. Etant donné un point p € R" ’ensemble
des paires (p,v) pour v € R™ décrit ’espace noté R} des vecteurs liés au point p,
on appelle cet espace I'espace tangent a p sur R” . On munit cet espace des lois
canoniques, notamment pour 1’addition :

(p,v) + (p,w) = (p,v +w).

Ces lois conférent a cet espace la structure d’espace vectoriel réel, et par commodité,
nous notons par (v),, ou v, s'il n’y a pas d’ambiguités, le vecteur (p,v).

v+p

FIGURE 9 — [llustration du vecteur lié (p, v)

Cet espace tangent hérite de quasiment tout ce qu’il est possible de faire sur R™. Pour
le produit scalaire canonique réel, on le transporte a l'espace tangent, (v,,,w,), =
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(v,w), lorientation canonique réelle est aussi transportée sur le tangent comme
[(€1)p; - - -5 (en)p]. On dit qu'une fonction F' telle que F'(p) € R est un champ de
vecteurs, et pour tout p, il y a n nombres F'(p),..., F™(p) tels que :

= F'(p)(ei),.

Comme souvent en mathématiques, F est différentiable, continue, etc. si ses compo-
santes le sont. Les opérations communes sur les champ de vecteurs se passent comme

F(p)

N e S - _ 7
e A ~——— -
NN - SN o o Pl
NN~~~ 4] e

X \\\

]

(]

7/7/7/

\\é\'\"‘\'\é\

— e R RO

FIGURE 10 — Exemple de champ de vecteurs

le lecteur I'imagine. On définit 'opérateur divergence comme V - F' = D;F* et en
dimension 3 on peut parler du rotationnel V x F' défini plus tard dans le rapport.

Nous pouvons finalement définir ce qu’est une forme différentielle. Si une fonction w
est telle que w(p) € AF(R?), on dit que w est une k-forme, ou une forme différentielle,
sur R”. On voit que si ¢'(p),...,¢"(p) est duale de (1), ..., (€,),, alors :

Z Wiy, ig (p)(bil (p) A = Wig i (p)¢il (p) A

i1 <<

A ¢ (p) A @™ (p),

pour certaines fonctions w;, ;, et on dit que w est différentiable, continue, etc. si
ces fonctions le sont. Dans la suite de cette section, différentiable signifiera C'*° pour
simplifier les preuves. On étend les précédentes opérations sur les tenseurs alternés

aux formes différentielles. On considére une fonction f comme étant une O-forme, et

on notera le produit fw aussi comme f A w. Donnons-nous R"” LR différentiable,

ainsi, on a Df(p) € A'(R"), on définit alors la 1-forme df :

df (p)(vp) = Df(p)(v).
On continu en écrivant les formes ¢‘, duale de la base canonique (e;), suivant la
notation usuelle dans les mathématiques modernes, je veux dire, "z' = ¢'" (en

1

dimension 3, on verra souvent z, y et z, pour z', 2% et x3). Cet abus de notations

s’avére particuliérement pratique. Ainsi, on a :
dz'(p)(v,) = d¢'(p)(v,) = D' (p)(v)
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et (dz'(p)) n’est autre que la base duale de ((e;),) et donc :
W= Wiy i dT N A dT'
Toujours avec la fonction donnée plus haut, on montre facilement :
df = D;fds' = 0, fdx".

. f s, . . .
Donnons-nous maintenant R” = R™ différentiable, cela fourni une transformation

. . D . . .
linéaire R" f—(p>) R™ et celle-ci nous permet de définir une autre transformation

linéaire R I R?ﬁ(p) définie par :
fi(vp) == (Df(p)(0)) )

et celle-la méme induit une derniére transformation linéaire A*(R7 ) 5 AF(R?)
par un procédé déja explicité plus haut. Grace a cette derniére, a partir d’'une k-
forme sur R™ on peut définir une k-forme sur R avec (f*w)(p) = f*(w(f(p))). On
a les résultats suivants : f* est linéaire, compatible avec le produit extérieur, vérifie
[ (gw) = (go f)f*w et f*(dz') = D; f'da?. Ces résultats se montrent sans probléme
en utilisant les définitions. De méme, on montre aisément, lorsque m = n, que :

fr(hdz* A - ANda™) = (go f)(det f))dz' A --- A dz™.

On généralise alors l'opérateur d aux formes, celui-ci changera une O-forme en 1-
forme, etc. Soit une k-forme w. On définit la (k + 1)-forme dw par :

-----

la somme portant sur « allant de 1 & n. D’aprés le lemme de Schwartz, 'opérateur
d est nilpotent d’ordre 2, il est aussi linéaire, compatible avec f* et on a d(w A7) =
dw An+(—1)kwAdn. Seule les deux derniéres formules mérite une bréve explication ;
la premiére est démontrée par récurrence, la seconde est vraie pour les éléments de
la base, puis on conclut par sommation.

B.3 Le lemme de Poincaré

On arrive au bout de nos efforts sur les formes. On dit qu’une forme w est fermée
si dw = 0 et qu’elle est exacte s’il existe n telle que w = dn. Par nilpotence, toute
forme exacte est fermée. Une question qu’il est 1égitime de se poser est de savoir
si une forme fermée est alors exacte. Cette question a une réponse positive dans le
cadre des domaines étoilés, c’est I'objet du lemme de Poincaré.

Prenons le cas d'une 1-forme sur le plan réel, w = Pdx + Qdy, dans ce cas, dw =
(01Q — 0o P)dx A dy, donc si w est fermée, alors il faut 0,Q) = 02 P. Dans ce cas-14,
on montre qu’on peut trouver une fonction! f telle que w = df = 0, fdx + Oy fdy.
Toutefois, si I'on travaille seulement dans un ouvert du plan, cette fonction pourrait
ne pas exister. Examinons le probléme. Supposons que 'on ait une telle fonction,
on peut, quitte a translater, supposer que f s’annule en 0. On a (le segment est
compact) :

flz) = /01 O f (tx)dt = /01 O f (tw)z'dt = /Olwi(tx):cidt,

L f(z,y) =[5 P(t,0)dt + [} Q(z,t)dt
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ce calcul suggére que pour trouver f, il faut considérer 'opérateur I défini par :

Tw(x) = /01 w;(tx)x'dt,

et cette définition demande au passage au domaine considéré d’étre étoilé par rap-
port a 0.

Lemme de Poincaré. Si A C R" est étoilé par rapport a 0, alors toute forme
fermée sur A est aussi exacte.

Preuve du Lemme de Poincaré : La preuve est technique et je détaille ainsi
tout ce qui est nécessaire. Soit w = w;, ;. dz' A --- A dx'*. Posons, puisque A est
étoilé, I'opérateur suivant :

k 1
Tw(x) = Z:(—l)‘”_1 / ", (tr)dtz e da™ A - Adpie A A dae
0

a=1

et montrons que w = I(dw) + d(Iw). Calculons le second terme :
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d’un autre co6té, nous avons :
dw = 8jwil,m,ikd:cj Adz A - A dxt™,
ainsi, en appliquant I a la (k + 1)-forme dw :

k+1 1

I(dw) = Z(—l)o‘_1 / t*0jwi, i (tx)dtz'dx? A dx™ A - A dzie A -+ A da'®
- 0
= Z(—l)a_1 / t*0jwi, i, (tr)dtz'dz? N dx™ A - Adxie Ao A da'
— 0
a=2 1 | A |
—I—/ t*0jwi, i, (tx)dta?dx™ A -+ - A da'™
0
k

a=

1
= Z(—l)a’1 / tkﬁjwilw,’ik (to)dtx'dx? Adx™ A -+ Adzie Ao A da't
i ’ o |
+/ tkﬁjwilwik (tz)dtx’dx™ N -+ A\ dx'*
0
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et lorsque 1’'on additionne les deux, les deux triple sommes s’annulent et il reste :

-----

1
d(Iw) + I(dw) = / t*0jwi, i (tx)dta?dz™ A -+ A da'®
0

1
—I—k/ ", () dtde™ A - A date
0

1

= / Oy (tkwihm’ik (tw)) dtdx™ A -+ A dx'*
0 , ‘

= Wiy, i dxt N ANdxtt

= w

dans notre cas, on a une forme fermée, donc le second terme du membre de gauche
s’annule, et ainsi :

w=d(lw),

et w est exacte! En conclusion, sur les domaines étoilés par rapport a 0, il y a
équivalence entre étre fermée et étre exacte pour les formes différentielles.

B.4 Calculs sur des chaines

Nous allons maintenant définir ce que sont des n-chaines singuliéres, pour nous
permettre de définir 'intégration de formes sur des variétés pour ensuite généraliser
des résultats a celles-ci.

On appelle n-cube singulier, sur A C R, est une application continue [0, 1]* % A.
On a coutume de définir le produit 0-uple de la droite réelle ou du segment [0, 1]
comme le singleton {0}, ainsi, un O-cube singulier est un point de A. Remarquons,
pour fixer les idées, qu'un 1-cube est une courbe dans A, etc. On appelle une n-
chaine singuliére dans A une combinaison linéaire (fonctionnelle) de n-cubes.

Considérons une n-chaine ¢ sur A, on définit alors un opérateur 0 qui envoie une
n-chaine singuliére sur une (n — 1)-chaine singuliére, une fois appliqué a ¢, on dit
que Jc est la frontiére de ¢, pour définir formellement cet opérateur, on pose les
notations suivantes : On note I* le k-cube standard défini comme étant I'identité
sur le cube [0, 1]* et pour i € {1,...,k}, € € {0,1}, on note

Vo € [0,1]F71, ](I"’i’a)(x) = (2", .. 2 e 2t 2R,
qu’on appelle la (i, e)-face de I*. On définit alors 9 sur I* par :
oIF = Z <_1)i+EI(ki,g)7
e=0,1

par exemple, OI2 est la somme de quatre 1-cubes singuliers :
et on étend cette définition & tous les k-cubes par :

Clie) = CO Ié“i’g), d’ou : dc = Z (—1)”50(@6),

e=0,1
on montre par ailleurs sans probléme la remarquable identité :
9> =0.

Ceci suggére un lieu fort entre les opérateurs d et 0!
Suite a compléter
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B.5 Calcul sur des variétés

Sous-section & compléter

B.6 Applications

On commence cette section par prouver que le divergent d’un rotationnel et le
rotationnel d'un gradient sont deux quantités nulles. Pour se faire, posons les formes,
en dimension 3 et pour un champ vectoriel F' :

wp = Fldz+ F?dy + F3dz
wi = FldyAdz+ F?dz Ndx + F3dx ANdy

Pour une fonction f a valeurs réelles, on a
_ iAol
df = 0;fdx" = wyy,
pour un champ de vecteurs F on a :

dwp) = 0F'dy Adx + 03F'dz A dx
+0\ F2dx A dy + 03 F%dz A dy
+01 F3dx A dz + 0, F3dy A dz

= (0oF3 — 03F*)dy N dz
+(O3FY — O F®)dz A dx
+(01F? — 0o FY)dx A dy
w2V><F
et :
d(wy) = (O1F' + 0o F? + 0sF%)do ANdy Ndz = (V- F)dx Ady A dz.

Ainsi, on peut directement montrer :
Wx(vy) = dlwyy) = d*(f) =0, et, (V-(VxF))deAdyAdz = d(wgp) = d*(wp) =0,

par nilpotence. D’ou par définition :

Vx(Vf)=0| et,|V-(VxF)=0]|
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Par ailleurs, cette fagon de raisonner montre, par une application immédiate du
lemme de Poincaré, donc sur les domaines étoilés et pour des fonctions suffisam-
ment réguliéres (continiment dérivables), que les champ de vecteurs solénoidaux (&
divergence nulle) sont des rotationnels et que les champs de vecteurs irrotationnels
(a rotationnel nul) sont des gradients. Nous aurons besoin d’une telle écriture pour
des fonctions dont la régularité n’est pas aussi bonne, donc ce point de vue ne suffit
pas et nous essaierons d’étendre ces résultats par densité.

Placons nous donc dans un espace étoilé A, supposons d’abord que F' est solénoidal ;
on sait par nos calculs que w% est fermée donc par Poincaré il existe une 1-forme 7
telle que :

wp = dn,

on écrit, par définition d’une 1-forme dans un espace a 3 dimensions :
n = G'dr + G*dy + G*dz,
dés lors par définition encore :
wy = dn = d(G'dx + G*dy + G?dz) £ d(w§) = weye,
et par définition encore, on égalise les coefficients par unicité :

F=vxa)

ou 'on a formé le champ G canoniquement.

Prenons maintenant F' irrotationnel. Encore par nos calculs nous savons que wh

est fermée, donc par poincarré, il existe cette fois une O-forme f telle que :
wp =df = wlv 5

donc encore en identifiant les composantes par unicité, on a :

7=v7)
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