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Résumé

Ce rapport constitue une courte introduction a la géométrie semi-algébrique et une preuve du
théoreme de Tarski-Seidenberg dii a Lojasiewicz, qui vise a montrer que la projection d’un semi-
algébrique de R™™! est un semi algébrique de R".

La preuve originelle de Tarski montre également la décidabilité de la théorie du premier ordre des
réels, car cette preuve est un procédé algorithmique d’élimination des quantificateurs.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Algebre booléenne

Définition 1.1 (Algebres booléennes). Une algébre booléenne d’un ensemble X est une collection
€ de sous ensembles de X non vide tel que si A, B € € alors AUB € € et A € %.

Remarque 1.2. On note de plus que avec cette définition, X € € et ) € € et ANB € € pour tout
A BeF.

Démonstration. Sachant que € est non vide, il existe A € € alors A® € € et X = AU A € €.
Ensuite, X¢ = () € ¢ et finalement AN B = (A U BY)° € &. O

Exemple 1.3. On peut noter que la collection de toutes les parties de X forme une algebre
booléenne.

Lemme 1.4. Soit X un ensemble et F C P(X) tel que :
VA B e Z, ona :

1. AnNBeF#
2. A est union finie d’éléments appartenant a F .

Alors les unions finies d’éléments appartenant a % forment une algébre booléenne.

Démonstration. Posons €2 'ensemble des unions finies d’éléments de .%.
Soit A, B € Q tel que :

A= Ai et B= UjeJ A;

ou [l et Jsont finiset A; € . % VielUJ.

Alors AU B = U, Ai et 1 U J reste fini donc AU B € Q.

Montrons maintenant que AC € Q.

AC = (| JA) =47
iel iel
On a par la deuxiéme hypothese que chaque A¢ est union d'un nombre fini de termes appartenant
az.
Supposons que toutes les unions ont le méme nombre de termes, quitte a répéter des termes pour
certains A, on a alors que Vi € I :
AC = Aiy

jeJ

3
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Otl.Ai,jeﬁ Vi, g el xJ.
On a alors :

A =UAu=UN AL

icl jeJ jeJ iel
or d’apres la premiere hypothese, Vj € J, ()., Ai; € 7, alors A% est bien union d’éléments de
Z et donc appartient a €. O

Exemple 1.5 (constructibles de C"). On appelle constructibles de C" les unions finies d’ensemble
de la forme :

{r €C"|P(x)=0,...,P.(x) =0,Q(x) # 0}
ot Pr,...,P.,Q e C[X,..., X,

Les constructibles forment une algebre booléenne.

Démonstration. Soit A ={x € C"|P(x)=0,...,P.(x) =0,Q1(x) # 0} et
B={ze€C"|Ri(x)=0,...,R(x) =0,Q2(x) # 0}, on a que :

ANB={zeC"|P(x)=0,...,P(z) =0,Ry(x) =0,...,R(x) =0, Q(x) # 0}

ot Q(z) = Q1(2)Q2(x).
L’autre point du lemme se vérifie facilement alors on a que les constructibles forment une
algebre booléenne. O

1.2 Semi-algébriques

Définition 1.6 (semi-algébriques). Un sous-ensemble semi-algébrique de R™ est l’ensemble des x €
R™ satisfaisant une combinaison booléenne d’équations et d’inégalités polynomiales a coefficients
réels.

On va pouvoir caractériser de maniere plus simple les semi-algébriques de R”

Proposition 1.7. Tout sous-ensemble semi-algébrique de R™ s’écrit comme une union finie
d’ensemble de la forme :

{r eR"|P(z) =0,Q1(x) >0,...,Q.(z) >0}

O’l,‘dP,Ql,...,QrER[Xl,...,Xn].

Démonstration. Notons €2 I’ensemble des unions finies de la forme :
{r eR"|P(z) =0,Q1(x) >0,...,Q.(z) >0}

et A I'ensemble des sous ensembles semi-algébriques de R™.

Il est clair que 2 C A car chaque élément de 2 est une combinaison booléenne d’équations et
d’inéquations.

Montrons que A C Q.

On remarque que les sous ensembles de R" satisfaisant une seule équation ou inéquation appar-
tiennent a 2.
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Il suffit alors de montrer que €2 est une algebre booléenne.

Soit .# l'ensemble des ensembles de la forme {x € R" | P(z) =0,Q1(z) > 0,...,Q,(x) >0}.
Soit X,V e FouX={xeR"|P(zx)=0,Q:(x) >0,...,Q,(x) >0} et
Y={zeR" | Pyzx)=0,Ri(x) >0,...,Rs(x) >0}.

On a que :
XNY ={zeR"|Px)=0,Q:(z) >0,...,Q.(xr) >0,Ry(x) >0,...,Rs(x) >0}

ot P = P} + P} (ce qui permet de traduire le "et”).
On a par ailleurs que :

X9 = {z € R"| P(z) > 0}Ufz € R" | ~P(z) > 0}U | J ({z € R"|Qi(x) = 0}U{z € R"| ~Qi(x) > 0})

1<i<r

Alors X¢ est union fini d’éléments de .# donc d’apres le lemme , on a que §) est une algebre
booléenne donc A C () et finalement :

A=0Q

1.3 E-sets

Dans la suite du rapport, X désigne un espace métrique non vide et E un anneau de fonctions
continues sur X a valeurs dans R ou les opérations sont les opérations usuelles sur un anneau de
fonctions(addition et multiplication).

Définition 1.8 (E-set). Soit X un espace métrique.
On dit que A C X est un E-set si A est une union finie d’ensembles de la forme :

{reX: f(z)=0, g1(z) >0,..., gp(z) > 0}

Oﬂfvgla"'angE

Exemple 1.9 (semi-algébriques). Si on prend X = R" et E = R[X}, ..., X,] alors on obtient que
les semi-algébriques sont des R[ Xy, ..., X,]| — set.

Remarque 1.10. On peut noter que (X x R, E[T]) satisfait aussi les conditions imposées a (X, F),
ou X x R est le produit topologique de X et R et

F(T) = fo+ AT + ...+ fT € E[T]
est interprété comme la fonction continue

(@,8) = folz) + ... + fa(x)t".

1.4 Exemples de semi-algébriques

Nous allons dans cette sous-section donner quelques exemples de semi-algébriques pour mieux
comprendre la notion que nous manipulons.
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Exemple 1.11 (disque unité de R?). Le disque unité de R* est un semi-algébrique , il est donné
par la formule 2? + 3% = 1.

FIGURE 1.1 - € = {(z,y) e R*|2* + y* = 1}.
Si on veut reprendre la définition, on a :
¢ ={(v,y) €R*| P(z,y) =0} o P(r,y)=2"+y*~1€R[X,Y]

Exemple 1.12 (Paraboloide). Cette surface est obtenue en faisant tourner une parabole autour
de l'aze 7.
Elle a pour équation :

2=+ y2

Et c’est donc un semi algébrique de R3.

/ y

X

FIGURE 1.2 - 2 = {(z,y,2) € R} | 2 = 2% + y*}.
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Exemple 1.13. On a vu que les semi-algébriques étaient des unions finies d’ensemble de la forme :
{reX: f(x) =0, gi(x) >0,..., gr(x) >0}

alors on peut considérer une union comme par exemple :

FIGURE 1.3 - & = {(z,y) € R? |2z < 23 + 1} U {(z,y) € R?| 5a? + 22y — 1 > 0}.

La partie en rouge représente le premier ensemble et celle en bleu le deuxieme et ce qui est en
violet I'intersection des deux. Etant donné que .« est 'union des deux il est représenté par I'union
des trois couleurs et c’est un semi-algébrique de R3.

1.5 Stabilité par projection

On est amené a se demander si la projection selon les n premieres coordonnées d’un semi algébrique
de R"*! reste un semi algébrique dans R™.

Revenons a I'exemple [1.11] et regardons ce qu’il se passe.

Si on regarde la projection selon la premiere coordonnée, on a :

(¢)={zcR|FyecR, x> +¢y* =1} = [-1,1] = {r € R|2® — 1 < 0}

qui est donc un semi-algébrique de R(car donné par une équation polynomiale).
Nous allons voir que c’est tout le temps vrai.

Théoréme 1.14 (Tarski-Seidenberg). Prenonsn > 1, soit A un semi-algébrique de R™! et
II: R"™ — R" la projection sur les n premiéres coordonnées. Alors I1(A) est semi-algébrique
de R™.

L’objet du chapitre 3 est de présenter une preuve de ce théoreme.



Chapitre 2

Résultats intermédiaires

Pour montrer le théoreme de Tarski-Seindenberg, nous allons commencer par montrer plusieurs
résultats intermédiaires.

2.1 Quelques résultats topologiques

Lemme 2.1. Soit X et Y deux espaces métriques tel que Y compact.
Soit f: X =Y tel que le graphe de f noté T'(f) est fermé.
Alors f est continue.

Démonstration. Soit (x,)nen € X tel que x,, — x € X, on veut montrer que f(z,) — f(x).
Supposons par I'absurde que f(x,) - f(z).
Cela implique qu'il existe une sous-suite de (f(z,))nen tel que pour un certain ¢ :

dy(f(x¢(n)) - f(ZE)) >e Vn e N
Or (f(xgm)))nen € Y qui est compact donc admet une sous suite convergente :
f(xqﬁoz/)(n)) — Y € Y

De plus,

(Tgop(n)s f(Tgopm))) = (2,y) € Tf

On a donc que y = f(z) car le graphe est fermé et donc a partir d’un certain rang n,, on a :

dy (f(xgopn)) — f(2)) <¢

Ce qui est absurde.
Donc f est continue. O]
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Lemme 2.2. Soit C' un connexe de X métrique et f,g : C — R continues telles que
Ve e C, f(z) < g(x) alors :

1. le graphe T'(f) est une partie connexe de X x R.

2. La bande (f,g) définie par (f,g) = {(z,t) € X xR| f(x) <t < g(x)} est une partie
connezxe de X X R.

3. La bande (f,00) définie par (f,00) = {(z,t) € X x R| f(z) < t} est une partie
connexe de X x R.

4. La bande (—oo, f) définie par (—oo, f) = {(z,t) € X x R|t < f(x)} est une partie
connezxe de X X R.

Démonstration. Commengons par montrer le premier point.
Prenons f : C' — R continue.
Soit ¢ : I'(f) — {0, 1} continue, il s’agit de montrer que g est constante.

Considérons :
v:C — To(f) — {0,1}

z — (z, f(z) — (=, f(2)))
Alors 1) est continue car c’est une composée de fonctions continues et est définie sur C' connexe
donc v est constante ce qui implique qu'il existe K € {0, 1} tel que ¢(x) = K pour tout z € C.
On a aussi que © — (x, f(x)) est surjective dans I'(f), alors on a que ¢(x) = K pour tout x € T'(f)
ce qui prouve que I'(f) est connexe.
Montrons maintenant le deuxieme point.
Soit f, g : C'— R continue.
Prenons ¢ : (f,g) — {0, 1} continue et on veut montrer que ¢ est constante.
Pour commencer, on fixe x € C' et on regarde :

¢ | f(2), g(x)[ — {0,1}
y — o(z,y)

cette fonction est continue et définie sur un intervalle qui est un connexe de R donc elle est
constante.
Alors pour tout x € C, il existe K, € {0,1} tel que pour tout y, ¢.(y) = K,.
Il reste alors a montrer que cette constante ne dépend pas de .
Considérons :
i:C — {0,1}

s o((x, Ltale))

2
i est continue par composition de continue et défini sur C' connexe donc constante donc i(x) = K
pour tout x € C' d’'ou K, = K pour tout z € C.

Cela nous permet de conclure en disant que ¢ = K et donc (f,g) est connexe de X x R.

Pour montrer que (f, 00) et (—o0, g) sont des connexes de X xR, on s’y prend de maniere analogue.
O

2.2 Localisation des racines

Dans cette section, nous allons montrer un lemme important qui vise a montrer que lorsque
deux polynomes sont ”proches” au sens topologique alors leurs racines restent elles aussi proches.
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Soit c € Cet r € R,
Pour la suite, on posera 7 : t — c+re*™ Iapplication qui parcourt le cercle C' défini par |z —c| = r
et on note D le disque ouvert D(c,r).

Lemme 2.3. Soit P € C[X] ne s’annulant pas sur le cercle C ot P(X) = a[[(X — a;)"
On a :

1 (2)
% Z Zﬂz

a; €D

(i.e. Uexpression faisant intervenir l'intégrale est égale au nombre de racines de P comptées
avec multiplicités dans le disque ouvert D).

Démonstration. Commencons d’abord par montrer que :
P'(X) _ Z i
P(X) X —a;
Nous allons montrer le résultat par récurrence sur le nombre de racines distinctes de P :

Si le nombre de racines distinctes de P est 1 alors P(X) = a(X —a;)" et P'(X) = ap;(X —a;)*!
et donc on a bien

P(X) 1

P(X) X —a
Maintenant supposons le résultat vrai pour tout polynome admettant k racines distinctes et P
admet k + 1 racines distinctes. Soit a;, une racine de P alors P = (X — a;, )"0 Q(X), on a :

P'(X) = pig (X = aig)"0 7' Q(X) + (X — ;)"0 Q' (X)
alors
P,<X) Hig (X - aio)”io_lQ(X) + (X B CLZ-O)MOQ,(X)
P(X) (X = a0 Q(X)
_ Hig + Q/(X)
(X —a;)  Q(X)

On peut alors appliquer 'hypothese de récurrence a () étant donné qu’il a k racines distinctes ,ce
qui donne

P(X) L 1L;
P(X) (X —azo 2 X —qy Z X —q

On a alors que

1 z
2ri P(z2) QWZ/Zz—aZd _Z2m/z—a,

1

2 )y 2 — ay

dz = piInd(vy,a;)
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On a que Ind(v,a;) =1 quand a; € D et 0 sinon.
Cela nous permet alors de conclure que

1 Pl(z),
2mi Wp(z)dz—aZm

€D

Lemme 2.4 (Localisation des racines). Soient f(X) = ag + a1 X + -+ + agX?¢ € C[X] ne
s’annulant pas sur C.

Alors il existe ¢ > 0 tel que, pour tout polynéme g(X) = by + b1 X + -+ + bgX? € C[X]
vérifiant |a; — b;| < e pour tout i, le polynéme g ne s’annule pas non plus sur C, et posséde
exactement le méme nombre de racines que f dans le disque D = {z € C | |z — ¢| < r},
comptées avec leurs multiplicités.

Démonstration. Commengons par trouver un £ > 0 tel que si |a; — b;| < ¢ alors Vz € C on ait

|f(2) = g(2)| <|f(2)]-
Soit z € C':

(f =) ()] =D _(a;i — )|
<e) |2
<& (Ir|+ el

On pose alors € = min,cc |f(2)|/ D_(|r] + |c])?, et alors on a bien que Vz € v,
I(f =) <[fz)] (i)

Cela nous permet déja de dire que g ne s’annule pas sur v (sinon on aurait un zq € C' tel que
|/ (20)] < 1f(20)])-
Nous allons maintenant montrer que f et g ont le méme nombre de racines dans D

Considérons h(z) = ?8, d’apres (i), on a que pour tout z € v :

h(z) — 1| < 1.

Ce qui implique que le lacet h o7y est a valeurs dans B(1,1).
On a alors que d’'une part :
Ind(ho~,0) =0.

Car le lacet h o~ ne peut pas ”s’enrouler autour de 07 étant donné qu’il est a valeurs dans B(1,1).

D’autre part :
1 n 1 1
(Z)dz = —dz = Ind(ho~,0).

hz) 2w hoy %

271 -

Donc :
1 B (2)

— dz =0
omi ), h(z) "
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D’un autre coté, on a que :

W gf—gl"f
h g
gf—qf
I
_g_r
g f

Ce qui nous permet de déduire que :
!/ /
LI, L e,
2mi )., f(2) 2mi J., g(z)

Alors d’apres le lemme que l'on a montré précédemment, cela nous donne le résultat voulu.

]

Remarque 2.5. On vient ici de montrer un cas particulier du théoreme de Rouché o1 I’on se restreint
a des polynomes.

2.3 Sous-ensembles semi-algébriques de R

Lemme 2.6 (Lemme de Thom). Soit P, Py, ..., P, € R[X]| des polynémes non nuls tel
que, pour tout P! #0, on a P/ € {Py,..., P} ()
Pour e :[1,k] = {—1,0,1}, on pose :

A, = {t € R :sign(Bi(t)) = £(4), Vi € [1, K]}

Alors A, est un connexe de R c’est a dire un intervalle.

Démonstration. Montrons la proposition en fonctionnant par récurrence sur k le nombre de po-
lynémes dans la famille # = { Py, ..., B }.

Initialisation avec k=1 :

F = {P,} alors P, = K une constante car si P| # 0 alors P| € .# donc P| = P, et ce n’est pas
possible.

Soit e : {1} — {—1,0,1}

On a:

A. = {t € R :sign(Py(t)) )}

=¢(1
={teR:sign(K)=¢(1)}

Alors A. € {,R} donc c’est bien un connexe de R.

Supposons maintenant le résultat vrai au rang k :

Prenons % = { P, ..., Pry1} qui respecte (%) et e : [1,k+ 1] — {—1,0,1},

Supposons que % soit ordonné par le degré de fagon a ce que Py, 1 ne soit la dérivée d’aucun
polynome alors .#’ = { P, ..., P, } respecte toujours (*) et

Ao ={t € R:sign(P(t)) =€'(4),Vi € [1,k]}
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est bien un connexe de R d’apres I'hypothese de récurrence ot €' = € [y i
On a aussi que
A.=AoNn{t eR:sign(Py1) =e(k+ 1)}

Alors si A,/ est vide ou un singleton, la proposition est validée.
Il nous reste a traiter le cas ou A, est un intervalle non trivial.

ler cas :
deg(Pyy+1) = 0 alors dans ce cas tous les polynomes sont des constantes et alors par le méme
argument que l'initialisation, A. € {(), R} et donc la proposition est validée.

2éme cas :
deg(Pyr41) > 0 alors P, € F' donc P}, est de signe constant sur A, ce qui veut dire que P4y
est monotone sur A, donc pour chaque e(k + 1) € {—1,0, 1},

A.=A.Nn{t eR:sign(Ppiq) =e(k+1)}
est un intervalle. O

Remarque 2.7. On peut déduire de cette proposition que les semi-algébriques de R sont exactement
les unions finies d’intervalles.

Démonstration. Notons 7 'ensemble des semi-algébriques de R et & I'ensemble des unions finies
d’intervalles de R.

L’objectif est d’établir que &/ = 2.

Montrons d’abord que Z C & :

Soit |a, bl€ Z un intervalle ouvert de R et {z} € Z un singleton de R, on a que :

Ja,bl= {t e R| P(t) <0} ot P= (X —a)(X —b)

et
{z} ={teR|Q(t)=0} ou Q=X-=z

On remarque aussi que :
| —o0,al={teR|Q(t) <0} ou Q=X—-a

Ainsi, tous les intervalles ouverts et les singletons sont dans &7 et plus généralement toutes les
unions finies d’intervalles sont dans o7
On a alors que 2 C &
Montrons maintenant que o/ C Z.
Soit & € & un semi-algébrique, alors par la proposition [[.7, S est une union finie d’ensemble de
la forme :

Si={teR|[po(t) =0,pi(t) >0,...,pu(t) >0}

Considérons la famille des polynomes intervenant dans S; que 'on complete avec les dérivées
successives de chaque polynome.

40/\:{pOa"'7pn7pn+17"‘7pN}
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On va donc pouvoir utiliser le lemme de Thom sur cette famille qui respecte la condition de
dérivation.

L’idée est que 1'on a une condition de signe que sur les n premiers polynomes donc on va devoir
considérer une union finie.

Q={ele(0)=0,e(1)=1,...,e(n) =1} C {-1,0,1}V*!

Alors on a :

Si=|J A
€€
Or d’apres le lemme de Thom (Lemme tous les A, sont des intervalles.
De plus, |©2] < 3" alors 'union est une union finie d’intervalles.

Cela nous permet d’avoir que &7 C Z et finalement :

o =9

2.4 Continuité des racines

Lemme 2.8. Soit X un espace métrique connere et E un anneau de fonctions continues
défini sur X a valeurs dans R .
Prenons :

f=fo+ AT+ ...+ f4T% € E[T]

tel que le polynome f(x,T) admet exactement e < d racines complezes distinctes pour tout
reX.

Dans ce cas, le nombre de racines réelles distincts de f(xz,T) est aussi constant pour tout
€ X.(x)

St pour tout x € X, on note :

Gx) <...<((x)

les racines réelles de f(x,T), alors les fonctions (; sont continues sur X. (k%)

Remarque 2.9. Les racines sont comptées ici sans multiplicités.

Démonstration. Prenons :

p: X — N
r — |{teR; f(x,t) =0}
Cette fonction associe a x € X le nombre de racines réelles de f(z,T).
L’objectif est de montrer que cette fonction est localement constante car étant donné que X est
connexe, cela nous permettra de dire que ¢ est constante et de montrer (*).
Soit zg € X, considérons f(xg,T) et notons zy, ..., 2. ces racines complexes.
Pour chaque racine z;, on considere une boule fermée B; centrée en z; tel que :
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Alors par le lemme [2.4] il existe un voisinage ouvert V(zo) de xo tel que Vo € V(z), on ait
exactement une racine de f(z,7T) dans chaque B; .

Prenons z € V(x) et montrons que f(z,T) admet autant de racines réelles que f(xzo,T).

Soit z; une racine réelle de f(xzo, T).

Notons z] la racines de f(z,T) associé a z;.

Etant donné que f(z,T) € R[T], on a que f(x,2!) = 0.

On a aussi que z_{ € B; car le centre de B; est z; € R.

Par unicité de 2, on a que :

2, = 2!
Et donc
zi €R
Soit z; une racine non réelle de f(xg,T).
Etant donné que z; € B; et que B;NR = ),
2 ¢ R

On a alors que @|y (4, est constante et donc par connexité de X, ¢ est constante.

Montrons maintenant que les (; sont continues.

Sachant que la continuité est une caractéristique locale, il suffit de montrer que les (; sont continues
sur V(zo).

Supposons pour la suite que z1, ..., 2, sont les racines réelles de f(zo,T) et que (;(xo) = 2; Vi€
{1,...,r}.

En notant que ¢;(z) est la seule racine de f(x,T) dans B;, on a que le graphe de (; sur V(zg) est
donné par :

{(z,t) € V(x9) x B; | f(z,t) =0}

qui est d’ailleurs fermé par image réciproque du fermé {0} d’une fonction continue.
Alors par le lemme sachant que B; est compact on a que (; est continue sur V().



16 CHAPITRE 2. RESULTATS INTERMEDIAIRES

2.5 Cas particulier du théoreme de Chevalley

Théoréme 2.10. Soit A = (Ay,...,Aq) un d+1-uplets de variables, on pose :
fAT)=Ag+ ...+ AT € ZJA, T)
Soit e € {0,...,d} J{oo}. Alors l’'ensemble
{a = (ag,...,aq) € C | f(a,T) a evactement e racines compleves}

est une union finie d’ensemble de la forme :

{a € C* | pi(a) = ... = pi(a), q(a) # 0}

il pi(A) ,q(A) € ZIA].
C’est & dire un constructible de Cat1

On peut regarder déja ce qu’il se passe avec des valeurs simples de e :
Si e = 0, notre ensemble est :

{(ao,0,...,0) € C* |ag # 0} = {a € C |pi(a) = ... = pa(a) =0 et gq(a) # 0}

ou p;(A) = A; et q(A) = Ag car C est algébriquement clos.
Si on regarde avec e = 0o, notre ensemble est simplement :

{(0,...,00} ={a € C"" |pi(a) = ... = pas1(a) =0 et q(a) #0}

ou p;(A) = A; et q(A) = 1 par exemple.

Démonstration. Par la remarque précédente, on peut supposer d > 0.

a= (ag,...,aq) € C ol aq # 0.

On note g = deg(pged(f(a,T), g—%(a,T))) dans C[T7.

Alors, le ppem de ces deux polynomes a pour degré 2d — g — 1, et le nombre de racines complexes
distinctes de f(a,T) est d — g.

Soit 0 < k < d.

Considérons la condition () :

0
fla,T)-q(x,T) — —f(a,T) cr(x, T)=0
oT
pour un z = (o, ..., 2e) € C**! non nul, avec

Q(fﬂ, T) =9+ fElT + ..+ l’k,lTkil, 7“({13, T) =T+ xk+1T + ...+ iI}Qka

Montrons qu’elle est équivalente a la condition d — g < k :
Supposons que 'on ait (x), alors :

fla,T) | fa,T)-q(z,T)
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On a donc :
of

f@1)| 5

—(a,T) - r(z,T)

Finalement :

ppem(f(a, ), S50, T)) | 95(a,T) - r(x, )

Et le degré des polyndémes impose que 2d —g — 1 < d+k — 1, c’est a dire d — g < k.
Réciproquement, on suppose que d — g < k.

Il s’agit de trouver un polynome dans Cy_1[T] et un dans Cy[T] qui vérifient ().
Commed—g<k,onak+g—d>0.

Posons U(T) = T*t9=% (cela va nous assurera que (z # 0)).

ppem(f(a,T), 55 (a, 7))

deg (@ 1)

UT))=d-1+d—g)—d+k+g—d=k—1

et
ppem(f(a, T), 35 (a, T))

gij; (a,T)

alors on a bien trouvé nos deux polynomes de Cy_1[T] et Ci[T] ce qui assure Iexistence d'un
x € C**1 tel que :

ppcm(f(;l(z’)T;f r &) gy e rfer) = 2RV (T) 7) ()
5 8_T ’
vont bien satisfaire (*).

Ainsi (*) est équivalente a d — g < k c’est a dire & f(a,T) a au plus k racines distinctes.
Clairement, on a :

deg( UT)=d-1+d—g)—(d—1)+k+g—d=k

q(z,T) =

-U(T)

of
oT

pour certaines formes bilinéaires f3; : C4t! x C*+! — C.
Ainsi, la condition (*) est équivalente a :

f(a,T) q(z,T) — =%=(a,T) - r(z,T) = Bo(a,z) + Bi(a,z)T + ... + Basp_1(a, x)TH+1

il existe x non nul tel que f;(a,z) = 0 pour tout i
c’est-a~dire que ’application linéaire
z = (Bo(a,2), ..., Bigs—1(a,x)) : CH*FT - CTF

admet un noyau non trivial.

Cela revient a dire que tous les mineurs de taille (2k 4 1) x (2k 4+ 1) de la matrice associée a cette
application s’annulent.

On en déduit que ’ensemble

= {a € C™ | ag#0et f(a,T) aau plus k racines distinctes}

est intersection de {a € C¥**! : ay # 0} avec le lieu d’annulation d’un certain nombre fini de
polynomes & coefficients entiers et est donc un constructible de C4+1.
Comme les constructibles de C4*! forment une algebre booléenne, I\ ), est également construc-

tible, ce qui nous permet de conclure.
m
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Notons que ce théoreme est un cas particulier du théoréme de Chevalley :

Théoréme 2.11 (Théoreme de Chevalley-Tarski). Soit IT : C"*' — C™ la projection sur les
n premieéres coordonnées.
Alors, l'image d’un ensemble constructible de C**' est constructible.

On peut voir ’ensemble :
o = {a=(ag,...,aq) € C | f(a,T) a exactement e racines complexes}

comme un constructible de C4+2+e,
Notons :

A1 = {X1 = (a0, .-, 00,71, ..., Tey1) € C¥E| fla,2;) = 0,Vi € [1,e + 1] et x; # x;}

Et
o, ={Xy = (ag,...,a4,21,...,7.) € CH| f(a,2;,) = 0,Vi € [1,¢] et ; # 7}

Ainsi que : IT : C¥2+te — C91 et I : CIH1+e — C9*! les projections selon les d + 1 premieres
coordonnées (selon les a;).

Alors IT'(7,) (resp.Il(41)) correspond a avoir au moins e (resp. e + 1) racines distinctes alors
IT'(e7,) \ 1I(e7+1) a avoir exactement e racines distinctes.

On a alors que @7, et 7, sont constructibles de C4t2+¢ et CH1+¢ ot I1'(a,) \ (1) = & qui
est donc constructible , d’ou le fait qu’on ait montré une version faible du Théoreme [2.11]



Chapitre 3

Le Théoreme de Tarski-Seidenberg par
la méthode de Lojasiewicz

3.1 Théoreme central

On rappelle que X est un espace métrique et £ un anneau de fonction continues de X dans R.

Théoreme 3.1. Soient fi(T),..., fu(T) € E[T].

Alors la liste fi,..., fu peut étre augmentée en une liste fi,..., fx dans E[T] (M < N),
et X peut étre partitionné en un nombre fini de E-set X; (1 <1i < k) tels que pour chaque
composante connexe C de chaque X;, il existe des fonctions réelles continues

§on < -+ < &cue) sur C vérifiant les deur propriétés suivantes :

1. Chaque fonction f, (1 < n < N) est de signe constant (—1, 0 ou 1) sur chacun
des graphes I'(€c;) (1 < j < u(C)) et sur chacun des ensembles (§c.j,&cj+1) (0 <
J < u(C)), ot &g = —00 et Ecuc)+1 = +00 sont par convention des fonctions
constantes sur C.

2. Chacun des ensembles I'(§c ;) et (Ecj,&cj+1) de (1) est de la forme :
{(z,t) € C x R |sign(fn(z,t)) =e(n) pourn=1,...,N}

pour une condition de signe convenable ¢ : {1,... N} — {—1,0,1}.

Démonstration. Prenons d € N tel que chacun des polynémes f,,(7") soit de la forme :
fn(T) = frno + fodT + -+ fraT?,  avec frn, € E pour 0 < r < d.
Soit A un sous-ensemble de {1,..., M} x {0,...,d} et posons :

fam = 1] (%?T)EE[T].

(m,r)eEA

Alors degy(fa) < Md? ce qui nous assure que le nombre de racines de fa appartient a I’ensemble
{0,..., Md? oo}.
Soit e parcourant {0, ..., Md? oo}, et posons :

Ape:={z € X | fa(z,T) a exactement e racines complexes}.

19
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D’apres (Lemme , Ap . est un E-set.

Pour un A fixé, les ensembles Ax . sont disjoints deux a deux quand e varie, et partitionnent X.
Comme les E-set forment une algebre booléenne, on peut partitionner X = X;U---U Xy en E-set
X; tels que chaque Aa . soit une union de certains Xj.

Augmentons fi,..., far en fi,..., fn tels que :

9" fm

{fi,.. . In} = 1<m<M0<r<d;.

o1
Montrons alors que cette suite {fi,..., fy} et ces X; sont satisfaisants pour la conclusion du
théoreme.
Pour chaque composante connexe C' de X;, on pose :

Ifm .
AC)={(m,r)e{Ll,...,M} x{0,...,d}: S 1 est pas identiquement nulle sur C' x R}

Fixons une telle composante C'.

Pour un A fixé, il existe e tel que C' C Aa., en particulier C' est contenu dans Aa(c),. pour un
certain e.

Alors fa(c)(z,T) a exactement e zéros complexes pour tout z € C'.

On affirme que e est fini.

Pour le voir, considérons un facteur g(7') = 90" f,,/0T" (x,T) avec (m,r) € A(C). L’ensemble C
est contenu dans A, )}, pour un certain e’ € {0,...,d}, donc le nombre de zéros complexes de
g(x,T) est indépendant de x € C.

Parce que (m,r) € A(C), ce nombre €’ est fini, donc e est fini. Le lemme implique alors qu’il
existe des fonctions continues {c;1 < -+ < {c () sur C telles que :

{(z,t) € C xR | fa@)(z,t) =0} =T(§e) U--- UT (o))

Nous allons prouver que ces fonctions ¢ ; satisfont les conclusions du théoreme.

Affirmation 1. Chaque fonction 851]::1 (1 <m< M,0<r <d) aun signe constant sur cha-
cun des ensembles T(éey) (1 < j < p(C)) et (Ecynbega) (0 < j < p(C)), ol g = o0 et
§opu(c)+1 = +oo.

9" fm
orr -

Remarquons que cela implique la conclusion (1) du théoréeme, car chaque f,, est I'une des

%TYJST est nulle sur les
ensembles indiqués. Si (m,r) € A(C), alors le nombre de zéros complexes de g(x,T') := 6(;1;:T
indépendant de x € C' (car C est inclu dans un certain Ay, ,)y.e)-

Ainsi, d’apres le lemme , le lieu des zéros de g sur C' x R est une union finie disjointe de
graphes de fonctions réelles continues sur C'. Comme fa () contient g comme facteur, ces fonctions

doivent étre parmi les {c ;.

Pour démontrer I'affirmation, notons d’abord que si (m,r) ¢ A(C), alors

est

Etant donné que C' est connexe, on a que les graphes et les cellules sont connexes en utilisant le
lemme cela démontre Paffirmation 1.
Soit maintenant B 'un des ensembles de I'affirmation 1. Posons :

e(m,r) := sign <%§T> sur B,
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et définissons :

s

B = {(:E,t) € C x R | sign (%@J)) = e(m, ) pour tout 1 <m < M, 0 STSd}'

Clairement, B C B'.

Affirmation 2. B = B'.

Supposons le contraire. Prenons (z,t') € B'\ B et (z,t) € B. Disons que t < t'.

Sachant que a z fixé, pour tout n € [1, N] on a que f,(x,s) € R[s], On peut alors appliquer Le
lemme de Thom [2.6| qui implique que {s € R | (z,s) € B’} est connexe, donc {z} x [t,¢] C B’

Remarquons que fa(c) doit changer de signe sur {z} x [t, '], puisque (z,t) € B et (z,t') ¢ B.
0" fm
ar”

Mais on a que fa(c) est un produit de qui ne change pas de signe sur B’ ce qui nous donne

une contradiction.
Cela prouve alors I'affirmation 2.

3.2 Propriété de Lojasiewicz et corollaire

Proposition 3.2 (Propriété de Lojasiewicz). On dit que (X, E) admet la propriété de
Lojasiewicz si chaque E-set admet un nombre finis de composantes connexes et que cha-
cunes de ses composantes est elle méme un E-set.

Corollaire 3.3. Si (X, E) admet la propriété de Lojasiewicz, alors :
1. (X xR, E[T]) admet aussi la propriété de Lojasiewicz
2. l’image par la projection 11 : X x R — X de chaque E[T]-set est un E-set.

Démonstration. Soit S un E[T)-set, alors S est une union d’ensemble de la forme :
{(,8) € X xR f(m,) =0, gu(2,8) > 0, ..., gu(a, ) > 0}

ou f,g1,...,9x € E[T].

On peut alors appliquer aux fonctions fi,..., fy qui interviennent dans S le théoreme précédent
(3.1), ce qui va nous donner une certaine extension de fonction fi,...,fyy (N < M) et une
partition X = |JX;.

Sachant que la partition est finie, on a que .S est une union finie de la forme :

{(:L‘,t) € X; % R|fi1(‘rvt) =0, fiz(x7t) >0,..., fik(xat) > O}

Alors comme (X, E) a la propriété de Lojasiewicz, chaque X;, étant un E-set, admet un nombre
fini de composantes connexes qui sont elles méme des E-set.
On a alors que S est union finie de la forme :

{(z,t) € C xR fi,(x,t) =0, fi,(x,t) >0,..., fi,(x,t) >0}

ot les C' sont des connexes de X.
Le théoréme [3.T]nous assure ensuite que ces ensembles sont des unions finies de graphes de fonctions
continues {¢; : C'— R ou de bande entre deux fonctions continues {(z,t) € X x R|&¢,(z) <t <

Eor(2)}-
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Dans les deux cas, on a affaire a une composantes qui est connexe d’apres le lemme
Il reste & montrer que ces composantes sont des E[T]-set.
A={(z,t) e C xR|{cj(x) =t}
— {(x,1) € i x R| sign(fu(w,1)) = =(n), ¥n € [1, M]}

pour une certaine condition de signe ¢ : {1,..., M} — {—1,0,1}.
Ensuite, sachant que C' est un FE-set, alors C' est union finie de la forme :

{z € X|sign(g;(z)) = 0(j)}

pour une certaine condition de signe ¢ : {1,...,l} — {—1,0,1}.
On a alors que A est union finie de la forme :

{(z,t) € X x R| sign(gi(x)) = 6(7), sign(fn(x,t)) =e(n),Yn € [1, M]}

Alors A est bien un E[T]-set.

Il reste a montrer que la projection de S par IT: X x R — X est un E-set.

On a montré que S était union finies de graphes I'({¢ ;) ou de bande entre graphes (¢, ¢ j+1) or
on a que :

I(T(€cy) =C et (e, écy41)) =C

Or on a dit que C' était un E-set car (X, E) admet la propriété de lojasiewicz, d’otu :

I1(S) est un E-set.

m
Ce corollaire va nous permettre de démontrer [I.14]
Comme on avait dit précédemment, les R[X7,..., X,,]-set de 'espace R™ sont exactement les
ensembles semi-algébriques.
Montrons par récurrence sur m > 1 que la paire (R™,R[Xq,...,X,,]) admet la propriété de

Lojasiewicz qui impliquera le théoreme de Tarski-Seidenberg.

Démonstration. Pour m =1 :

On a montré que les ensembles semi-algébriques de R était les unions finies d’intervalles alors
chaque semi-algébriques de R admet un nombre finie de composantes connexes qui sont chacune
des intervalles donc R[X]-set c’est a dire semi-algébrique de R. Pour m > 1 :

On remarque que (R™ R[X,...,X,]) = (R™! x R,R[X,..., X,,_1][Xm]), alors en utilisant le
Corollaire on peut conclure. O

Corollaire 3.4. Soit n > 1 et S un semi-algébrique de R™ alors ’adhérence de S est un
semi-algébrique de R™.

Démonstration. Notons S I'adhérence de S, on a :
S={zeR"|Ve >0,y €S tel que ||z —y|5 <}

Posons
B={(z,e,y) eR*" |y el |lz—yl; <}
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qui est semi-algébrique car la norme euclidienne au carré est un polynome et S est semi algébrique.

Considérons la projection
H:R2n+1 — Rn—i—l
(,6,y) — (,¢)

Donc
(B) ={(z,e) e R"|Fy € S, ||z — y||5 <}

Ensuite on considere
A={(r,e) eR"™ e >0}

de maniere a avoir :
A\TI(B) = {(z,e) e R" e >0, Vy € S, ||z — y||5 > £}

II(B) est semi-algébrique d’apres et A l'est aussi donc la différence 'est aussi.

Considérons la projection
Ir:R** — R
(z,6) — (2)

Qui donne :
M(A\TI(B)) = {z € R" 3 > 0, Wy € S, |z -y} > &%}

et en prenant le complémentaire on a finalement :
R\I'(A\I(B)) ={z € R"|Ve > 0,3y € S, |z —yll3 <&’} =5

Ce qui permet de conclure. O
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