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Avant-propos

A partir de simples régles permettant de regrouper certains objets ensemble, comment déduire
des propriétés concernant ces dits-objets ? Le plus souvent, compter le nombre d’objets vérifiant
ces propriétés basiques constitue le premier pas de 'étude combinatoire : de combien de maniére
peut-on mélanger un jeu de n cartes ? Bien sur, la réponse a 'exemple précédent fait intervenir le
nombre de permutations pour n éléments ; en I'occurrence, il existe n! facons de mélanger ce jeu
de cartes. Il est ensuite tout a fait naturel de vouloir quantifier cette valeur en augmentant le nombre
d’objets. En reprenant 'exemple du jeu de cartes, la fonction factorielle nous pose soucis car son
comportement précis quand n devient de plus en plus grand nous est assez flou a premicre vue.
Fort heureusement, la magnifique formule associée au mathématicien écossais James Stirling (1692-
1770) nous donne un équivalent de la factorielle en Tinfini, et nous permet d’exprimer le
comportement asymptotique du probleme combinatoire considéré avec des fonctions
élémentaires,

n\n
n! ~ m(;) ,
et c’est ici le premier lien que tisse la Combinatoire avec I’Analyse. Néanmoins, il est clair que
I'exemple du jeu de cartes pourrait se traiter similairement s’il s’agissait d’ordonner un alphabet de
n lettres ou s’il s’agissait de ranger sur une étagere une collection de n livres. Ce sont alors trois
problemes combinatoires distincts, car les objets considérés ne sont pas les mémes, mais qui
jouissent, au bout de I’étude, du méme résultat; nous dirons des le Chapitre 2 quils sont
combinatoirement isomorphes. Il était ici évident que ces trois problémes n’en constituaient en fait
qu’un, mais deux problémes peuvent aboutir au méme résultat, sans pour autant que le lien entre
eux saute aux yeux. Deux probléemes isomorphes au sens combinatoire peuvent alors dans un
premier temps bénéficier de deux études en tout point différentes, bien qu’un lien difficile a
entrevoir les lie 'un a 'autre !

Le 4 septembre 1751, Euler écrit a son ami Goldbach, lui faisant part de ses récentes recherche
sur un probléeme combinatoire [17] :

« 1 mi’est derniérement échu de rencontrer une question, laquelle me parut digne d'attention. Elle a trait an
nombre de maniéres selon lesquelles un polygone donné, pourvu qu’il soit convexe, peut étre divisé en triangles par le
moyen de lignes diagonales » ([6])

Apres une description du probléeme pour un n-gone, Euler conclut

« Soit a présent désigné par la lettre x le nombre de fagons dont il est possible d’effectuer ladite division |...]. Je
suis dés lors parvenu a la conclusion que, de la maniere la plus générale, I'on a :
_2-6-10-14-...-(471—10)

XT3 45 .. (n-1)

[...] Quant a la suite des nombres 1,2,5,14,42,132 et ainsi de suite, j'ai pareillement observé la propriété
suivante :



1—-2a—-+vV1—4a
1+ 2a + 5a? + 14a® + 42a* + 132a° + -+ = 5 _

»

([61. [171)

Ainsi, déja en 1751, Euler savait résoudre ce probleme combinatoire et connaissait également ce
qu’on appellera plus tard, au Chapitre 2, la fonction génératrice ordinaire associée. Néanmoins, les
écrits d’Euler ne permettent pas d’assurer qu’il ait trouvé une preuve compléte aux résultats qu’il
avance. Les nombres ainsi construits sont appelés pour la premicre fois les « nombres de Catalan »
en 1973 par John Riordan [13].

Au cours des années 1750, Euler fait également part de ces nombres au mathématicien Johann
Segner, qui a son tour en fait une publication en 1758 :

« Le grand Euler a bien vounln me communiquer ces nombres avec une bienveillance toute particuliére ; toutefois,
la maniere dont il les a déconverts, ainsi que la régle qui préside a leur progression, nz’est demenrée cachée. » ([6])

Segner développe alors une approche récursive des nombres de Catalan et prouve que le nombre
de décompositions en n triangles vérifie

T = TxTh-1-k, To=1.

Par la suite, dans les années 1830, Liouville partage le probleme a Lamé ([6]), qui répond le
lendemain ; réponse incluant la preuve de la forme explicite des nombres de Catalan, sachant la

T o= 1 <2n)
"Tn+1\n/)

Cette preuve de trois pages apparait publiquement pour la premicre fois en 1938 dans le Journal de

récurrence convolutionnelle ci-dessus :

mathématiques pures et appliguées ([6]). Peu de temps apres, Eugene Catalan publie une étude plus
poussée de ces nombres, remarquant qu’ils sont la solution d’autres problémes combinatoires, a
premiere vue décorrélés. Catalan poursuivant étude de ces nombres, c’est alors qu’ils ont acquis
leur popularité en tant que « nombres de Catalan ». Dans d’autres publications, Catalan donne enfin
rigoureusement raison a Euler, en démontrant que

i 11— iz
a - 22

Il s’agira donc dans cette étude d’établir dans un premier temps les principales propriétés
analytiques et algébriques des nombres de Catalan, sans se soucier des problemes combinatoires
dont ils sont la solution. II conviendra dans un second temps d’étudier leurs applications en
combinatoire, en insistant sur différents problemes d’apparence sans liens les uns avec les autres.
Nous profiterons de ce second chapitre pour introduire les méthodes d’énumération symbolique,
outils utiles et rigoureux en combinatoire. Enfin, nous chercherons a généraliser les nombres de
Catalan, que ce soit analytiquement ou combinatoirement, afin d’ouvrir de nouvelles perspectives
d’études.



Chapitre 1

Propriétés des nombres de Catalan

1.1 Ecritures équivalentes

Selon le probléme combinatoire considéré, les nombres de Catalan peuvent apparaitre sous
différentes formes équivalentes (forme explicite, formes récurrentes e#z.). Dans cette étude, nous
considérerons comme définition des nombres de Catalan la forme convolutionnelle qui suit.

Définition 1 (récurrence convolutionnelle). Les nombres de Catalan sont les termes de la suite (Cp)nen
définie par la relation de récurrence suivante :

n
Co=1letCpy = Z C,Ch_r avecn € N

k=0

11 est alors parfaitement clair que les nombres de Catalan sont des entiers strictement positifs.

Exemple 2. Les premiers termes de cette suite ainsi définie sont alors :

Co=1 C, =132
¢, =1 C, =429
C,=2 Cs = 1430
C;=5 C, = 4862
C, =14 Cio = 16796
Cs = 42 C,, = 58786

Théoréme 3. Les nombres de Catalan ont pour forme explicite, pour tout entier naturel n :

C = 1 <2n)
"Tn+1\n

Preuve : Posons deuxc séries enticres f : t — Yoo Cat™ et g : t v 2tf(t). Nous démontrerons dans le

cadre de 'étude des chemins de Dyck que le rayon de convergence de f est minorée par% .

Par produit de Canchy, si t € ]— i,i[ :

f®)? = <Z Cnt“> <:0 Cnt”> = Z <Zo CkCn_k> th = Z Cppit™

Done,

1+tf®)?> =1+ Z Cp t™ = Gt + Z Cpt" = Z Cot™ = f ().
n=0 n=1 n=0



On déduit done f(t) est done racine du polynome tX* — X + 1. La fonction g nous permet alors de considérer
un polynome unitaire, pour nous éviter les problemes de définition en t = 0. En effet, pour tout t € ]— i,i[ :

g()? = 4t*f(t)?
=4t[ef()? +1—-1]
= 4t[f(t) — 1]
=2g(t) — 4t

Alinst, pour tout t € ]— i,i[, g () est racine du polynome X* — 2X + 4t, de discriminant A = 4(1 — 4t) > 0
cart < i
Alors, il existe € : 1-1/4, 1/4[ — {=1,1} telle que

vVt €

] T 4[ gt) =1+e(®)V1—4t

g(t) —
VI—4t

Mais étant donné que vt € ] [ et) = , € est alors continue sur ]— %,i[ comme quotient de
fonctions continues.
Montrons alors que la fonction € est constante. Supposons qu'il existe t, € ] [ ett, € ] [ tels que

e(ty) = 1 et e(ty) = —1. La fonction € étant continue, le théoreme des valeurs mz‘ermedzazres ammemz’z‘ alors
Lexcistence d’un antécédent de O par cette fonction, ce qui est absurde an vu de sa définition. Donc, la fonction &

est constante. Mais comme g(0) = 0 = 1+ £(0), on déduit que £(0) = —1 et done que V't € ]—i,i[,s(t) =

—1. Finalement,
11
vt € ]—Z,Z[,g(t) =1—-+v1-4t
Or, sixe]-1,1[:

Vi+x= (1+x)%
Ly ><—%>---<;—(n—n>xn

Zi( D™ 1(1-3-..-(2n—3))x"

I
[N

+

3';—\

(2n —2)!
= i

<2n - 2) (-1

—x
n—1)22n"1n

I
=
+

MgiMSu

11
_ n-1
1n2(1)

Il
-
+

Il
-
+

M8iM8ﬁ

)

S
1]

Don, pour tout t € —i,i[,

gt) =1—-v1I—4t

- i%(zn) (~aey

n=0



o ((_1)n+1)2 22(n+1) 2n .
= n+
N 22n+1 (n 4 1) (n)t

2 <2n)t”+1
n+1)\n

X
ZZtZ(n-ll-l) (2nn>tn

n=0

n=0

On déduit donc a partir de la définition de g que f(t) = Z (2 ) t™ pour tout t € ] [ Par

n+1)

unicité du développement en série entiére, on conclut alors :

1 2n
C, = ( ), vn €N

Propriété 4. Les nombres de Catalan penvent également étre caractérisés par la relation récurrente suivante :

2(2n—1)

1 C,_,avecn € N*

Co=1etC, =

Preuve : Soit n € N*. _Alors,

20n-1 . _2@n-D1 (2n_2> par Théoréme 3
n+1 " n+l n\n-1
2(2n—1)1 (2n-2)!

n+1 n(n—l) (n—1)

(2n)!
n?(n+ 1)(n-1!(n-1)!
o) 1
T onlnln+1
= ! (Zn) =C par Théoreme 3
n+1 n

Propriété 5. Pour toutn € N*,
2n 2n
an(n>_(n—1>
Prenve : Soit n € N*. Alors, le Théoréme 3 assure que
1 /2n
6 =riln)

(1 n i 1) (Zn)
) n (2n)!
n+1nlnl

(.
E ")

0-()




Exemple 6. La propriété précédente permet done de lire les nombres de Catalan sur le triangle de Pascal.

p| 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 |1
BERE
227 € =2-1=1
31 3 |3 |1
i1 |4 |6 [+ |1

C,=6-4=2
517 5 [0 [0 |5 |1
6 |1 |6 |15 |20 |15 |6 |1 C,=20-15=5

C,=70—56=14

Nous aurions pu nous servir d’une de ces trois propriétés en guise de définition, mais la récurrence
convolutionnelle étant 'interprétation combinatoire la plus présente des nombres de Catalan, elle
semble plus naturelle pour définir cette suite.

1.2 Comportement asymptotique

Propriété 7. Les nombres de Catalan ont 'équivalent en infini suivant :
4n
nvnm

n
Preuve : La formule de Stirling nous permet d’écrire n! ~N2mnn (S) . Done,

C, ~

2n

~—_— =

n 2n
2nmn (E)
1 (2n)*
/_YTTL nZn

1
~ 22‘/1
vian

<2n> 2y (5)

n

D'on
4" 4"
- (n+ 1)\/n7r~n nm

Cn



Remarque 8. De cet équivalent, nous pouvons bien confirmer que le rayon de convergence de Y. C, " est au moins
1. . Ny , . ..
7 bien qu’il reste encore a démontrer ce résultat sans utiliser la forme explicite des nombres de Catalan, conme

mentionné plus hant. En effet,

C, 1

—_— ~

4" nvnm

Et par comparaison a une série de Riemann (quantités positives), on déduit que Y, 4—2 t™ converge, et done que le

rayon de convergence est égal a 1.

1.3 Arithmétique des nombres de Catalan

1l s’agira désormais de donner des critéres de parité, de primalité et de divisibilité des nombres de
Catalan ; inspirés de [1].

Définition 9. Un nombre de Mersenne est un entier naturel qui s'écrit 2™ — 1, m > 0.
Exemple 10. 7, 3, 7, 15 sont des nombres de Mersenne car1 =2* —1,3=22-1,7=23-1,15=2* - 1.

Propriété 11. Soit n € N*. Le nombre C, est impair si, et senlement si, n est un nombre de Mersenne.

Prenve : Suivant la parité de n, la symétrie présente dans la formule de récurrence convolutionnelle nous permet

d’écrire :
n-1 n/2
C, = Z CiCpi1_k =2 z CyCp_1_k, Sin est pair
k=0 k=0
(n-3)/2 (n-3)/2
2
Ch=2 CkCpoqok +C_ n-1Cn-1 = 2 CiCn-1-k + (Cin-1)/2)" , sin est impair
z 2
k=0 k=0

&: Supposons qu’il existe m > 0 tel que n = 2™ — 1. Alors, n est impair. D onl

(n-1)/2

2
=2 ) Clurok + (Cony)
k=0

Montrons par récurrence que pour tout k € [0,m — 1] Cy, et Cym-k_, ont méme parité. Le cas k = 0 est
évident. Pour le cas k = 1, par ['égalité précédente, Cy, et Cn_vy o ont méme parité (car le carré d'un entier est
impair si, et senlement si lentier en question est impair), ef Cou_1yjp = Com-1_4. Sim — 1= 0 alors C, =
Cy = 1, d'ont Cy, est impair, comme Co. Notre propriété est ainsi initialisée et on peut supposer m — 1 > 0. Soit
k € [0,m — 2] et supposons que Cy, et Cym-x_, ont méme parité. Par la méme égalité précédente,

2mk_1-1)/2
2
Comek_y =2 Z CiCnosote + (Coamr_1_1yy2) -
=)
Done, Cgm-rk_y_1y; = Cym-terry_y €t Com-k_y ont méme parité. Mais par hypothése de récurrence, Cy et

Cym-k_y ont méme parité. Ainsi Cy et Cym-aesry_y ont méme parité et 'hérédité est bien démontrée. Alors,



pour k =m —1 on déduit que Cym-cm-1y_, et Cy ont méme parité i.e. Cy = 1 et Cy ont méme parité. Donc

Cy, est impair.

= Supposons que Cy, est impair. Alors nécessairement, n est impair,
(n-1)/2

2
=2 ) CGlua + (Conny)
k=0

¢t Cin—1y2 €5t impair (car le carré d’un entier est impair si, et seulement si l'entier en question est impair). Onu

bien nT_l =0, ef dans ce casmn =1 =21 — 1 est un nombre de Mersenne. Ou bien nT_l € N* (et Cnory2 €5t

. . . n-1 , . ) . p n-(2™-1 . .
impair) et on obtient que =, O nécessarrenient vpar. Par récurrence, on montre que (z—m) est umparr ou
/ €N tel que "D > 0. Linitialisation est dija effectuée et si "= o5t impair al
nul pour m el que —— 2 0. Lanithialisation est dgja effectuée et si Sm—1 ¢S5 wmparr alors

c 1 impair. O bien ™52 = 0 ou bien ™22 e N* (et C 1 impair) et on obtient
n—(zm—1) et impair. Ou bien = 0 ou bien— (et Cn_(zm_yy est impair) et on obtient que
2m 2m
n-(2™m-1 ; . . . . SN ;
% est nécessairement impair. La récurrence est ainsi démontrée et donc de proche en proche, on montre
n—-(2M-1) . . . n—(2M0-1) . , ,
que — " est impair pour tout m < mg on —o—== 0. La construction développée plus hant assure

Lexcistence de ce mg > 0. Ainsi, n— 2™ —1) =0, doi n= (2™ —1). Donc, n est un nombre de

Mersenne.

On a bien éguivalence voulue.

Propriété 12. C, est premier si, et seulement si, n = 2 oun = 3.

Preuve : Soit n € N. Supposons que C,, est premier. La Propriété 4 permet d’écrire (n + 2)Cpyq = (4n +
2)Cyy. Alors, on observe clairement que % <1désguen>3ien+2<Cy Alrs, n+2)aC, =1, car

Cy, est premier. Done, comme Cy | (n+ 2)Cyyq , le lemme de Gauss assure que Cy, | Cpyq. On trouve alors k €
N* el que

Cni1 = kCy

Finalement, comme C,, # 0, (n+2)k =4n+ 2. Or, sik > 3,(n+ 2)k > 4n + 2, quel que soit le choix de
n. On distingue alors trois cas possibles :

o k=1=n=0.0nexclut ce cas car n > 3.
o k=2=n=1. Onexclutcecas car n > 3.

® k=3=n=4 Onexclutcecas car Cy, = 14 non-premier

Alors, dés que n > 3, Cy, est non-premier. Quand n < 3, seuls C, = 2 et C3 = 5 sont premiers.
Le sens réciproque est évident.

Nous pouvons alors conclure :

Cy, est premier si, et seulement si, n =2 oun = 3.



Propriété 13. C, | (n + 2) si, et seulement si, n < 3.

Preuve : Sin <3,Co=C, =1don C | (n+ 2) pourn =0,1.C, =2 d'on C,, | (n+ 2) pourn = 2. C3 =
5don Cp | (n+2) pourn = 3.

Réciproquement, raisonnons par contraposition. Supposons n > 3. De la forme explicite (Théoréme 3.) on
déduit que

1 20! [tk

n= n+1nlnl n!
D’on
n+2= n! _ n—=D'n Carn> 3
Cr k=s(m+ k) @)=+ k)
Ainsi,

n+2 ik _ﬁ k
Co  IRzt+k) 1 In+k

N

Finalement, C,, t (n+ 2).

On a bien C, | (n+ 2) si, et senlement si, n < 3.

1.4 Représentation intégrale

Le but est ici d’interpréter les nombres de Catalan comme l'intégrale d’une fonction [12] (a 'image
de la fonction I' d’Euler pour la factorielle) afin de les relier a des domaines analytiques — que nous
développerons dans le Chapitre 3 — mais aussi algébriques, comme le témoignera la section 1.5 sur
les déterminants de Hankel.

Le résultat que nous nous apprétons de démontrer peut se déduire naturellement en considérant la
transformée de Mellin d’une fonction bien choisie [12]. Néanmoins, nous nous contenterons ici
de simplement démontrer la représentation intégrale des nombres de Catalan, sans nous soucier
d’ou elle provient.

Théoreme 14 (Représentation intégrale). Pour tontn € N,
1 2
C, =—f x2"\4 — x2dx
TJo
Prenve : Sin €N, le changement de variables x = 2cos (w) bijectif donne :
2 0
f x4 — x2dx = ZL (2 cos(u))?™,/1 — (cos(u))2(—2sin(u))du
0 —
2
D’on, par positivité de sin sur [0,%],

10



2 7
f x2\/4 — x2dx = 22(n+1D) f (cos(w))?™(1 — (cos(u))?)du
0 0

Enfin, par linéarité de l'intégrale,

2 T T
P Z
J X2 /4 — x2dx = 22("+1)J (cos(u))*du — 22("+1)f (cos(u))2m+D gy
0 0 0

Posons

W, = fz(cos(u))"du
0
Par parties :

Wiio = ff(cos(u))"“cos (w)du = [(cos(w))™*1sin (u)]7? + (n+ 1) ff(cos(u))"sin (w)sin (w)du
0 0

Finalement, comme sin(u) sin(u) = 1 — cos (w)? ez par linéarité de I'intégrale,

Whio = (n+ 1)M/n —(n+ DWy,,

D’on
n+2)Wypy = (n+ W,
ze.
n+1 N

n+2 — n+?2 ]/Vn ( )

On conjecture alors naturellement que
2n)!
P € N Je prédicat suivant :NI'p € N, Q.:" Wy, = ~22W." ; ot montrons-le par ré
05015 Qp, P e prédicat suzvant : V'p Q" Wy = oy Vo' 5 €t montrons-le par récurrence.
Linttialisation est évidente.
Soit alors p € N tel que Wy, = 22(5?;!!)2 Wo. Montrons que Q44 est vrate.
2p+1
- - *
Wo+1) = Wapsz = m 2p par (%)

On appligue alors I'hypothése de récurrence qui nous donne finalement :

w _2p+1 (2p)! _ @p+ 1) _ @2p+2)!
) T o+ )22 (2 0 T 2 (p + 1)ip! 0 22p 2(p+ DI(p+ 1! 0

Done, Qpy1 est vraie. La propriété est done vraie.

11



Finalement,

2
f x20J4 — x2dx = 2200, — 2200y, L
0

On éerit alors par la formule de W, démontrée plus hant :

2 2n 2n+1 2ny 1
fon 4—x2dx=7r( )(2— )=n( )
0 n n+1 n/n+1

On reconnait a droite la formule explicite du n-ieme nombre de Catalan C,. On obtient finalement en divisant

parm:

1 2
C, = ;f x4 — x2dx
0

Corollaire 15. Pour toutn € N,

Vl—xd
N x

2 1
o= | oy

2
Prenve : Si n €N, le changement de variables u = (2) bijectif appliqué a la représentation intégrale des

nombres de Catalan donne

\/1—xd
N x

2 T V1i-u 2 (!
C, =—4"f u™ du=—f 4x)™
"o 0 Vu no( )

1.5 Déterminants de Hankel

I’objet de cette sous-partie est la démonstration d’un résultat au premier abord tout a fait étonnant
des nombres de Catalan. Pour une suite (a,)nen, 00 peut associer les suites (hy)pen et (Rp)nen*
de ses déterminants de Hankel successifs : pour tout n € N,

ao a1 cee an a1 az cen an
h = ap az o OGniq Y a as An+1
n = HE . N PRL : :

an Qn41 Qon an  OGp41 Ayn—1

12



Pour la suite des nombres de Catalan, les déterminants de Hankel successifs vérifient, pour tout
neN:

Co, C, C,
i G Cuaf _ g
Cn Cpy1r - Con
et pour tout n € N*,
C, C, Cp
G G Cosa|_ g
Cn Cpyr - Con-1

Pour élaborer cette démonstration, nous devons prouver des résultats intermédiaires d’algebre
bilinéaire, introduits dans [5].

Définition 16. Soit (.| .) un produit scalaire sur R[X]. On appelle systeme orthogonal toute suite de polynomes
(B )nen unitaires tels que

®  (P)nen ot une famille orthogonale.

®  DPourtoutn € N, P, est de degré n.

Proposition 17. Soit (.| .) un produit scalaire sur R[X). Sous réserve d'existence, le systéme orthogonal (V) pen
est unique.

Prenve : Tout d’abord, considérons donc un systeme orthogonal (Vy)nen, 7ontrons que pour tout n € N,
(Vidosksn €5t une base. En effet, (Vi)ospsn et une famille de n+ 1 = dim R, [X] polynomes de R, [X]
échelonnée en degré (donc libre). Cest done, par argument de dimension, une base de Ry, [X].

Par aillenrs, sin > 0et P € Ry_1[X] on trouve alors Ao, Ay, .. , An_q € R, tels que P = Y7=3 A, V; par ce
qui précede. Ainsi, par bilinéarité du produit scalaire et orthogonalité des (V) nen

(PIV)=) 2{Vil%)=0

Le calcul précédent démontre done gue Ry,_1[X]+ = Vect(V,), pour tout n € N.

Supposons done pour conclure la preuve qu’il existe (Wy)nen un antre systéme orthogonal. Alors, on montre de
la méme maniére que Ry_,[X]+ = Vect(W,), d'on Vect(V,) = Vect(W,) pour tout n € N. Donc V,, et
Wsont done colinéaires. Mais étant tous les denx: unitaires, nécessairement, pour toutn € N,V = Wj,.

D’on Punicité du systeme orthogonal, sous réserve d’existence.
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Proposition 18. Soit (.|.) un produit scalaire sur R[X]. Sous réserve d'existence, on considére I'unique systéme
orthogonal (V) nen associé a ce produit scalaire. Alors,

(111) . (1|X"

) ]_[nvuz

det((( Xi_1 | Xj_1 ))15i,j5n+1) = det( .
(X™]1) .. (X"|Xn

Preuve : Commengons par poser pour tout n € N les matrices suivantes :

((1|1) (1|X")>

G, = : - :

(X™)1) .. (X"]|X™)

(Vo |_V0) w AV |Vn)>

6= ((Viea 1Y), o, o ( Do
s Ty sy ()

On considére enfin Qn = (q;;) 1< j<n la matrice de passage de la famille (Vy, ..., V) dans la base (1, ..., X™)

de R, [X]). Alors, comme Vi €10, ...,n},degV; < i, on déduit que Q,, est triangulaire supérienre. De plus
(Vo s V) étant une famille de polynomes unitaires, Qy est alors de la forme suivante :

Vo Vi Vi
/1 * * * \1
0 1 =« * | X
=10 0 " *
: : *
0 0 - 0 1/X"

Clairement, detQ,, = 1.
Les formules de changement de bases nous permettent d'écrire Gy, = *QyGnQy mais écrivons-le rigoureusement

pour s'en convainere. 1e terme (i,)) de *Qy G Qy €5t :

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Z tqiy Z(Xl_l | X*1)qy; = Z q (X1 |Z Qi X*1) = (z quXtt | Z Qe XY =(Vieq | Vjoa)
=1 k=1 =1 =1 =1 =1

On a done bien G}, = *Q,,G,, Q.
Alors, detG,), = detQ, detG, detQ, =1 xXdetG, X 1= detG,. Or, G, = diag(|[V1l|? ..., IV,1|?). On
conclut done finalement :

(111) . (1|X"

ﬂnvnz

(XM [1) o (X XM)
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Proposition 19. I application

R[X] x R[X] — R
Vv1—x

dx
Vx

2 1
Q) —=[ Panewn

définit un produit scalaire sur R[X].

Prenve : Soit (P,Q) € R[X] x R[X]. Montrons d’abord que cette intégrale a bien un sens. D abord,
x = P(40Q(4x) 2=
De plus,

est continue sur10,1].

Nxs o.(3)

P(4x)Q(4x) NES ﬁ

Par comparaison a une intégrale de Riemann, on déduit la convergence de I'intégrale.

La linéarité de lintégrale et la commmutativité du produit sur les réels permettent de conclure quant a la symétrie
et a la bilinéarité de .

2 (! ,V1—x
¢(P,P)=;f0 P(4x) NES dx>0

car x — P(4x)2% est positive sur0,1].

Enfin, si o(P,P) = 0, comme x — P(4x)z% est continue et positive sur 10,1], on déduit que pour tout
x €]0,1],

1—x

Vx

P(4x)? =0

D’oni pour tout x €10,1[, P(4x) = 0. Le polynime P posséde donc une infinité de racines. Done P = 0.

Done, @ est bien un produit scalaire sur R[X].

Théoréme 20. Pour tout n € N,

Co C; C,
P
Cn Cpyr - Con

Prenve : Nous allons détatller avec précision les étapes de cette prenve afin d assimiler pleinement la logique dn

raisonnement. Soit n € N. On nunit R[X] du produit scalaire défini dans la Proposition 19. On le note
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(.1.). Lideée de définir un tel produit scalaire est de remarquer, en vertu du Corollaire 15, gue pour 1 <
i,j <n,

i i 2 (1 ooVl —x
<Xl_1|X]_1)=EJ- (4x)L+]—Zde=Ci+j_2 ()
0
Alors,
CoG e O <<1|1> <1|Xn)>
Cn:C:nJr1 C; (X™]1) . (X™|X™)
n

On aimerait donc démontrer ['existence d'un systéme orthogonal ; et les Proposition 17 ¢ Proposition 18
nous permettraient alors de considérer (Vy)nen [unigue systéme orthogonal associé a ce produit scalaire et
d'écrire :

C, € - Gy, .,
der| & G ) T ime,
" i=0

n

Co Cpyr - ¢,

St de plus (V) nen est une famille orthonormale, on aurait

C C - Gy,
det| G0 G2 Cen )y
Co Cpsr Com

quii est le résultat vouln.

Une premicre piste pour trouver les polynomes orthogonaux serait de considérer les premiers termes de
Lorthonormalisé de Gram-Schmidt ; nous serions alors assurés de I'orthogonalité des polynomes d'une part, et
d'antre part nous aurions alors

n
[ v =1
i=0

Etant précisément ce que I'on cherche. 1/ resterait a démontrer qu’ils sont unitaires.
En loccurrence, les premiers termes de 'algorithme de Gram-Schmidt sont 1, X —1, X* —=3X + 1,X3 —
5X% + 6X — 1. En ¢ffet, par exemple pour le denxcieme terme, il suffit de calculer de la maniére suivante :

1-1
Xl—Z(w|X1)m=xl—(1|X1).1 Ox—c,1=x-1
i=0

et

1-1
Xl—Z(Vi|X1)Vi =\/(X—1|X—1)=J(X|X)—2(1|X)+(1|1)(=)\/CZ—2C1+CO=\/2—2+1=1
=0

Remargnons que ces quatre premiers polynomes sont unitaires.
On tronve les prochains termes de la méme maniére, en utilisant la bilinéarité du produit scalaire. En vertu des
propriétés sur les polyndmes orthogonanx présentes dans le livre de T.S. Chihara (Référence [4]), on aimerait
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trouver une relation de récurrence d’ordre denx reliant ces polynomes entre enx. Avec les quatre premiers termes
de lorthonormalisé de Gram-Schmidt caleulés, on obtient alors :

X2-3X+1=X-1DKx-2)—-1
X3—5X246X—-1=(X2-3X+1)(X—-2)—(X—1)

De [étude des premiers termes de 'orthonormalisé de Gram-Schmidt, nous construisons alors la _famille de
polyndmes suivante, pour tout n € N

{V():l, V1=X—1
Viio =X =2Vt =V

Etudions cette famille, et montrons qu’elle convient. Nous devons donc démontrer que pour tout n € N, V, est
unitaire, de norme égale a un, de degré n, et que i # j = (V; | V;) = 0. Néanmoins, sii,j € N,

Vv1—x
Vx

2 1
Vi) == [ vy =—"ax
0

Le calenl risque d’étre difficile car nous n’avons pas d'informations sur les coefficients des Vy, pour tout n € N,
qui nous permettraient d utiliser les nombres de Catalan avec la bilinéarité du produit scalaire. On pent essayer
de simplifier l'intégrale avec le changement de variables assez naturel x = cos(0)? bijectif: On obtient alors :

° — 2
Vv = %J;, V;(4 cos(8)?)V; (4 cos(e)z)lc—os(g)

z JJcos(6)2

D’on, par positivité du cosinus et du sinus sur Uintervalle considéré :

(—2sin 6 cos 8)do

V| vj) = % f 7[Vi(4 cos(6)?) sin 8][V; (4 cos(6)?) sin §]d6 (%)
0

Voyons si pourn € N, 0 € [0, g], on pent simplifier V(4 cos(6)?) sin @ (qui rappelle d’aillenrs les polyndmes
de Tchebychev). Essayons avecn = 0, 1.

Vo (4 cos(8)?)sinf = sin @

V1 (4 cos(8)?)sin@ = (4cos(8)2 —1)sin O = 4(1 — sin(8)?) sin @ — sin & = 3 sin 8 —4sin(H)?
= sin 36

On pent done conjecturer que V(4 cos(8)?) sin @ = sin(2n + 1), n € N. Montrons tout cela par récurrence
double.

Soit B, le prédicat tel gue Vn € N, By:" V(4 cos(0)?) sin 0 = sin(2n + 1)0 ;degVy, = n; V,, est unitaire "
Initialisation : Cela a déja été fait précédemment. Py et Py sont vraies.

Heérédité : Soit n € N, supposons que P, et Py iy sont vraies. Montrons déja que degVyp = n + 2.

deg V4o = deg((X — 2)Voypy — )
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Or, deg((X — 2)Vyy1) = deg(X — 2) + deg Vi1 = 1 +n+ 1= n+ 2 par hypothése de récurrence. Encore
par bypothese de récurrence, degVy, = n. La somme d'un polynome de degré n avec un de degré n + 2 donne
nécessairement un polynime de degré n + 2. Donc, degVp,p = n + 2.

Montrons ensuite que Vy .o est unitaire. Vory = (X — 2)Vyiq — V. Le mondme de de degré n+ 2 est fonrni
par (X = 2)Vp1. Or, Vyyq est unitaire par hypothése de récurrence. Comme X — 2 est également unitaire, Vy .o
est unitaire.

Enfin, Vyi2(4cos(0)?)sin 0 = ((4 cos(6)? — 2)V,,41(4 cos(0)?) — V(4 cos(8)?))sin8.  Done,  par
hypothése de récurrence,

V2 (4 cos(8)?) sinf = 2 cos 20 sin(2n + 3)8 — sin(2n + 1)6

Or, 2 cos 20 sin(2n + 3)0 = sin((2n + 3)0 + 20) + sin((2n + 3)0 — 20).
Done, V5 (4 cos(8)?) sin@ = sin((2n + 5)0) + sin(2n + 1)8 — sin(2n + 1)8 = sin((2n + 5)0).
Finalement, P, ., est vraie.

Mais alors, sii,j €N, par (*¥) :
4 T
2
V1)) = [ “[Vi4cos(@)?) sin 61114 cos(8)?) sin 8]0
0
Do par P; et P; :

Vi | V) = %fisin(Zi +1)6sin(2j + 1)6d6 = %chos(Z(i —j)6)do + j:cos(Z(i +j+1)0) dBl

0

1
2(i-j)

Si i # J, on peut primitiver usuellement 6 — cos(2(i — j)0) avec 0 — sin(2(i — j)0). Alors,

2 1
(Vl | V]) = E[Z(l _]) sin((i —j)T[) +2(i+—j'|'1)Sin((i +j+ 1)1’[)] =0

car le sinus d’un multiple entier de T est toujours nul.
Sii=]j,
s

T
2 (2 _
> +;fo cos(2(2i + 1)0)do =

A =;x sin((2i+1)n)] -1

142 [ !
ml2Q2i+ 1)

Done, (V; | V;) = [IVilI? = 1. D’oar |V, |l = 1, pour tout n € N.

Alinsi, pour tont n € N, V, est unitaire, de norme égale a un, de degré n, et si i # j = (V; | V;) = 0. Don,

Vnen est un systeme orthogonal. Pour conclure, par les Proposition 17 ¢f Proposition 18 : pour tout n €
N,

Co G Cn n
C1 Cz Cn+1 — 1_[”]/”2
HE : i
Cn Cn+1 CZn =0

Mais [TiolIViII* = 1.
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Done, pour tout n € N,

CO Cl * Cn
G G o Crya _ 1
Co Cpyr - Cop
n
Théoréme 21. Pour tout n € N*,
C, Cp Cp
G G o Can|_,
Cn Cn+1 CZn—l

Prenve : Gabor Szegi ([16)) nous donne l'idée, par son étude des polynomes orthogonanx, de considérer pour

tout n € N*,
CO Cl Cn
G G Ch1
Dp(X) = : :
Cn—l Cn C2n—1
1 X X

Dy (X) est un polynime en X (il suffit de développer par rapport a la derniere ligne pour s’en apercevoir).
Remarquons que

Cl C2 Cn
D (0) — (_l)n CZ C3 Cn+1
n : : :
Cn Cn+1 Czn—1

Si on démontre que D, (0) = (=1)", e résultat voulu est démontré. Montrons que D,, = Vy, pour tont n € N¥,
o1t (Vy)ien est le systéme orthogonal introduit dans la preuve du théoréme précédent (on introduit done le méme
produit scalaire, accompagné de la méme notation). Notons A, ; le déterminant de la matrice minenre de Dy, onl
Lon a supprimé la i-éme ligne et la j-éme colonne de Dy,. Alors, en développant selon la derniére ligne,

n

DA00 = ) (~DM NI Ay s

Jj=0
Sik <n, par bilinéarité du produit scalaire,
n n
(D00 1 XK) = D (=1, (X0 [ X9) = ) (—D)™ 9, 1 Gy = detM
j=0 j=0

on
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Co C, .. Cy

Gy G, v Chyg

M = : i :
Cn—l Cn CZn—l
Ce Ckwr v Cian

par formule de développement selon la derniére ligne. Mais comme k < n, deux lignes sont identiqgues. Donc,
detM = 0, d'oir (D, (X) | X*) = 0.

Clairement, deg D, (X) = n. Donc, en suivant exactement la méme prenve que celle de la Proposition 17 on

G G o Gy
déduit que Dy et Vi, sont colinéaires. Mais, Dpyipsr = Cl: :Cz C" =1, par le théoreme
Co-1 G - Con—2

précédent.
Et Npyapnra est le coefficient du mondme de plus haut degré de Dy, (par formule de développement selon la

derniére ligne). Donce, Dy, est unitaire. Nécessairement, Vy, = Dy,
Soit P, le prédicat tel gue vm € N, B2 "V, (0) = (=1)™". Montrons-le par récurrence double.

Initialisation : Vo = 1. Done, Vo (0) = 1.V, = X — 1. Done, V,(0) = —1. Donc, P, et Py sont vraies.
Hérédité : Soit m € N, Supposons By, vraie. Alors,

Vin+2(0) = (0 — 2)Vpy44(0) — K, (0)

Do, par hypothése de récurrence,

Vint2(0) = =2(=1)™ — (=)™ = (=)™ (-2 + 1) = (-1)™*?

Done, Py, est vraie.

Ainsi, pour tout n € N*, D, (0) = V,,(0) = (-=1)™

Comme
Cl CZ Cn
D)= (-1r| & & G
Cn Cn+1 Czn—1
On déduit que pour tout n € N*,
Cl CZ Cn
T
Cn Cn+1 CZn—l
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Nous pouvons méme démontrer que les nombres de Catalan forment I'unique suite vérifiant ces
deux propriétés portant sur les déterminants de Hankel [15].

1.6 Série des inverses

Le comportement asymptotique des nombres de Catalan nous démontre certes la divergence
grossicre de Y,enCn (qui est parfaitement évidente) ; mais il nous démontre donc également la
convergence de Y,ey 1/C,. Nous détaillerons cette convergence plus bas.

Cette ultime section a donc pour objectif de déterminer la valeur de cette série, qui donne alors un
beau résultat des nombtes de Catalan.

Définition/Proposition 22. On introduit les fonctions gamma et béta définies pour x,y > 0 :

+ o
F(x)=f t¥*letde
0

1

B(x,y) = f (1 — )Y de
0

On rappelle que
CTWr)

B TG

EtsineN,
'n+1) =n!
Théoréme 23. [z série ZneNCi converge, et de plus
S L AT
n=0 Cn - 9\/5

Prenve : Concluons d'abord quant a la convergence de la série Ynen 1/Cy. La Propriété 7 nous permet d'écrire
que

1 nnmw (1)
G, T4 e \n2

par croissance comparée ; done, par comparaison d une série de Riemann (quantités positives), on conclut que
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Pour le calenl de la série, nous ne développerons pas les calculs par soucis de lisibilité, étant fastidienx et sans
ancune difficulté (cf. [14)). L'idée de la prenve est de faire intervenir une intégrale a 'aide de la fonction béta.
Alors, par la proposition précédente,

'n+1DIr'(n+1)
ZC Z(n+ 1) — (2 5 Z(n+ DCn+ 1) m——x (2 n 1)' Z(n+ D@n+1) r(2n+2)

neN

Ainsi,

(o) [ee] 1
Zci - nZO(n + 1)@+ DB+ Ln+1) = nzzojo (1 — )" (n + 1)(2n + Dde

neN n

Or, les termes étant tous positifs, par le théoreme de Fubini-Tonelli (il suffit d’interpréter la série comme une
intégrale de 1.ebesgue munie de la mesure de comptage) :

Z Cp f Z t"(1-0)" (n+ DC2n+ Ddt

neN

Introduisons la série entiere suivante, de rayon de convergence égal a 1 (démontrable aisément par le critére de
D’Alembert) :

fi:zm— Z(n +1D)(2n+ 1)z
n=0

Alors, en développant, par théorémes de dérivation et de primitivation des séries entiéres (Référence [14]), on
peut montrer que si |z| < 1:

3z+1

Z(n + D@+ D2 = T

Comme pour tout t € 10,1[, [t(1 — t)| < 1, on déduit que
1 L3t1-t)+1 13t +3t+1
Z - = f (—)‘?’dt = J- ﬁdt
nENCn o I—t(1-1)) o (E2—t+1)
Or, nous ponvons trouver une primitive de

—-3t2+3t+1
t2—-t+1)3

t—
En loccurrence comme indigué dans (141, il s'agit de :
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1(3Qt—1D(t>-t+3)
) (t2 =t + 1)?

Par théoréme fondamental de l'analyse, on obtient done

+ 4+/3Arctan (

1 43m ( 43 n) B
£iC, 9 6 9 6
D’on, on conclut :
1 ) 4n
—_ = + —
C, 93
neN
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Chapitre 2

Interprétations combinatoires des nombres
de Catalan

2.1 Méthodes d’énumération symbolique

Il s’agira dans cette premicre sous-partie de construire des outils combinatoires généraux. Nous
nous inspirerons grandement de ouvrage Analytic Combinatorics de Philippe Flajolet et Robert
Sedgewick [6]. Dans toute cette partie, z € C.

Définition 24 (Classe combinatoire). Une classe combinatoire (A, | .|.) est un couple composé d’un
ensemble fini ou dénombrable A sur lequel est défini une fonction que l'on appellera norme on taille notée | .| 4,
ou simplement | .| $'il n’y a pas d’ambiguité, satisfaisant denx: axiomes :

() pour tout & € A la norme de & est un entier positif (i.e. |a| € N);
(i3) limage réciproque par la norme de chaque entier positif est finie (¥n € N, Card | . |71 ({n}) < o)

Pour une classe combinatoire A4 donnée nous noterons A, I'ensemble des éléments de A de

norme n € N. Le deuxiéme axiome des classes combinatoires nous assure donc que A, est fini,
nous posons alors 4, = Card A,,.

Définition 25 (Suite d’énumération). Soit (A, | .|.4) une classe combinatoire. 1_a suite d’énumération
est la suite d’entiers (Ap)nen-

Exemple 26 (Nombres binaires). Posons A = {0, 1} et W lensemble de tous les mots finis formés a partir
de l'alphabet A, dont naturellement le mot vide €. Montrons que W est une classe combinatoire.

w ={e0,1,00,01,10,11, 000,001,010, ...,1011001, ...}

Les éléments de W penvent étre ordonnés d'une maniere canonique : on les trie d’abord par ordre croissant du
nombre de lettres ; et pour les mots composés du méme nombre de lettres, disons n, on commence par 00...0 (avecn
éros) et on range les autres en additionnant 1 au précédent, avec les régles de 'addition en base 2. Par exemple pour
n =3 :000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111. En suivant cet ordre, les premiers termes de W sont alors

&

0,1,

00, 01, 10, 11,

000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111,

0000, 0001, 0010, 0011, 0700, 0101, 0110, 0111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100, 1101, 1110, 1111,
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Chagque élément de W peut done étre caractérisé de maniére unigue par le rang qun’il occupe dans W ainsi ordonné.
Done W est en bijection avec N. On déduit gue W est dénombrable. Considérons ensuite application | .| gui a
tout & € W renvoie sa longuenr (le nombre de lettres qui composent ). 1/ est clair que || € N pour tout « € W
et que pour tont n € N, Card W, = 2™ < 0. Don, | .| est bien une norme sur W. Finalement, (W, | .| ) est
bien une classe combinatoire et sa suite d'énumération (Wy)nen est Wy = 2™ pourn € N.

Définition 27 (Classes isomotphes). Soit (A, |.14) et (B, |.|p) deux classes combinatoires. On dit que
ces denxc classes sont isomorphes an sens combinatoire, et on note (A, |.|4) = (B, |.lg) on A =B, si, et
seulement si, elles ont méme suite d énumération. De maniére équivalente, (A, | .|q) = (B, | .|) 5, et seulement
sty il exciste Y 2 A —> B bijective telle gue pour tout @ € A, |Y()|g = || 4. On dit que ¥ préserve la norme
et que Y est un isomorphisme combinatoire.

Remarque 28. En reprenant les mémes notations introduites dans la définition précédentes, écrire que pour tout
a € A, NV ()| g = lal 4 est équivalent a écrire que pour tout B € B, |Bl g = W~ (B)| 4 : il suffit de choisir
a=v1(p.

Définition 29 (Fonction Génératrice Ordinaire). La Fonction Génératrice Ordinaire (FGO) d'une suite
(Ap)nen et la série génératrice formelle

A(z) = Z Apz™
n=0

Alors, la Fonction Génératrice Ordinaire d'une classe combinatoire (A, | .|) est la série formelle

A(z) = z Card(A,)z"
n=0

De maniere équivalente, on peut réécrire cette série :

A(z) = z zlel

AEA

Définition 30 (Produit cartésien de classes). Soiz (B, |.|g) et (C, |.|¢) deux classes combinatoires. On
définit (A = B X C,|.|.4) de la maniére suivante :

A={(B,v)|B EB,y € C}
Et pour a = (B,y) avec p € B,y € C, |alq = |Blz + l¥lc.

Propriété 31. Soit (B, |.1) et (C, |.|¢) deuxc classes combinatoires, de suites d’énumérations respectives
(Bpnen ¢ (Codnen s et de FGO respectives B et C. Alors, (A = B X C,|.|4) est une classe combinatoire et

sa suite d'énumération (An)nen vérifie,
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n
An = Z BkCn_k,Vn EN
k=0

De plus, sa FGO est :
A(z) = B(2).C(2)
Preuve : Comme B et C sont toutes deuxc an plus dénombrables par définition d’une classe combinatoire, on

déduit que B X C est également an plus dénombrable. 11 est ensuite clair que pour @ = (B,y) avec§ € B,y €
c,

lalg = 1Blz +lyle € N

car |Blz € N et |yle € N par le premier axiome des normes sur une classe combinatoire.
Enfin, si la|lg =n €N et |Blg =k €N on peut déduire que |y|e = n — k. Nécessairement k < n.
Done, il est clair gue

n
An = Bilu
k=0

Par produit de Canchy on déduit que

A(z) = i i BiCp_i z™ = (i an”> (i ann> = B(2).C(2)
n=0 n=0

n=0 k=0

Définition/Propriété 32 (Union de classes). Soit (B, |.|g) ez (C, | .|¢) denx classes combinatoires. On
définit la classe (A, | .| .q) qui est lunion de ces deux: classes de la maniere suivante :

A=BUCawecBNC =0
et pour @ € A,

la|gsia € B
lalesi a €C

jala = {

Les éléments de A de normen € N sont donc précisément cenx de B et cenx de C de norme n. 1/ est alors clair que
5t (Bp)nen e (Cpdnen Sont respectivement les suites d’énumeération de B et de C, la suite (Ap)nen d énumération
de A verifie

A, =B, +C,¥n €N

Avec les notations canoniques des FGO, on déduit que

A(z) =B(z2) +C(2)
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Propriété 33. Deux classes combinatoires sont isomorphes si, et seulement si, elles ont méme Fonction Génératrice
Ordinaire.

Prenve : Le sens direct est évident par définition des isomorphismes combinatoires (Définition 27). Le sens
réciproque découle directement du théoréme d'unicité des séries entieres.
]

Définition 34. On appelle classe neutre toute classe € = {Q©} contenant un unigue élément © de norme
nulle. Un tel élément est dit neutre. On appelle également classe atomique toute classe Z = {M} contenant
un unique élément M de norme 1. Un tel élément est appelé atome. 1/ est clair que les FGO respectives de Eet de
Z sont :

E(z)=1eaZ(z) =z

Dans la suite, on admet 'existence des classes neutres et atomiques (on admet méme qu’il en existe
au moins un nombre dénombrable).

Nous aimerions créer une forme d’union de classes combinatoires qui n’impose pas que les deux
classes soient disjointes. On définit pour cela la somme combinatoire.

Définition 35 (Somme de classes). Soiz (B, |.|g) et (C, |.|¢) deuxc classes combinatoires.
Prenons Eq = {©} et E = {1} deux: classes neutres distinctes. On définit alors la somme A de B et C de la
maniere suivante :

A=B+C=(E X B)U (& x C€)

Propriété 36. Soit (B, |.|p) et (C, |.|¢) deux classes combinatoires. Alors, A = B + C est une classe
combinatoire. De plus, avec les notations des suites d'énumeération et des FGO bhabituelle, on a pour toutn € N,

A, =B, +C,
et
A(z) =B(2) + C(2)

Preuve : Montrons d'abord de maniére générale que pour une classe (B, |.|g) et une classe neutre € =
e} I.1¢) -
EXB=BXE=B *)
Posons
oy B—>BXxE
B (Be)

11 est clair gue ¥ est une bijection. De plus, soit B € B, tel que |Blzg =n € N :

[W(B)laxe = (B, €) laxe = Blzg +lele=n+0=n=|B|z

Donc¥ conserve la norme. Donc, B X € = B. On montre de la méme maniere qgue E X B = B.
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Ensuite, par les opérations sur les classes combinatoires définies plus hant, il est clair gue (Eq X B) U
(Em X C) est une classe combinatoire. De plus, par les propriétés précédentes sur les nnions et produits de
classes, si (B'y)nen est la suite d’énumération de Egy X B et (C'y)nen celle de Em X C alors :

*

)
A, =B, +C,=B,+C,

Définition 37 (Séquences). On éerit A = Seq(B) avec B une classe combinatoire ne possédant pas
d’éléments de norme nulle lorsque A est l'ensemble des suites finies d’éléments de B. En d autres termes,
avec une classe neutre &,

A=E+B+(BXB)+(BXBXB)+--
De maniere équivalente,

A= {(ﬁlfﬁZI"'!ﬂl) | le N;ﬂi € B:Vi € Hl,l]]}

Avec la remarque suivante, il est clair que A est une classe combinatoire (A est dénombrable comme union
dénombrable d’ensembles dénombrables) avec la norme canonique associce :

|(B1, B2y s B |a = |B1lz + -+ |Bils

Remarque 38. $7 B contenait un élément de norme nulle, alors A posséderait une infinité d'éléments de norme
donncée ; ceci contredit le denxiéme axiome des normes, d’on ['importance d’exclure ce cas.

Propriété 39. Si A = Seq(B) avec B une classe combinatoire ne possédant pas d’éléments de norme nulle, alors,
avec les notations canoniques des FGO :

YOG

Prenve : Par les propriétés sur les sommes et produits de classes combinatoires,

A(z) =1+ B(2) + B(2)? + -~ =1——B(Z)

Exemple 40 (Nombres binaires). Posons A = {0, 1} et W [lensemble de tous les mots finis formés a partir
de l'alphabet A, dont naturellement le mot vide €. La classe A contient deusc éléments de norme 1 avec la méme
norme développée dans I’ Exemple 26. Donc, par définition des séquences,

W = Seq(A)

Ainsi, W est une classe combinatoire et sa FGO vérifie :
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1 1 -
W(z) = = = ) gnyn
@ =1 " 1= Zo z
n=

On retrouve bien le résultat concertant la suite d’énumération de W.

2.2 Découpage en triangles d’un polygone convexe

Nous abordons en premier lieu l'application des nombres de Catalan au probleme de
dénombrement concernant le découpage en triangles d’un polygone convexe. Historiquement, c’est
en effet ce premier probleme qui a poussé en 1751 le mathématicien Leonhard Euler a décrire les
nombres de Catalan.

Définition 41 (Polygone convexe). Un polygone convexe est un polygone vérifiant les propriétés

suivantes :
(2) denx: cOtés non consécutifs ne se rencontrent pas ;
(72) denx cotés consécutifs n'ont en commun que l'un de lenrs sommets ;
(i11) Lintérienr du polygone est un ensemble convexe

Deux: polygones convexces sont éganx s'ils sont superposables a rotation pres.

Exemple 42. Les figures suivantes sont des polygones convexes :

>0 0 S

Figure 1. Exemples de polygones convexes

Remarque 43. Soulignons d’une part qu’il n'est pas nécessaire que les cotés soient de longuenr égale, et d'antre
part qu'nn 2-gone (un polygone formé par deux sommels i.e. un segment) est convexe car son intérienr est vide et par
convention 'ensemble vide est convexce.

Plus généralement, nous appellerons un n-gone (n € N) un polygone formé par n sommets. Par
exemple, un carré est un 4-gone. Ainsi, la notion de polygone convexe n’a de sens que pour n > 2.
Dans la suite, lorsque nous mentionnerons un n-gone convexe dans le cadre des triangulations — la
définition suit plus bas — nous nous référerons au n-gone convexe régulier dont on numérote les
sommets de 0 a n—1 (ou avec des lettres rangées selon I'ordre alphabétique) dans le sens
antihoraire. On choisit le premier sommet 2 numéroter de manicere arbitraire car deux polygones
convexes sont égaux s’ils sont superposables a rotation pres. Ce n’est pas une simplification du
probleme de dénombrement des triangulations d’un polygone convexe car il suffit de savoir le faire
sur un seul polygone convexe pour pouvoir le faire sur tous. En effet, cela revient plus
rigoureusement a introduire R la relation qui vérifie : si P; et P, sont deux polygones convexes :
P; R P, < P; et P, ont méme nombre de sommets. Il est clair que R est réflexive, symétrique et
transitive ; donc il s’agit bien d’une relation d’équivalence. On peut alors quotienter ’ensemble des
polygones convexes par la relation d’équivalence R. On prend donc le n-gone convexe régulier
comme représentant de chaque classe d’équivalence.
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Définition 44 (Triangulation). Soit le (n + 2)-gone convexe régulier (n € N). Une triangulation de ce
polygone convexe est une décomposition maximale de ce dernier en n triangles d’intérienrs disjoints.

Exemple 45. Considérons le 5-gone convexe suivant :

D C

Alors, une triangulation de ce polygone est par exemple la décomposition suivante :

D Cc

On note cette décomposition dans un ensemble de cette forme : {ABC, ACE, CDE}.

Le pobygone convexe initial a bien été décomposé en trois triangles d’intérienrs disjoints (et done dont la réunion donne
le polygone convexe choisi en premier lien).

Exemple 46. On peut alors s'intéresser an nombre de fagons différentes de trianguler un pobygone convexe. Les
voici pour le triangle, le carré, le pentagone, I'hexagone, et 'beptagone répertorices dans le livre mentionné plus haut
de Philippe Flajolet et Robert Sedgewick [6] :

> 0o OO BERIREE
PIOIDSOVIROOQD

VL ZISNISIVIS T2V,
WS NZINZUNS NN A,

Figure 2. Toutes les triangulations possibles du n-gone pour n € {3,4,5,6,7}

On remarque alors que si Ty, est le nombre de facon de trianguler un (n + 2)-gone convexe (n € N) alors
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Lemme 47. On note T ['ensemble des triangulations d'un (n + 2)-gone convexe n € N) ; (T, | .|) une classe
combinatoire des triangnlations, avec la norme | .| qui a une triangulation associe le nombre de triangles qui la
composent. Soit € = {e} la classe de la triangnlation d'un 2-gone i.e. une triangulation « vide » de norme nulle (une
classe neutre) et A la classe de la triangulation d’un 3-gone i.e. une classe atomique car il existe une et unique maniere
de trianguler un 3-gone : le 3-gone lui-méme. Alors,

T=zE+T XAXT

Preuve : Par définition de la triangulation et de | .| il est clair que (T, | .|) est une classe combinatoire.

Soit £ € T. Cette triangulation est associée au polygone convexe a n+ 2 sommets Pry, (« au » polygone et
non « a un » polygone en vertu du paragraphe concernant la relation d'équivalence) pour un certain n € N. §i
n=0, t = e. Sinon, numérotons ses sommets dans le sens anti-horaire de 0 a n+ 1. Appelons « racine »
Laréte contenant les sommets O et 1. La racine appartient nécessairement a un et unique triangle § de la
triangulation t. Donc {8} = A. Mais, P4, \8 anquel on supprime la racine est formé de deusc composantes
connexes wy, Wy (I'une ou l'antre éventuellement un segment) qui sont donc toutes deux: des pohygones convexes.
On trouve alors une unique triangnlation t1 € T (éventuellement égale a e) et une unique triangulation t, €
T (éventuellement égale a e) telles que £ 1 est une triangulation de w4, t est une triangnlation de w, et

1= 't—l U {6} U tz
Alors, posons

T S E+TXAXT

Vit o (6L t)

(€ permet de considérer les cas ol les polygones convexes wy, w, on méme P, sont des segments).
Le paragraphe précédent démontre gque : ¥t € T, (£1,{6},4,) EE+T X AXT,(11,{0}, %, ) =
W(2). Done, ¥ est une bijection. V'érifions que ¥ conserve la norme. Comme

alors || = |t1| + ({8} + |£;| par définition de la norme introduite. Mais par définition de la norme induite
sur une somme et un produit cartésien de classes combinatoires,

W) = |(£1, {6}, £2)] = £ + {8} + [£,] = |£]
Done

T=E+TXAXT

Théoreme 48. Si (Ty)nen ¢st la suite d’énumeération de (T, | . 1) alors pour tout n € N,
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Preuve : Par le lemme précédent, on a
T=E+TXAXT
Done si T est la Fonction Génératrice Ordinaire de T, comme E est une classe neutre et A une classe atomique,
par opération sur les FGO :
T(z) =1+T(z)xzXT(z) =1+ zT(2)*

Alors, T(2) est racine du polynéme zX* — X + 1. On se rameéne alors a la prenve du Théoréme 3. et on
déduit que pour tout n € N,

n+1\n

2.3 Chemins de Dyck

Définition 49 (Chemin). Soitm € N*, on appelle chemin de longuenr m tont m-uplety = (¥4, ..., Vm) e/
que pour tout i € [1,m], y; € {=1,1}. On pose alors s,,(0) = 0, et pour tont n € [1,m],

%m=in
i=1

On peut représenter le chemin 'y par la ligne brisée joignant la suite des points de coordonnées (n,s,(n) ), n €
M1, m].

Exemple 50. Le chemin débutant par y = (1,1,-1,1,—-1,-1,-1,1, =1, ...) se représente de la maniére
sutvante :

Figure 3. Exemple de chemin [5]

Définition 51 (Chemin de Dyck). Soizn € N*, on appelle chemin de Dyck de longuenr 2n tout chemin
Y = V1, s Yan) el que 5,(2n) = O et pour tout k € [[0,2n], s, (k) = 0. Notons Dy, le nombre de chemins
de Dyck de longuenr 2n. On pose par convention Dy = 1.

32



Propriété 52. e nombre Dy, de chemins de Dyck de longuenr 2n est majoré par 4™.

Prenve : Le nombre de chemins de Dyck de longueur 2n est inférienr au nombre de chemins de longuenr 2n.
Mais pour tout chemin'y = (Y1, ., VYan) iy a deuxc choix possibles pour chague y;, i € [1, 2n]. Done, on
dénombre le nombre de chemins de longuenr 2n :

2n
1_[ 2 =22 = 4n
i=1
On déduit done que pour tout n € N*,
D, < 4"

Remarque 53. La preuve du Théoréme 3 mentionnait que le rayon de convergence de la série considérée était
an moins 1/ 4 5 la propriété précédente permet donc de le justifier,sons réserve bien siir que pour fontn € N Dy, =
Cn

Propriété 54. Soitn €N, ety = (Y1, .., Yant2) #n chemin de Dyck de longuenr 2n + 2. On pose :
r= max{i € [0,n] | s, (20) = 0}

On suppose que 0 < 1 < n, et on considére les chemins & = (Y1, ..., Yar) € B = Var+2, or Von+1)-
Alors a et B sont des chemins de Dyck et Vo1 = +1 et Yonie = —1.

Prenve : On a d'une part par définition des chemins de Dyck et de v : 0 < s,(2r +1) =5,(2r) +

Yor+1 = Var+1-
Dong, Y241 = +1.

D'antre part, 0 = 5,(2n + 2) = 5,(2n + 1) + Y2n42. D0 Yoniz = —5,(2n + 1) < 0.

Done, Yani2 = —1.

Ensuite montrons que a est un chemin de Dyck. On a pour tout k € [1,21], sq(k) = s,(k) = 0. E# par
définition de 1, sq(21) = 5,,(21) = 0. Done, a est un chemin de Dyck. Montrons enfin pour conclure la
preuve que B est un chemin de Dyck. Pour tout k € [1,2n — 2r]],

sp(k) = Yor+14i = Sy 2r + 1+ k) —5,(2r) —y3p41 =5,2r+1+k) -1

k
=1

2

Sik € [1,2n — 2r — 1], par définition der, s,(2r + 1+ k) > 0. Don,

Sik=2n-2r,s4(2n—2r) =5,2n+1)—1=5,2n+2) —y2p4,—-1=0+1-1=0.
Done, B est un chemin de Dyctk. [
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Théoréme 55. Pour foutn € N,

Prenve : Soitn €N, ety = (Y1, oo, Van+2) #n chemin de Dyck de longuenr 2n + 2. On pose :
r= max{i € [0,n] | s, (20) = O}

Ou bien r =0, alors y = (1,&,—1), oir & est un chemin de Dyck quelconque de longnenr 2n. Et
réciproquement, si un chemin a une telle structure, il est clair que v = 0. I/ y a donec Dy, tels chemins.

Ou bien v =n, alors y = (£,1,=1) o & est un chemin de Dyck guelconque de longuenr 2n. Et
réciproquement. 11y a done Dy, tels chemins.

Ou bien 0 < 1 < n, alors par la Propriété 54,y = (a1, B, —1), it a est un chemin de Dyck quelconque
de longuenr 21 et 3 est un chemin de Dyck quelconque de longnenr 2(n — v). Et réciproquement. 11y a done
DDy, tels chemins. Alors, comme tontes les valeurs de v possibles penvent caractériser un chemin de Dyck
(et comme Dy = 1),

n—1 n—1 n
Dn+1 = Dn + Dan—r + Dn = DODn + Z Dan—r + DnDO = z Dan—r
r=1 r=1 r=0

On reconnait la récurrence convolutionnelle des nombres de Catalan. En appliquant la preuve du Théoréme
3 désormais complete car le rayon de convergence a été démontré plus haut, on conclut :

D = 1 (Zn)
" n+1\n

2.4 Principe de réflexion d’André

Nous nous proposons désormais de démontrer ce résultat par une autre preuve utilisant le
principe de réflexion de André [11]. Soit alors deux points A et B de coordonnées respectives (1,1)
et (2n + 1,1) avec n € N. Il est alors clair que chaque chemin de A a B qui ne rencontre pas I'axe
des abscisses est un chemin de Dyck. On écrit alors

ou {, est le nombre de tous les chemins de A a B et £, est le nombre de chemins qui rencontrent
I’axe des abscisses.

Le principe de réflexion d’André est le suivant : E, estle nombre de tous les chemins de A% (le
symétrique de A selon I’axe des abscisses) a B. Ceci vaut méme si A et B n’ont pas méme ordonnée,
pourvu qu’ils soient du méme coté par rapport a I’'axe des abscisses. Démontrons donc ce principe.
Soit W un chemin de A a2 B qui rencontre 'axe des abscisses, et notons C le premier point
d’intersection entre W et axe des abscisses. A W on associe 'unique chemin composé du chemin
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symétrique entre A et C par rapport a 'axe des abscisses (qui donne alors un chemin entre A% et C)
concaténé avec le chemin inchangé entre C et B. Cette application (notons-la ¥) ainsi construite est
clairement injective par unicité et involutivité de la symétrie axiale, et associe a un chemin entre A
et B qui rencontre I’axe des abscisses un chemin entre A% et B. De plus, si W' est un chemin de A®
a B alors il rencontre nécessairement ’axe des abscisses par théoreme des valeurs intermédiaires.
Soit a nouveau C le premier point d’intersection entre W' et I’axe des abscisses. Le chemin W' est
alors 'image par 1 de la concaténation du chemin symétrique entre A% et C par rapport a axe des
abscisses (qui donne alors un chemin entre A et C) avec le chemin inchangé entre C et B. Cette
concaténation donne bien un chemin de A a B qui rencontre ’axe des abscisses (au moins en C). Donc,
on déduit la bijectivité de i et le principe de réflexion d’André est ainsi démontré.

En toute généralité, prenons d’abord un point A de coordonnées (ay,a,) et un point B de
coordonnées (B4, 2), avec et f; = a;. Pour un chemin donné reliant A 2 B notons ny le nombre
de +1 et n_ le nombre de —1. Alors,

ny+n.=p—m
ct
ny—n.=Pf—a
On déduit alors que tous les tels chemins ont les mémes n, et n_ et

pr—as £ (B —a3)
2

ny =

Finalement, par définition du coefficient binomial, le nombre de chemins reliant A a B est (n+ntn‘).
Donc, avec 4 et B de coordonnées respectives (1,1) et (2n + 1,1) avecn € N,
ngy=n
D’ou
Q, = (Zn)
n

Le principe de réflexion d’André assure alors que Z,, est le nombre de tous les chemins de
*=(1,-1)aB=2n+1,1).0naalorsdanscecasn, +n_=2n+1—-1=2net

2Zn+1-1+1+1
n, = >

_ _(Zn)
T \n+1
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On obtient pour conclure que

D —q . _<2n) (Zn)_(l n )(2n>_ 1 <2n)
[ N ) n+1) n+1/\n/ n+1\n

2.5 Mots bien parenthésés (ou Mots de Dyck)

Définition 56 (Bon parenthésage). Un mot fini (dont naturellement le mot vide) formé a partir de l'alphabet
{(,)} est dit bien parenthésé si :

(2) iy a antant de parenthéses ouvrantes que de parenthéses fermantes ;
(72) dans chaque préfixe, il n'y a jamais plus de parenthéses fermantes que de parenthéses ouvrantes

On dit anssi gu'un tel mot est un mot de Dyck.

Exemple 57. Sin = 3, les mots de taille 2n suivants sont bien parenthésées :

(). 000, (OO

Théoreme 58. Soit P lensemble des mots bien parenthésés. Alors (P, | .|) est une classe combinatoire on | .|
désigne ['application qui a une expression bien parenthésée associe le nombre de parentheses ouvrantes qui composent
cette excpression. Soit (Py)nso Sa suite d'énumération. Alors, pour tout n € N,

b — 1 (Zn)
"Tn+1\n

Preuve : 11 est clair que (P, | .|) est une classe combinatoire. Introduisons (D, || .||) /a classe combinatoire
des chemins de Dyck de la partie précédente, avec pour norme l'application qui a un élément de D associe le
nombre de 1 dans le tuple qui le caractérise. Ecrivons naturellement les éléments de P comme un tuple dont les

coordonnées sont des parenthéses ouvrantes ou fermantes. Par exemple, (( )( )) $éerit comme élément de P (on
note le tuple entre crochets pour éviter les confusions) :

[(.C), ()]
Posons . ={(,)} e

z — {-1,1}
Q: 1sio=(
= {—1sicr=)

L application @ est bien bijective.

Posons enfin, avec € le chemin de Dyck vide :
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Wi (0 a3) o PO - ffzzz)g)si nz1

Montrons gue ¥ : P — D est bien définie. Le denxieme axiome des mots bien parenthésés assure en effet
que 5i (01, ..., Opn) est un mot bien parenthésé alors en posanty = (@(01), ..., 9(02)), $,(2n) = 0 ¢
pour tout k € [[0,2n]], s,(k) = 0, qui est bien la définition d’un chemin de Dyck. Done, ¥ : P — D est
bien définie. La bijectivité de @ assure directement celle de V.

Montrons que ¥ conserve la norme. Soit (04, ..., Opy) un élément de P. Alors, comme Y(oy,...,00,) est
un chemin de Dyck, il y a autant de 1 que de -1 dans ce tuple. De méme, il y a autant de parenthéses onvrantes
gue de parentheses fermantes dans (04, ..., 0y ). Done,

W (o1, ... a2l = [(@(a1), ..., @(a2, )l =1 = [(0y, ..., 02,)

Do,
@ 1.D=®I.1D

On déduit alors par la section 2.3 que la suite d’énumération de (P, | .|) vérifie pour toutn € N :

Il y a donc C,, fagons de construire un mot bien parenthésé de longueur 2n.

2.6 Arbres binaires

Nous introduisons d’abord la notion de graphes pour qu’en découle rigoureusement la définition
d’arbre binaire. Les graphes n’étant pas notre sujet d’étude principal, nous admettrons certains
résultats, et les résultats démontrés bénéficieront d’une preuve claire mais plus courte. La partie
théorique des graphes est largement inspirée du cours de Jean-Pierre Becirspahic [2, 3].

Définition 59 (Graphe non orienté). Un graphe non orienté G = (V,E) est défini par un ensemble
fini V' dont les éléments sont appelés sommets et par un ensemble fini E dont les éléments sont appelés arétes.
Une aréte est définie par une paire non ordonnée de sommets, appelés les extrémités de cette aréte. Si denx sommets
sont reliés par une aréte, on dit qu’ils sont adjacents. Un graphe est dit simple lorsqu’ancun sommet n’est
adjacent a lni-méme. On appelle ordre d'un graphe le nombre de ses sommets. Le degré d’un sommet x est
le nombre de sommets qui lui sont adjacents ; on le note d(x). Le degré d’un graphe est le degré maximum de
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tous ses sommets. Si a € V, alors on note G\{a} = (V\{a}, E") o E' est l'ensemble E dont on a enlevé toutes les
arétes qui font intervenir le sommet Q.

Remarque 60 (Graphe orienté). Un graphe est orienté lorsque la paire gui définit une aréte est ordonnée ;
en d'antres termes, lorsque (a,b) et (b, a) ne représentent pas la méme aréte avec a,b € V.

Exemple 61. A un méme graphe penvent étre attribuces une infinité de représentations graphiques. Par exemple,
le graphe non orienté G = (V,E) avec V = {1,2,3,4,5} e/ E = {(1,3), (1,4), (1,5), (2,3),(3,4), (3,5), (4,5)}
admet ces denx représentations graphiques (parmi d autres) :

Figure 4. Exemples de graphes [2]

Définition 62 (Chemin). Soit G = (V, E) un graphe. Un chemin de longuenr k = 2 reliant les sommets a
et b est une suite finie (X1, ..., Xy) 01t X1 = @, X = b, pour tout i € [1,k — 11, (x;, x;41) € E, et pour tout
L,j €1,k —1], 5ix; = xj alorsi = j.

Définition 63 (Cycle). Soit G = (V, E) un graphe. Un cycle est un chemin (X, ..., Xy) de longuenrk = 3,
tel que x, = Xy.

Définition 64 (Connexité). Un graphe est dit connexe lorsque tout sommet peut étre relié a tout autre sommet
par un chemin.

Théoreme 65. Si G = (V, E) est un graphe non-orienté simple, alors

Z d(v) = 2 - Card(E)

vev

Prenve : Le graphe étant simple, faire la somme des degrés des sommets revient a compter denx fois chaque
aréte.

Lemme 66. 7 G = (V,E) est un graphe non-orienté, et si pour tont v € V, degv = 2, alors G posséde an
moins un cycle.

Prenve : Soit vy € V.. Le nombre de sommets étant fini, on peut construire une suite finie de sommets vy, ... , Vg
de la sorte : pour tout i € [2, k],

() v €{vy, ., Vi)

(i7) v; est voisin de V;_q
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Lorsque I'algorithme termine — terminaison ainsi justifice par la finitude de V- — on construit done vy, qui a an
moins denx voisins par hypothese (dont Vi, ). Et comme 'algorithme termine sur ce dernier sommet, on déduit
que tous les sommets adjacents a vy, sont dans {vy, ..., Vg_1}. Prenons-en un qui n’est pas vy_q et notons-le
. Alors, le chemin {vj, Vjt1s s Vks vj} est un cycle.

Propriété 67. Un graphe connexe d'ordre n posséde an moins n — 1 arétes. Un graphe acyclique d’ordre n posséde
an plus n — 1 arétes.

Définition 68 (Arbre). Un arbre est un graphe connexe et acycligue.

Remarque 69. Les Propriété 67 e Lemme 66 nous permettent de conclure qu’un arbre d’ordre n posséde
excactement n — 1 arétes.

Théoreme 70. 57 a et b sont deuxc sommets distincts d’un arbre G, il existe un unique chemin reliant a et b.

Prenve : La connexité de G assure 'excistence d’un tel chemin. S'il existait un denxiéme chemin, différent du
premier ; on pourrait former un cycle en empruntant le premier chemin reliant a et b d’abord, puis le denxciéme

chenin renversé (reliant done b et a). Ceci contredirait alors le caractére acycligue de G.

Théoréme 71. Ce résultat nous permet alors de choisir arbitrairement un sommet v d’un arbre puis d’orienter les
arétes de ce graphe de sorte qu’il existe un chemin reliant v a tous les autres sommets. On parle alors d’arbre
enraciné.

Prenve : Raisonnons par récurrence sur l'ordre n d’un arbre G = (V, E).

Initialisation : Sin = 1, il n'y a rien a faire.

Heérédité : Sin = 1, supposons le résultat vrai au rang n. Soit un arbre G d’ordre n + 1. L'arbre possede
alors n arétes par la Remarque 69 ez done par le Théoréme 65 :

z degv = 2n

vev

LeLemme 66 permet de conclure gu’il existe au moins denx: sommets de degré 1 pour satisfaire la parité de
la somme ci-dessus, donc an moins un qui soit différent de v. Notons ce sommet a. On applique I'hypothése de
récurrence a G\{a} gui est bien d’ordre n — 1. Ceci nous permet d'enraciner G\{a} en v. 1/ ne reste plus qu’a
orienter l'aréte supprimée en direction de a pour enraciner G en'v.
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Exemple 72. 1vici un excemple d’enracinement :

@ 4 ® ©——0 - (4) ©
OOMONGO

Figure 5. Exemple d’enracinement [2]

Définition 73 (Arbre binaire). Soit E un ensemble de sommets. 1es arbres binaires étiquetés par E sont
des arbres enracinés dont chague sommet a anx plus denx voisins. On les définit par induction en convenant que :

() € est un arbre binaire a 0 sommet sur E appelé arbre vide.
(i2) A est un arbre binaire sur E si, et senlement si, il existe x € E et Fy, Fgq denx arbres binaires disjoints

étiquetés par E tels que A = (Fy, x, Fy)

Remarque 74. La notation « A = (P:q,x, Fd) » présente ci-dessus est da comprendre de la maniére suivante :
notons Fy = (Vg,Eg), Fg = (Va, Eq), x = ({x}, ). Notons xg la racine de Fy et x4 la racine de Fgq. Alors,

A= (Vg UVyuf{x}E,UE, U {(x, xg), (x,x4) })

Exemple 75. La figure ci-dessous est un arbre binaire enraciné en 1.

Py

AN

Figure 6. Exemple d’arbre binaire [10]

Théoreme 76. Soit E un ensemble dénombrable de n sommets ( € N). 11y a Cy, arbres binaires étiquetés sur
E possédant n € N sommets.

Prenve : Notons (A, | . 1) la classe combinatoire des arbres binaires étiguetés sur E muni de la norme qui a
un arbre binaire associe son nombre de sommets (NB : un élément de A ne voit pas ['étiguetage des sommets.
Par excemple, les éléments a 3 sommets sont de cette forme :

SN

Figure 7. Les arbres binaires a trois sommets
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et sont donc au nombre de 5). Notons cet ensemble E. 11 est clair que A est une classe combinatoire. Notre
définition des arbres binaires tronve directement une interprétation sous forme de classes combinatoires. En effet,
par définition, en notant € et R les classes neutre et atomique associées :

AzZEF+FAXRXA

Le raisonnement habituel sur les FGO nous permet directement de conclure : le nombre d’arbres binaires a n

1 (Zn)
n+1\n

sonimets est
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Chapitre 3

Généralisations des nombres de Catalan

3.1 Généralisation analytique

Nous aimerions trouver un moyen naturel d’interpoler la fonction N 3 n + C,. Les nombres de
Catalan s’exprimant avec des factorielles, ce probleme se réduit en grande partie a I'interpolation
de la fonction N3 n+ nl. Cest alors quintervient la fonction I' d’Euler, introduite a la
Définition/Proposition 22 :

[e/0)
[:x+— J t¥~le~tdt.
0

Sachant sa propriété concernant les factorielles — que nous démontrerons au Lemme 79 —, nous

pouvons alors exprimer les nombres de Catalan a 'aide de I :

c o= 1 2ny  (@2n)! 'Cn+1)
"_n+1<n>_n!(n+1)!_F(n+1)F(n+2)

11 s’agira donc de trouver un prolongement méromorphe de cette fonction I' pour résoudre notre
probleme [9] : interpoler de fagon méromorphe les nombres de Catalan.

Propriété 77. La fonction réelle
[:x— f t*le~tdt
0

est définie sur lensemble des réels strictement positifs.
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Prenve : D’une part, pour tout x réel, t — t*~1e et continue sur 0, +0o[. D antre part,
1

tx—le—t
t—0 tl—x

Done, par critere de Riemann,

1
ftx‘le‘tdt<oo<:>1—x<1<=)x>0
0

Enfin, par croissance comparée

t*let = o (l)
t—oo tz

Le critere de Riemann assure alors que pour tont x réel
(o)
f t* e tdt < o
1

Ainst, T(x) existe si, et seulement si, x > 0.

Théoréme 78. La fonction T ainsi définie sur Ry se prolonge en une fonction holomorphe dans le demi-plan
{z € C: Rez > 0} par la formule :

[e/0)
[:z— J tZ le~tdt
0

Prenve : Montrons d’abord que cette intégrale converge bien sur{z € C : Re z > 0} . Prenons alors z =
x+iy€eC x> 0.S50rt € R}.

|e—ttz—1| — e—t|e(z—1)1nt| — e—te(x—l)lnt — e—ttx—l

Alors, par linégalité triangulaire et la Propriété 77 :

IT(z)| < f ettt 1dt = T(x) < o
0

Montrons désormais que U ainsi défine est holomorphe sur {z € C : Re z > 0}. Posons pour tout € > 0

1/e

(»be T 7 — f e—te(z—l)lntdt
€
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Pour tout t € [6, ﬂ qui est compact, z — e~ e @V oot hojomorphe. De plus, (z,t) —

. 1 PN
e~te VI8t o5t continue sur{z € C: Rez > 0} X [e, E]' Done, par théoréme, e est holomorphe sur
{z € C: Rez > 0} pour tout € > 0.

Considérons alors la suite de fonctions (P, /n)n>1. Montrons que cette suite converge uniformeément vers T

sur toute bande Bs yy = {z € C, 6§ <Rez < M} avec 0 < 6§ < M < oo. Soitn > 0. Par relation de
Chasles et inégalité triangulaire, avec z = x + iy € Bg y,

1/n o0

e'ttx"ldt+f e tt* 1t

n

IP@) - ¢1n(@)] < fo

. _ 1
Mais, comme e™t < 1 wr]O,;[,

1

1/n = 1 1/n 1 x 1 )
f e tt¥1dt < 1- fn t*1dt = [—t"] = /) < a/m)
0 0 x Jo X )

De plus,

(o] [oe] [o0)
f e‘ftx‘ldtsf e‘ftM‘ldtzf e t/2. o t/2gM-14¢

n n n

Or, par croissance comparée, gim e t/2tM=1 = 0. Commen = 1,1a Sfonction t — e t2tM=1 tant
— 00

continue sur n, o[, elle est bornée par un certain M* > O sur cet intervalle.

Do,
f e~ 1dt SMf e t/2dt
n n
Alors,
1/n)é *©
|F(z) — ¢1/n(z)| < ( /5) +M+f e~ t/2dt
n
Do,

1) o)
It = @amll < (1/;) +Mj e~t/2dt
n

Mais, comme 0 < § et |, 000 e~t2Qdt est une intégrale convergente,

_(/m)®
lim

n—oo

+ Mf e t/2dt =0
n
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On déduit que 7lll_r>r010||F — Pim ||°O = 0. Done (¢1 /")n>0 converge uniformeément vers T sur toute bande de

la forme Bsyy = {z € C, § <Rez < M}.

Mais, ((]51 /”)n>0 est une suite de fonctions holomorphes sur{z € C : Re z > 0} comme nous l'avons

démontré précédemment. Done, si I\ est un triangle plein contenu dans lonvert, et 5 sa frontiere ; le théoréme
de Goursat assure que pour tout n > 0,

$1/n (2)dz =0
sA

Comme (¢1 /n)n>0 converge uniformeément vers U sur toute bande B py contenant A, le théoréme de la

double limite assure que

| tim gun(myaz =0
A

D’on

f ['(z)dz=0
A

La fonction T est alors continue sur l'onvert {z € C : Rez > 0} et |, sa L' (2) dz = 0 pour tout A triangle

Plein contenn dans I'onvert. 1e théoréme de Morera nous permet de conclure que U est holomorphe sur
{ze C:Rez > 0}.

Lemme 79. Pour toutz € {z € C : Re z > 0}, pour tout n € N,
I(z+1)=zl'(z) ¢ T(n+ 1) =n!

Prenve : Par parties, pourz € {z € C: Rez > 0},

[ee]

et ztz71dt = [e" %] +f e 't?dt=0+T(z+ 1)
0

[ee)

zI'(z) = f

0
Ainsi, T'(z + 1) = z['(2).
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Mais,

£ + 1) =f e~tdt = [—e~t]" = 1
0

Par récurrence, la ligne précédente justifie linitialisation. Soit n € N. SiT'(n + 1) = n, alors par la
propriété que l'on vient de démontrer, et par hypothése de récurrence :

Tm+2)=n+DIr(n+1)=(mn+ 1)!
Ceci démontre I'hérédité de la récurrence.

On conclut alors : Pour tout z € {z € C : Re z > 0}, pour toutn € N,

lNz+1)=zI(2) ¢ T(n+ 1) =n!

Théoréme 80. La fonction T bénéficie d’un unique prolongement méromorphe sur C tout entier, dont les seules
singularités sont des poles simples anx entiers négatifs ou nul, on elle a pour résidus (n € N ) :

="

Res(T,—n) = —

Prenve : Nous proposerons deux: prenves a ce théoréme ; toutes denx trés éclairantes.

Prepiére prenve : 1.idée est de prolonger T an demri-plan {z € C : Re z > —m} pour tout m € N. Le cas
m = 0 a déja été traité. Observons done dans un premier temps le cas m = 1. Posons

I'(z+1)

Qq1:zZ—
z

Le Théoreme 78 nous assure que z v— T'(z + 1) est holomorphe dans {z € C : Re z > —1}. Done, ¢4
est méromorphe dans ce demi-plan avec un unique pole simple en z = 0. Le pdle étant simple, on déduit que

ro+1n _o_ . _ (D"

Res(¢4,0) = 1 1 0]

De plus, dans{z € C:Rez >0} S {z € C: Rez > —1}, /e Lemme 79 assure que

r 1
o) =D = )
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Faisons maintenant le cas général pour m = 1. Posons

['(z+m)
zz+ 1D (z+m-—-1)

(pm:Zl—)

Le Théoreme 78 nous assure que z — T'(z + m) est holomorphe dans {z € C : Re z > —m}. Don,
Om st méromonphe dans ce demi-plan avec m péles simples qui sont {0, =1, -+, —(m — 1)}. Soitn €
[0,m + 1].

R _ i _ i I'(z+m)
es(¢m,—n) = ziIPn(Z ) om(2) = z—l>IPnz(z +1)(zZ+n-D@Ez+n+1)(z+m-1)

D’on

. ~ ['(—n+m) B (m—-n-1)!
es(@m ,—n) = —n(-n+1) (DA (—n+m-1) (=D"*nl(m—-n-1)!

Finalenent,

1"
Res(@p ,—n) = ( n!)

Mais en itérant ['identité du lemme précédent, on déduit (récurrence évidente) que

rlz+m)=+m-DI'(z+m-1)=-=CZ+m-1DEz+m-2)-(z+ 1)zl'(z)

Ceci assure alors gue dans {z € C: Rez >0} S {z € C:Rez > —mj},

Pm(z) =T(2)

Le principe du prolongement analytique assure gue @y = @y dans{z € C:Rez > —n}\Z_ 51 <

n < m. On a ainsi trouvé un prolongement méromorphe de la fonction T sur C tout entier, dont les senles
singularités sont des poles simples aux entiers négatifs ou nul. Le principe du prolongement analytique fournit
que ce prolongement est unique.

Deusciéme prenve : 1.%dée est de décomposer T en denx: intégrales. Siz € {z € C: Rez > 0},

[oe]

1
F(z)=f e_ttz_ldt+f etz 1dt
0 1
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Montrons d’abord que la denxiéme intégrale définit une fonction entiere. Posons pour tout n € N*

n
¢n T 7 — fe—te(z—l)logtdt
1

Posons également
co
fizw— f e tt?z71dt
1

La fonction t — e~ t?~ L est continne sur [1,+00[ pour tout z € C. Et en notantz = x + iy :

o)

If (2)| sf e tt* ldt <
1

car

t*le7t= o (i)
t—oo t2

Et on conclut par critere de Riemann. Don, f est définie sur C tout entier.

Notons z = x + iy avec x,y € R. Par relation de Chasles et inégalité triangulaire on obtient :

[o'e]
f e tt?-1dt

n

0
< f e tt*1dt

n

If(2) = pn(2)| =

On peut alors faire la méme prenve que celle du Théoréme 78 en se placant sur toute bande Bg y définie
précédemment. On montre alors que (Gp)nso converge uniformément vers z — floo e~te(zDIntqe oy
Bs m.

Mais, pour tout t € [1,n] gui est compact, z — e~tez-Dlogt ;o holomorphe. De plus, (z,t) —

e~te @V o5t continue sur C x [1,n). Done, par théorime, by, est holomorphe sur C pour tont n €
N*.

Comme ponr le Théoréme 78 on montre alors par les théorémes de Goursat et Morera que f est
holomorphe sur C tout entier. Donc f est entiére.

Ensuite, avec z € {z € C: Re z > 0} fixé, en notant z = x + iy et en développant l'excponentielle en série
entiere :

1 1> —)" 1 N —t)n
fe‘ftz‘ldt=f E Ltz‘ldt=f lim E ) tz=1de
0 0 n! g Noo n!
n=0 n=0
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Posons donc la suite de fonctions définies sur 10,1] par

N
(_t)n tz—l

n!

fait =

n=0
Les fonctions éléments de la suite (fy)nen sont continues done boréliennes et convergent simplement vers
- ("
S
n!

n=0

De plus, pour tout t € 10,1], N € N, par inégalité triangulaire

N N
th tn
OIS ) e =07 ) s eTtet 2 900
n=0 n=0
La fonction g est continne sur]0,1] et
x-1,t
t € t-0 tl—x

Done, commez € {z € C: Rez >0}, x >0 et 1 — x < 1. Donc la fonction g est intégrable. Par
théoreme de convergence dominée de L ebesgue,

1 N n 1 N n N 1 n
—t —t —t
f lim E ) t?71dt = limf E gtz—ldtz lim E f utz—ldt
o N-o n! N-o Jo n! N-oo o n!
n=0 n=0 n=0

Finalement,

1 b 1 —t n b -1 n 1
fe‘ftz‘ldtz E f Sl tZ7ldt = D
0 o n! n!l n+z
n=0

n=0

On peut alors écrire

[ee)

I'(z) = Z S + flooe‘ttZ*dt

n' n+z

n=0
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="
n!
ayant pour singularités des poles simples anx entiers négatifs on nul. Le résidu indiqué dans I'énoncé du théoréme

se lit alors directement.

Pour conclure la prenve, il reste a montrer que Yp—g — définit bien une fonction méromorphe dans C

C'est bien le caractére infini de cette somme qui nous empéche de conclure directement. Ramenons-nous done a
une somme ffinie.

Soit alors R > 1 et N > 2R. L ideée est de décomposer la somme de la maniére suivante :

b n N _1\n ® _1\n
D" 1 (D 1+Z(1) 1

n n+z n' n4+z n n+z
n=0 n=0 n=N+1

La premiere somme définit bien une fonction méromorphe sur{z € C : |z| < R} ayant pour piles les entiers
négatifs ou nuls de valeur absolue plus petite que R. Les résidus sont alors bien ceux indiqués.

Montrons que la denxiéme somme définit une fonction holomorphe sur {z € C : |z| < R}. Cette somme
traite des entiersn > N > 2R. Pour |z| < R, on a alors par inégalité triangulaire :

In+z|=n—|z|=2R—R=R
Done,

D" 1
n n+z

1
~nlR

1 ’ . -\ .
Comme Zn>0 R est convergente, on déduit que la deusciéme somme en question converge normalement, donc
- nl

uniformément sur{z € C : |z| < R}. Donc, la fonction

i -D" 1
Z —>
n' n+z

n=N+1

est holomorphe sur{z € C: |z| < R}.

Mais ceci est vrai pour tout R arbitrairement grand. On déduit donc que [écriture

[ee)

F(z)=z(_1)n ! +flooe‘ttz‘1dt

n' n+z
n=0

est valable sur C tout entier privé des entiers négatifs on nul. A nowvean, le principe du prolongement
analytique assure que ¢'est ['unique facon de prolonger U sur C de maniere méromorphe.
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Remarque 81. Nous continuerons a noter U ce prolongement.

Lemme 82. §S70<a<l,oma:

®pa-t T
dv = —
o 1+v sinma
Prenve : 1e changement de variable v = e* donne dans un premier temps :
foo va—l d joo eax
v =
o 1+v _wlt e

yA

Posons la fonction complexe

ea
14+ e?

fizm—

Les pdles de cette fonction sont les z € C tels que e* = —1 & z = in + 2ikmr = i(2k + 1)m, k € Z. Ce
ne sont done que des poles simples. Soit R > 0, et introduisons le contoury suivant :

—R+2im TQE:T[’ R+ 2im
o )

T

Le seul pole de f a lintérienr dey est z = im. Mais,

aim aim
e

— aim
(z— 1+e?)(in) e

Res(f ,im) = tli)rriln(z —in)f(z) = =—e

Le théoréme des résidus assure alors que
f f(z)dz = —2ime®™
14
Qui se décompose de la maniére suivante, avec le contour consideré :
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R 21 R 2
f flo)dx + f fR+iy)idy — f f(x + 2im)dx — f F(=R + iy)idy = —2ime®™ ¥

Traitons d’abord la denxiéme intégrale. Par inégalité triangulaire sur les complexes, on a :
|efTY 41| > ||eR| — |1|| > eR — 1. Par suite,

2T
<f
0

ea(R+iy)

eR+y 41

eaR 21 ( ]
< ~ a—1)R
dy - eR - 1_[0 dy R—c0 Zme Rj)oo 0

2T
f f(R + iy)idy
0

car 0 <a <1

Le méme calenl traite également la quatrieme intégrale et on déduit alors que

2r 2me "R 2m
f(=R +iy)idy| < —— 1 et f(=R +iy)idy — 0
0 e 0 R=eo
Enfin, pour la troisieme intégrale :
R R ea(x+2irr) ) R eax
_ + 2im)dx = — - dx=- 2amf d
f_Rf(x im)dx J‘_R1+ex+2m =T _rl+e* *

Ainst, qguand R — oo, (*¥) impligue :
(1- ezai”)f f(x)dx = —2ime®™

Finalement,

f°° e : 2im T
X = — — = —
—ol+e* eld™ — e~ldT  sinma
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Théoreme 83 (Formule des compléments). Pour tout z € C,

L@ -2 = sinmz

Preuve : S0it 0 < x < 1 ett > 0. Le changement de variables vt = u donne

o) o)

e Yu~*du = tf e Vt(vt) *dv
0

F(l—x)z-f

0

On obtient alors,

o)

Fr)ra—x) = f

e t*Ir(1 — x)dt = f
0

oo [ee]
e‘ttx‘ltf e Vt(vt) *dvdt
0 0

Par le théoréme de Fubini-Tonelli :

oo oo 00 e—t(1+v) o ® =X
TGOl —x) = J. v‘xf et dr dy = f v dv = f dv
0 0 0 -1—-vl| o 1+v

Finalement, par le Lemme 82 :

T T

Fera - = sin(1 —x) ~ sinnx

Le principe du prolongement analytigne assure alors que pour tout z € C\Z

r@ri -z = sinmz

On remarque enfin que les poles de z v~ T'(1 — z) sont les entiers naturels non nuls, de sorte gue z ~—

IF(2T(1—2) etz — Si:nz ont exactement les mémes poles. On a done bien pour tout z € C,
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r(z2)r1—-2) =

sinmz
]
Propriété 84. On a lidentité suivante
1
-
5)=Vr
Preuve : En applignant le Théoréme 83 en z = = on obtient
"@ri-3)-m
2 2 sin 7
D’ost, par positivité de T sur R,
1
-
2
]

Théoréme 85 (Formule de duplication). 57z € C\Z,

r(z)r (z + %) = 21722\/n T'(22)

Prenve : On rappelle la définition de la fonction béta introduite a la Définition/Proposition 22 : pour
a,b >0,

1
B(a, b) =f0 t*"1(1 - )?~'dt et B(a,b) = lr,((z)—i(g

Le changement de variables t = sin? @ donne :

s
2

B(a,b) = Zf (sin8)?%~1(cos 6)?r~1d0
0
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D’osr si a = b, par la formule de duplication du sinus et avec le changement de variables | = 20

1 2 - 2a-1 1 " 2a-1 1 2 . 2a-1
B(a,a) = mfo (sin20) do = WJ@ (siny) dy = mfo (siny) dy

En effet, le changement de variables x = m — 1),

ji(sin ¢)2a_1dll) = fi(sin(ﬂ — lp))za_ldl/) — fn(Sin x)Za—1dx
0 0 %

Mais,
T 1
1 [z o 1 1 1 F(@r (7)
22a—2_[) (Slnl[}) dl,l) = 22a-1 B (a’5> = 22a-1 1
r (a + 7)
Ainsi,
1
I'(a)? B(a,a) 1 F@r (7)
= aa) = —
I'(2a) 22a-1 r (a _I_%)
On déduit done :

Ir'(a)r (a + %) = 21724/ I'(2a)

Cette égalité est donc vraie sur RYy. Le principe du prolongement analytique assure alors que pour tout z €
C\Z,

r'(z)r (z + %) = 21722/ T (22)
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L . 1 N , . L.
Théoréme 86. La fonction z — @ ¢ holomorphe entiere avec pour seuls éros les entiers négatifs ou nuls.

Prenve : La formule des compléments (Théoreéme 83) assure que pour tout z € C,

On déduit dga que z — % est holomorphe sur z € C\N* car par les observations précédentes, les piles

simples de z v— T'(1 — z) sont les entiers naturels non nuls. Donc, pour toutn € N,z — (z —n)I'(1 — z)
est holomorphe en n. Mais n est un 3éro d’ordre 1 de z v~ sinmz qui est holomorphe entiére. Par le lemme
de factorisation, on trouve donc gy, holomorphe telle gue pour tout z € C, sinnz = (z —n) g, (z). Ainsi,

. . -y 1 1
Par produit de fonctions holomorphes, on déduit gue z — e holomorphe en n € N. Done, z — e

holomorphe entiere avec pour seuls éros les entiers négatifs ou nuls (car ils annulent le sinus).

Apres cette étude de la fonction Gamma, on peut enfin traiter notre probleme principal ; celui de
trouver le prolongement méromorphe naturel des nombres de Catalan.

Théoreme 87. Les nombres de Catalan jouissent du prolongement méromorphe suivant, défini sur C tout entier

. _ 1 )
privé des s = —k — - aveck €N .

#r(s+3)

C:S'_)\/EF(5+2)

De plus, en s, = —k — % avec k € N,

(-D*
k!

Res(C,s;) =
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Prenve : Soit n € N. Montrons gue C(n) = Cy,. La forme explicite des nombres de Catalan donne :

1 <2n> (2n)! '2n+1)

C: = =
" an+1\n/ nl(n+1)! T(n+DI(n+2)

Par le Lemme 79 on déduit que si n est non nul

_ 2nT(2n)  2I'(2n)
" ar(mf(n+2) TMI(n+2)

Sin = 0, /a Propriété 84 donne directement que Cq = C(0).

Le Théoreme 85 nous permet ensuite d éerire :

F(n)F(n+%) 1 B 4"F(n+%)

o =2 21-2nyr  T(I(n+2) al(n+2)

Qui est bien le résultat recherche.

Enfin, s —

e holomorphe entiére par le Théoreme 86 ¢f s — T (s + 1) est méromonphe avec des
r'(s+2) 2

poles simples en sy, = —k — % avec k € N d'apres Je Théoréme 80.

_1)k
k!

~

Ce méme théoréme assure également que Res(C , s) =

Alinst, les nombres de Catalan jouissent du prolongement méromorphe suivant :

4°T(s +1/,)

C:s5 —
Vrl(s +2)

3.2 Généralisation combinatoire

Il s’agira dans cette sous-partie d’étudier les nombres de Fuss-Catalan. Ces suites s’éloignent
clairement du sujet principal de notre étude, c’est pourquoi nous n’en donnerons qu’une tres breve
introduction. Nous nous inspirerons grandement de [7], [8] et aussi de [15].
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Lemme 88 (Lemme de Raney). Soizm > 0 et Xy, ..., Xy, des entiers tels que

m
in=1

i=1

Alors, parmi les permmutations circulaires
(1, X2, ooy X ), (X2, X3 ooy X, X1), ey (K, X1, ey Xp—1)
il en existe une et une seule dont toutes les sommes partielles sont strictement positives.

Prenve : Soient x4, ..., %y de tels entiers. Répétons indéfiniment cette suite d'entiers. En dantres termes,
considérons (X;)isq la suite telle que Xy, 1 = Xy, pour tout k € N*. Introduisons la suite (Sp)nso telle que
pour toutn > 0,

=4

I
Nk

&

-~
Il
[y

Comme

m
in=1

i=1

on déduit que pour tont n > 0, Syyn = 1+ sy. Alors, en interpolant par des droites affines le graphe de
, . . " . 1
(Sndns>o » on déduit que le graphe ainsi obtenu pent-étre contenn entre denx droites de pente —. On note D

la droite qui est au-dessus du graphe, et D_ la droite qui est en-dessous du graphe. On choisit bien siir les denx
droites qui encadrent le plus précisément le graphe, ¢’est-a-dire les droites qui ont une intersection non vide avec
le graphe. Cette intersection est alors nécessairement réduite a un seul et unique point sur tout intervalle

[p,p + m — 1] oi p € N*, car toute droite de pente — ne pent toncher un point coordonnées entieres qu une

. . . 1 . S
Jois toutes les m unités. En effet, soit f : x v— — X+ W pour un certain i € R. Supposons gu’on trouve
a, b,n, k des entiers tels que f(a) = b, f(n) =k el <a<m,1<n<m. Al
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Mas—m<-n<-ldn—-m<a—-n<mDw—-1<b—k<1.

Comme b, k sont entiers, b — k est aussi entier. Donc, b =k ; et a = n.

Considérons done (1, Sy) Lunique point d’intersection entre le graphe de (Sp)1<n<m ¢t D—. Alors, la suite
X141y X1425 oo » Xy Satisfait notre conclusion car les sommes partielles de cette suite sont, pour tout k €

[1,m] -

l+k

Z xn=51+k—51>0.

n=l+1

L unicité résulte du fait que pour toute autre suite UM Xy, Xy s Xppm avec O ST <meetr # 1,4l
existe 1 € [1, m] zel gue,

o sir <lalorss,y; =Sy, et donc une des sommes partielles de u™ g5z
r+i
z Xp =5 —5<0.
n=r+1
[ ]

sir > 1 alors Spyi = Sy = Sy + 1 ; et done une des sommes partielles de u™ g5z

r+i

Z Xp=85+1-—5.<0.

n=r+1

Ceci pronve alors le lemme de Raney.

Exemple 89. Considérons les entiers (3, —5,2,—2,3,0). Leur somme est bien égale a 1. Les permutations
circulaires associées sont

(3,-5,2,-2,,3,0) (=2,3,0,3,-5,2)
(-5,2,—2,3,0,3) (3,0,3,-5,2,—-2)
(2' _213r0;3; _5) (0131 _5121 _2'3)

et la seule n’ayant que des sommes partielles strictement positives est (3,0,3, 5,2, —2).

A ces entiers nous pounvons associer la suite (3,—5,2,-2,3,0,3,-5,2,—2,3,0,3, =5, ...), ¢ tracer le graphe des
sommes partielles avec I'encadrement par denx droites ainsi expliqué dans la preuve.
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S1 -

Sy -

Figure 8. Graphe des sommes partielles encadré par deux droites de pente égale a 1/ 6 [7]

Remarque 90. Le lerume de Raney permet alors de dénombrer aisément les chemins de Dyck ; calenl déja effectué
au chapitre précédent. En effet, pour n € N*, nous voulons dénombrer les suites (y, ..., Qzy) tels qgue a; = £1
pour tout | € [1,2n], Yieq1,2n] Qi = 0, e toutes les sommes partielles sont positives on nulles. Cette guestion est
parfaitement équivalente a vouloir dénombrer les suites (Qy, ..., Qzy) tels gue a; = 1 pour tout i € [0, 2n],
Yicfozn] Qi = 1, et toutes les sommes partielles sont strictement positives. Par définition du coefficient binomial, il

N_<2n+1)_<2n+1)
“\n+1/) n

suites de taille 2n + 1 contenant v occurrences de —1 et + 1 occurrences de +1. Mais le lemme de Raney assure

exciste

alors qu'il existe une unique sutte sur 2n + 1 dont toutes les sommes partielles sont strictement positives. Ainsi, le
nombre de chemins de Dyck de taille 2n est :

N _ 1 <2n+1>_ 1 (Zn)_C
2n+1 2n+1 n Tn+1\n/

Définition/Propriété 91. Svitn,m € N*. On appelle suite de Raney d’ordrem de taille n une suite
(Ay, ovr Q) de +1 et de (1 —m) dont les sommes partielles sont toutes positives ou nulles et dont la somme

totale vaut 0. De maniére équivalente, une suite de Raney d’ordre m de taille v est également une suite (g, ..., Qpm)
de +1 et de (1 —m) dont les sommes partielles sont toutes strictement positives et dont la somme totale vant 1. e
nombre de suite de Raney d’ordre m de taille n est

mn 1
C'(lm):(n)(m—l)n+1

Pour m € N* fixeé, la suite (C,(lm) ) y est appelée une suite de nombres de Fuss-Catalan.
ne

Dans [15] C,(lm) est noté C y—q.
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Prenve : Soit (g, ..., Qnm) une telle suite. S'il y a k occurrences de (1 —m) alors la suite doit vérifier :

kK(l-m+nmnm+1—-k=1—-km+nm=0k=n

Par définition du coefficient binomial, il existe (mﬁfﬂ n) = (m’:lﬂ) sutes contenant mn+1—n

occurrences de +1 et n occurrences de (1 — m). Le lemme de Raney nous assure alors que le nombre de telles
suites ayant toutes leurs sommes partielles strictement positives est égal a

(mn+1) 1 _(mn) 1
n mn+1 \n/(m-1Dn+1

Remarque 92. 1/ est alors clair que les nombres de Fuss-Catalan sont une extension combinatoire des nombres
de Catalan ordinaires car

Cp=CP

Les trois théorémes suivants éclaircissent Iidée que les nombres de Fuss-Catalan sont une
extension des nombres de Catalan ordinaires. Nous les donnons néanmoins sans preuves — nous
nous attarderions sur des détails qui s’éloignent trop du theéme principal — et invitons le lecteur a
parcourir les ouvrages [7] et [15] pour plus d’informations.

Théoréme 93 (Récurrence convolutionnelle des nombres de Fuss-Catalan). Soiz m € N*. Oz a la
relation de récurrence suivante pour tout n € N* :

™ = Z cmem et

ni+ny+--+nym=n-1

Théoréme 94 (FGO des nombres de Fuss-Catalan). Soizm € N*. La fonction génératrice ordinaire de la

. . . , , . m
classe combinatoire ayant pour suite d énumeération (C,(L )) est
neN

G(z2) =1+zG(2)™

Théoreme 95. Le nombre de facons de partager un ((m — 1)n + 2)-gone convexe en (m + 1)-gone an moyen de

diagonales est le nombre de Fuss-Catalan C,(lm).
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Pour ce dernier résultat, on pourra lire la partie A14 page 108 de [15].

Les nombres de Fuss-Catalan forment un ensemble d’une trés grande richesse et constituent un
champ d’étude a part enticre. Nous pourrions y trouver la matiere d’un nouveau développement,
mais le notre est terminé.
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