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Algèbre linéaire et bilinéaire, analyse matricielle

Feuille d’exercices 1 : dualité en dimension finie

Exercice 4 (Orthogonal au sens de la dualité). 2. On considère le sous-espace vectoriel F de R5

engendré par les vecteurs

v1 = (1, 3,−2, 2, 3), v2 = (1, 4,−3, 4, 2), v3 = (2, 3,−1,−2, 9).

(a) Déterminer la dimension de F . Quelle est la dimension de F⊥ ?
(b) Déterminer une base de F⊥ dans

(
R5

)∗.
Solution. (a) Il s’agit de trouver le rang de la famille (v1,v2,v3), qui est aussi celui de la matrice

suivante, dans laquelle on écrit les colonnes de coordonnées des vecteurs dans la base canonique :

A =


1 1 2
3 4 3
−2 −3 −1
2 4 −2
3 2 9

 .

Première version : on applique l’algorithme du pivot de Gauss sur les lignes (ce n’est pas le plus
efficace mais on retrouvera ces calculs plus bas). En numérotant L1, . . . , L5 les lignes de A, on
calcule :

rgA = rg


1 1 2
0 1 −3
0 −1 3
0 2 −6
0 −1 3




L′
1 = L1

L′
2 = L2 − 3L1

L′
3 = L3 + 2L1

L′
4 = L4 − 2L1

L′
5 = L5 − 3L1

= rg


1 1 2
0 1 −3
0 0 0
0 0 0
0 0 0




L′′
1 = L′

1

L′′
2 = L′

2

L′′
3 = L′

3 + L′
2

L′′
4 = L′

4 − 2L2

L′′
5 = L′

5 + L2

= 2 (matrice échelonnée en lignes).

Deuxième version : on fait de même sur les colonnes (notées C1, C2, C3) :

rgA = rg


1 0 0
3 1 −3
−2 −1 3
2 2 −6
3 −1 3



C ′
1 = C1

C ′
2 = C2 − C1

C ′
3 = C3 − 2C1

= rg


1 0 0
3 1 0
−2 −1 0
2 2 0
3 −1 0



C ′′
1 = C ′

1

C ′′
2 = C ′

2

C ′′
3 = C3 + 3C1

= 2 (matrice échelonnée en colonnes).

On en conclut que dimF = rgA = 2.
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(b) On peut présenter la recherche d’une base de la façon systématique suivante : on fixe un vecteur x ∈
R5 ; on écrit la condition que x appartient à F comme un système linéaire dont les inconnues sont
les coefficients de la combinaison linéaire de (v1,v2,v3) ; on met ce système sous forme triangulaire ;
on discute le système ainsi obtenu.
Plus précisément, soit x = (x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5. On a les équivalences suivantes :

x ∈ F ⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3, x = λ1v1 + λ2v2 + λ3v3

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3,


x1
x2
x3
x4
x5

 =


λ1 + λ2 + 2λ3
3λ1 + 4λ2 + 3λ3
−2λ1 − 3λ2 − λ3
2λ1 + 4λ2 − 2λ3
3λ1 + 2λ2 + 9λ3



⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3,


λ1 + λ2 + 2λ3 = x1
3λ1 + 4λ2 + 3λ3 = x2

−2λ1 − 3λ2 − λ3 = x3
2λ1 + 4λ2 − 2λ3 = x4
3λ1 + 2λ2 + 9λ3 = x5

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3,


λ1 + λ2 + 2λ3 = x1

λ2 − 3λ3 = −3x1 + x2
− λ2 + 3λ3 = 2x1 + x3
2λ2 − 6λ3 = −2x1 + x4
− λ2 + 3λ3 = −3x1 + x5

⇐⇒ ∃(λ1, λ2, λ3) ∈ R3,


λ1 + λ2 + 2λ3 = x1

λ2 − 3λ3 = −3x1 + x2
0 = − x1 + x2 + x3
0 = 4x1 − 2x2 + x4
0 = −6x1 + x2 + x5

⇐⇒


0 = − x1 + x2 + x3
0 = 4x1 − 2x2 + x4
0 = −6x1 + x2 + x5.

NB : La dernière équivalence est essentiellement triviale. Le sens =⇒ est évident : s’il
existe une solution au système, ses trois dernières équations sont satisfaites.
Le sens ⇐= est presque évident parce qu’on a un système triangulaire. En effet, il
faut montrer l’existence d’une solution (λ1, λ2, λ3) à un système de cinq équations sous
l’hypothèse que les trois dernières, qui ne portent que sur les xi, sont satisfaites. Pour
cela, on choisit λ3 arbitrairement ; on trouve λ2 à l’aide de la deuxième équation puis λ1
à l’aide de la première, ce qui donne une solution !

Fin de réponse courte 1. Une base de F⊥ est donnée par les membres de droite des trois équations
du dernier système – et en particulier, dimF⊥ = 3 et dimF = 5− 3 = 2 :

(φ1, φ2, φ3) =
(
−e∗1 + e∗2 + e∗3, 4e

∗
1 − 2e∗2 + e∗4, −6e∗1 + e∗2 + e∗5

)
.

Fin de réponse longue. Nommons les formes linéaires données par les membres de droite du dernier
système : pour x = (x1, . . . , x5) ∈ R5, on pose

φ1(x) = − x1 + x2 + x3

φ2(x) = 4x1 − 2x2 + x4

φ3(x) = −6x1 + x2 + x5

i.e.


φ1 = − e∗1 + e∗2 + e∗3
φ2 = 4e∗1 − 2e∗2 + e∗4
φ3 = −6e∗1 + e∗2 + e∗5

Ces formes sont linéairement indépendantes.

1. Ici comme plus bas, les e∗i forment la base canonique de R5, i.e. e∗i : R5 → R, (x1, . . . , x5) 7→ xi (pour 1 ⩽ i ⩽ 5).
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On peut le justifier par la forme échelonnée de la matrice de la famille (φ1, φ2, φ3) dans
la base canonique de

(
R5

)∗ ou mieux, par le fait qu’on les a obtenues en effectuant
des opérations élémentaires inversibles sur les lignes des systèmes successifs et que les
formes dans les membres de droite du système initial, qui ne sont autres que les e∗i , sont
linéairement indépendantes.

Bref, la dernière équivalence exprime que

F = kerφ1 ∩ kerφ2 ∩ kerφ3.

Comme (φ1, φ2, φ3) est libre, c’est une base de F⊥.

En effet, complétons la famille (φ1, φ2, φ3) en une base Φ = (φ1, . . . , φ5) de
(
R5

)∗ et
soit u = (u1, . . . ,u5) la base antéduale 2 de Φ dans R5. On se convainc que

F = kerφ1 ∩ kerφ2 ∩ kerφ3 = vect(u4,u5)

(les vecteurs de R5 sont les α1u1 + · · · + α5u5 avec α1, . . . , α5 ∈ R ; l’intersection des
noyaux est formée de ceux tels que α1 = α2 = α3 = 0, c’est-à-dire vect(u4,u5)), puis
que

F⊥ = vect(u4,u5)
⊥ = vect(φ1, φ2, φ3)

(les formes de
(
R5

)⊥ sont les φ = β1φ1+· · ·+β5φ5 avec β1, . . . , β5 ∈ R ; l’orthogonal de F
est formé des φ telles que φ(u4) = φ(u5) = 0 (pourquoi ?), c’est-à-dire β4 = β5 = 0).

Remarque.
— On retrouve que dimF = 5− 3 = 2 : on pouvait donc s’épargner les calculs de la question a.
— On a mieux : en partant de x = 0, pour tout λ3, on peut trouver un unique couple (λ1, λ2)

tel que (λ1, λ2, λ3) est solution. Le couple (λ1, λ2) qui convient pour λ3 = −1 donne donc une
expression v3 = λ1v1 + λ2v2. Autrement dit, (v1,v2,v3) est liée et, par unicité, (v1,v2) est
libre. Autrement dit, (v1,v2) est une base de F .
Vous allez dire que ce n’est pas un scoop : il y a une semaine que nous savons que F est de
dimension 2 et il est évident que v1 et v2 ne sont pas colinéaires... L’intérêt est qu’en général,
un sous-produit de la résolution du système est de sélectionner une sous-famille qui est une
base de l’espace engendré.

Exercice 5 (espaces de polynômes). On fixe n ∈ N et on note E = Kn[X].
1. Des bases de E et E∗

(a) Soient α0, . . . , αn des scalaires deux à deux distincts. Pour i ∈ {0, . . . , n}, on note φi :
E → K, P 7→ P (αi). Montrer que (φ0, . . . , φn) est une base de E∗ et déterminer sa base
antéduale.

Solution. Première méthode. On reconnaît un problème d’interpolation classique dont la
solution est apportée par les polynômes de Lagrange. Avec la maturité du regard de L3, on
peut les retrouver sans parachutage.
On cherche en effet des polynômes L0, . . . , Ln ∈ E tels que φi(Lj) = δij , c’est-à-dire
Lj(αi) = δij . Fixons j. On veut que Lj s’annule en les n scalaires αi (i ̸= j), qui sont
deux à deux distincts, donc Lj est divisible par le produit des X −αi (i ̸= j) ; on veut qu’il
soit de degré au plus n donc il est de la forme c

∏
i ̸=j(X − αi) ; enfin, on veut qu’il prenne

la valeur 1 en αi, ce qui donne la valeur de c et

∀j ∈ {0, . . . , n}, Lj(X) =
∏
i ̸=j

X − αi
αj − αi

.

2. Cela signifie que Φ est la base duale de u. On peut identifier u à la base duale de Φ, qui est une base du dual
de

(
R5

)∗, c’est-à-dire
(
R5

)∗∗, qui est naturellement isomorphe à R5∗.
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Il est immédiat de vérifier que l’on a bien Lj(αi) = δij pour tous i et j.
Deuxième méthode : avec un déterminant de Vandermonde 3. On applique les φj à la base
canonique de E :

∀i, j ∈ {0, . . . , n}, φj(X
i) = αij .

Comme les αj sont deux à deux distincts, la matrice A =
(
αij

)
0⩽i,j⩽n est inversible 4 On en

déduit que la famille (φj)0⩽j⩽n est libre et qu’elle est génératrice (la deuxième partie, pour
le plaisir...).
Soit (λ0, . . . , λn) ∈ Kn+1 tel que

∑n
j=1 λjφj = 0. En évaluant en Xi, on obtient un système

de n+ 1 équations à n+ 1 inconnues λj :

∀i ∈ {0, . . . , n}, λ0a
i
0 + · · ·+ λna

i
n = 0.

Comme on vient de le voir, la matrice V =
(
aji
)
0⩽i,j⩽n de ce système est inversible : il en

résulte que λ0 = · · · = λn = 0, donc (φj)0⩽j⩽n est libre.

En fait, étant donné M =
(
µ0 µ1 · · · µn

)T ∈ Mn+1,1(K), le système

∀i ∈ {0, . . . , n}, λ0a
i
0 + · · ·+ λna

i
n = µi

admet une unique solution et sa solution Λ =
(
λ0 · · · λn

)T est Λ = V −1M . Cela exprime
que (φj)0⩽j⩽n est génératrice et que la matrice de passage de la base duale de la base
canonique à la base (φ0, . . . , φn) est V .
Variante. En notant ei = Xi et e∗ = (e∗0, . . . , e

∗
n) la base duale de la base canonique, on peut

remarquer que φj(Xi) est le coefficient bij de e∗i dans l’expression de φj comme combinaison
linéaire de e∗ : si φj =

∑n
i=1 bije

∗
i , on obtient en évaluant en ei = Xi l’égalité φj(Xi) = bij .

Autrement dit, la matrice de Vandermonde V est la matrice de la famille (φ0, . . . , φn) dans
la base e∗. Le fait qu’elle est inversible exprime que cette famille est une base.
Remarque. L’inconvénient de cette approche est qu’elle ne décrit pas simplement la base
antéduale. En la rapprochant de la première méthode, elle permet tout de même de dire que
la matrice de passage de la base canonique à la base des polynômes de Lagrange est

(
V −1

)T.

Exercice 6 (familles de formes linéaires et hyperplans). Soit E un espace vectoriel de dimension finie
sur K et φ,φ1, . . . , φp ∈ E∗.

1. On suppose d’abord que la famille (φ1, . . . , φp) est libre. Démontrer que φ est combinaison linéaire
des (φi)1⩽i⩽p si et seulement si kerφ ⊃ kerφ1 ∩ · · · ∩ kerφp.

2. Démontrer que le résultat est encore vrai pour une famille quelconque (φ1, . . . , φp).

Remarque. Il est sain de remarquer que si p = 1, on retrouve le résultat de l’exercice 3 de la feuille :
deux formes linéaires sont colinéaires SSI elles ont le même noyau.

Variante de l’exercice 6 (familles de formes linéaires et hyperplans).
1. Soient E, F etG trois espaces vectoriels de dimension finie sur K et soient φ : E → G et θ : E → F

deux applications linéaires. Démontrer qu’il est équivalent de dire :
(i) il existe ψ : F → G linéaire telle que φ = ψ ◦ θ ;
(ii) ker θ ⊂ kerφ.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K et φ,φ1, . . . , φp ∈ E∗.

3. Solution proposée à la suite d’une suggestion de l’un d’entre vous.
4. Le déterminant de A est un déterminant de Vandermonde, qu’il est sain de connaître ou de savoir retrouver :

detA =
∏

1⩽k<l⩽n(αl − αk). En effet, si l’on voit detA comme un polynôme en αn, avec α0, . . . , αn−1 fixés :
— il est de degré au plus n− 1 (développer par rapport à la dernière ligne) ;
— le coefficient de αn−1

n est le déterminant
(
αi
j

)
0⩽i,j⩽n−1

(idem) ;
— il admet α0, . . . , αn−1 pour racines (si αn = αj pour un 0 ⩽ j ⩽ n− 1, la matrice a deux lignes égales).
On en déduit une relation de récurrence et on initialise avec le cas n = 2.
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(a) Soit θ : E → Kp, v 7→
(
φ1(v), . . . , φp(v)

)
. Quel est le noyau de θ ?

(b) En appliquant le résultat de la question 1 à φ : E → K et θ : E → Kp définie ci-dessus,
retrouver l’équivalence de l’exercice 6.

Solution. 1. Cette question sera traitée en détail « comme dans un cours » ci-dessous.
2. (a) Soit v ∈ E. Alors θ(v) = 0 (dans Kp) SSI φ1(v) = · · · = φp(v) = 0 SSI v ∈ kerφ1∩· · · kerφp.

Ainsi, le noyau de θ est l’intersection kerφ1 ∩ · · · kerφp.
(b) D’après la question 1 et la description du noyau de θ, l’inclusion kerφ ⊃ kerφ1 ∩ · · · kerφp

est équivalente à l’existence de ψ : Kp → K telle que φ = ψ ◦ θ.
Or une application linéaire ψ : Kp → K est de la forme (y1, . . . , yp) 7→ a1y1 + · · · + apyp
pour une matrice

(
a1 · · · ap

)
∈ M1,p(K) convenable. L’existence de ψ équivaut donc à

l’existence de scalaires a1, . . . , ap ∈ K tels que

∀v ∈ E, φ(v) = a1φ1(v) + · · ·+ apφp(v),

c’est-à-dire que φ est une combinaison linéaire de (φ1, . . . , φp).

Revenons-en à la première question, que l’on érige en lemme.

Lemme. Soient E, F et G trois espaces vectoriels (de dimension finie) sur K. Soient φ : E → G
et θ : E → F deux applications linéaires. Il est équivalent de dire :

(i) il existe ψ : F → G linéaire telle que φ = ψ ◦ θ ;
(ii) ker θ ⊂ kerφ.

Le diagramme ci-dessous peut aider à visualiser la situation.

E
θ //

φ ��

F

∃ψ?��
G

Démonstration. (i) =⇒ (ii) : Supposons l’existence de ψ telle que φ = ψ ◦ θ et prouvons (b). Soit
donc v ∈ ker θ. Alors φ(v) = ψ

(
θ(v)

)
= ψ(0) = 0, de sorte que v ∈ kerψ.

(ii) =⇒ (i) : Supposons que ker θ ⊂ kerφ. On forme une base de E par complétions successives à
l’aide du théorème de la base incomplète. On part d’une base (e1, . . . , er) de ker θ. On la complète en
une base (e1, . . . , er, er+1, . . . , ep) de kerφ. Enfin, on la complète en une base (e1, . . . , ep, ep+1, . . . , en)
de E. Ainsi, vect(e1, . . . , er) = ker θ, E1 = vect(er+1, . . . , ep) est un supplémentaire de ker θ dans kerφ
et E2 = vect(ep+1, . . . , en) est un supplémentaire de kerφ dans E. On a aussi

E = kerφ⊕ E2 = ker θ ⊕ E1︸ ︷︷ ︸
kerφ

⊕E2.

D’après le théorème du rang 5, la restriction de θ à E1 ⊕ E2 est une bijection de E1 ⊕ E2 sur

5. On applique ici à E3 = E1 ⊕ E2 la version suivante du théorème du rang.

Théorème (du rang, « version abstraite »). Soit θ : E → F linéaire. Soit E3 un supplémentaire de ker θ. Alors la
restriction de θ à E3 est un isomorphisme de E3 sur im θ.

Démonstration. Soit v dans le noyau de la restriction de θ à E3. Cela signifie que v ∈ E3 ∩ ker θ, qui est le sous-espace
nul : ainsi, v = 0. Cela montre que la restriction de θ à E3 est injective.

Par ailleurs, l’image de la restriction de θ est contenue dans l’image de θ. Montrons qu’il y a égalité. soit w dans l’image
de θ. Il existe v ∈ E tel que w = θ(v). On écrit v = v0 + v3 avec v0 ∈ ker θ et v3 ∈ E3. Alors w = φ(v0)+φ(v3) = φ(v3) :
ainsi, w est l’image par θ d’un élément de E3. Cela montre que la restriction de θ à E3 est une surjection sur im θ.
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l’image F3 de θ. En particulier, la famille

(fr+1, . . . , fn) =
(
θ(er+1), . . . , θ(en)

)
est libre 6. On la complète en une base (fr+1, . . . , fn, fn+1, . . . , fm) de F .

Voici comment on peut voir les choses.

E : e1k

θ

		

N

φ

��

, . . . , erk

θ

		

N

φ

��

, er+1j

θ
		

O

φ

��

, . . . , ep
j

θ
		

O

φ

��

, ep+1
j

θ
		

O

φ

��

, . . . , enk

θ
		

N

φ

��

F : 0 , . . . , 0 , fr+1 , . . . , fp , fp+1 , . . . , fn , fn+1 , . . . , fm

G : 0 , . . . , 0 , 0 , . . . , 0 , φ(ep+1) , . . . , φ(en) 0? 0?

On peut à présent définir ψ par l’image de la base de F que l’on vient d’introduire. On pose

ψ(fj) =


0 si r + 1 ⩽ j ⩽ p,

φ(ej) si p+ 1 ⩽ j ⩽ n,

0 si n+ 1 ⩽ j ⩽ m.

La relation φ = ψ ◦ θ se vérifie sur la base (e1, . . . , en) de E, puisque, par construction de ψ :
— si 1 ⩽ i ⩽ r, alors φ(ei) = 0 et ψ ◦ θ(ei) = ψ(0) = 0 ;
— si r + 1 ⩽ i ⩽ p, alors φ(ei) = 0 et ψ ◦ θ(ei) = ψ(fi) = 0 ;
— si p+ 1 ⩽ i ⩽ n, alors ψ ◦ θ(ei) = ψ(fi) = φ(ei).

Cela conclut la démonstration.

Exercice 7 (bases duales).

1. Soit E de dimension n, soit e = (e1, . . . , en) une base de E. On cherche la base duale de

(a) e′ = (e2, e1, e3, . . . , en) ;
(b) e′′ = (λe1, e2, e3, . . . , en) avec λ ∈ K∗ ;
(c) e′′′ = (e1 + λe2, e2, e3, . . . , en) avec λ ∈ K.

Solution. Soit v =
∑n

i=1 xiei. Il s’agit d’exprimer v comme combinaison linéaire de e′, e′′ et e′′′.

(a) On a v = x2e2 + x1e1 + x3e3 + · · · + xnen donc le coefficient de e′1 = e2 dans e′ est
e′1

∗(v) = x2, celui de e′2 = e1 est e′2
∗(v) = x1, les autres sont inchangés. La base duale de e′

est e′∗ = (e∗2, e
∗
1, e

∗
3, . . . , e

∗
n).

Matriciellement, on vérifie que la matrice de passage de e à e′ est la matrice diagonale par
blocs P ′ = diag

((
0 1
1 0

)
, In−2

)
, qui est inversible, donc la matrice de passage de e∗ à e′∗ est

la transposée de l’inverse, (P ′−1)T = diag
((

0 1
1 0

)
, In−2

)
. On retrouve e′∗.

(b) On a v = 1
λx1(λe1) + x2e2 + x3e3 + · · · + xnen donc le coefficient de e′′1 = λe1 dans e′′ est

e′′1
∗(v) = 1

λx1, celui de e′′2 = e2 est e′′2
∗(v) = x2, les suivants sont inchangés aussi. La base

duale de e′′ est e′′∗ =
(
1
λe

∗
1, e

∗
2, . . . , e

∗
n

)
.

Matriciellement, la matrice de passage de e à e′ est la matrice diagonale P ′′ = diag(λ, 1, . . . , 1),
qui est inversible, donc la matrice de passage de e∗ à e′′∗ est la transposée de l’inverse,
(P ′′−1)T = diag

(
1
λ , 1, . . . , 1

)
. On retrouve e′′∗.

Remarque. C’est naturel ! Quand on change d’unité en passant par exemple du mètre au
kilomètre (la taille de l’étalon est multipliée par mille), les mesures sont divisées par mille.

6. L’image d’une famille libre par une application linéaire injective est libre. En effet, soit (v1, . . . , vh) une famille
libre et θ une application linéaire injective. Soit (λ1, . . . , λh) ∈ Kh tel que λ1θ(v1)+ · · ·+λhθ(vh) = 0. Par linéarité, cela
signifie que θ(λ1v1 + · · ·+λhvh) = 0. Par injectivité de θ, il vient λ1v1 + · · ·+λhvh = 0. Puisque la famille est libre, cela
donne λ1 = · · · = λh = 0. D’où l’indépendance linéaire de

(
θ(v1), . . . , θ(vh)

)
.
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(c) On fait apparaître de force e′′′1 = e1 + λe2 et on corrige :

v = x1(e1 + λe2) + (−λx1 + x2)e2 + x3e3 + · · ·+ xnen.

On en déduit que le coefficient de e′′′1 dans e′′′ est e′′′1
∗(v) = x1, celui de e′′′2 est e′′′2

∗(v) =
−λx1+x2, les coefficients suivants sont inchangés. La base duale de e′′′ est e′′′∗ = (e∗1,−λe∗1+
e∗2, e

∗
3, . . . , e

∗
n).

Matriciellement, la matrice de passage de e à e′′′ est la matrice diagonale par blocs P ′′′ =
diag

((
1 0
λ 1

)
, In−2

)
, qui est inversible, donc la matrice de passage de e∗ à e′′′∗ est la transposée

de l’inverse, (P ′′′−1)T = diag
((

1 −λ
0 1

)
, In−2

)
. On retrouve e′′′∗.

2. Soit v0 = (v1, . . . , vn−1) une famille libre de E et φ ∈ E∗. Donner une CNS pour que l’on puisse
compléter v en une base v = (v1, . . . , vn) de sorte que φ = v∗n, le dernier élément de la base
duale v∗ de v.

Solution. S’il existe un tel vecteur vn, alors φ(v1) = · · · = φ(vn−1) = 0, c’est-à-dire que v1, . . . , vn−1

sont dans le noyau de φ. Comme c’est une famille libre de cardinal n − 1 = dimkerφ, c’en est
une base.
Réciproquement, supposons que (v1, . . . , vn−1) soit une base du noyau de φ. Soit w un vecteur
n’appartenant pas à ce noyau et soit vn = 1

φ(w)w. Alors v = (v1, . . . , vn−1, vn) est une base de E :
en effet, vect(v1, . . . , vn−1) = kerφ et vect(vn) sont supplémentaires (leur intersection est triviale
puisque φ(vn) = 1 et la somme des dimension est n). De plus, si (v∗1, . . . , v∗n) est la base duale
de v, alors v∗n = φ puisque φ(v1) = · · · = φ(vn−1) = 0 et φ(vn) = 1.

Exercice 8. Soit n ∈ N et soit E = Mn(K).

1. Produit des matrices élémentaires : EijEkl = δjkEil pour tous i, j, k, l ∈ {1, . . . , n}.
2. Pour toute forme linéaire φ ∈ E∗, il existe une matrice M unique telle que φ(A) = tr(MA) pour

tout A ∈ E.

3. La trace est l’unique forme linéaire φ telle que φ(In) = n et φ(AB) = φ(BA) pour tous A,B ∈ E.

4. L’espace engendré par les commutateurs est le noyau de la trace.

5. L’ensemble des commutateurs est le noyau de la trace.

Solution. 1. (Vu en TD.) On fixe i, j, k, l. Classiquement, δxy = 1 si x = y et δxy = 0 si x ̸= y.
Première version. On a Eij = (δiuδjv)1⩽u,v⩽n et Ekl = (δkuδlv)1⩽u,v⩽n. Pour u, v ∈ {1, . . . , n}, le
coefficient d’indice (u, v) de EijEkl est

(EijEkl)uv =
n∑

w=1

(Eij)uw(Ekl)wv =
n∑

w=1

δiuδjwδkwδlv = δjkδiuδlv.

Explication de la dernière égalité : si j ̸= k, un indice w ne peut pas être égal simultanément à j
et à k donc δjwδkw = 0 ; si j = k, le seul indice w pour lequel le produit δjwδkw n’est pas nul est
w = j et il vaut alors 1. On reconnaît le coefficient d’indice (u, v) de δjkEil.
Deuxième version. La matrice Ekl est la matrice, dans la base canonique (e1, . . . , en) de Kn, de la
multiplication par Ekl : elle envoie el sur ek et annule eh pour h ̸= l. De même, la multiplication
par Eij envoie ej sur ei et annule eh pour h ̸= j. Quand on compose ces deux applications, on
voit que el est envoyé sur ei si k = j et annulé si k ̸= j, et que eh est annulé si h ̸= l. Cela montre
que EijEkl = δjkEil.

2. (Vu en TD aussi.) SoitM = (mij)1⩽i,j⩽n ∈ E, de sorte queM =
∑

1⩽i,j⩽nmijEij . Calculons φM :

A 7→ tr(MA). Pour (k, l) ∈ {1, . . . , n}2, on a :

MEkl =
∑

1⩽i,j⩽n

mijEijEkl =
∑
i

mikEil
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donc (vu que trEil = δil pour tout (i, l))

tr(MEkl) =
∑

1⩽i⩽n

mik tr(Eil) = mlk.

Cela montre que
φM =

∑
1⩽k,l⩽n

mlkE
∗
kl.

Puisque lesE∗
kl forment une base, la propriété à démontrer devient évidente : si φ =

∑
1⩽k,l⩽n xklE

∗
kl,

la matrice M = (xlk)1⩽k,l⩽n convient – c’est-à-dire que φ = φM – et c’est la seule.

3. Il est bien connu que la trace satisfait aux deux propriétés énoncées. Pour (re)démontrer la
deuxième, on peut utiliser la première question : pour i, j ∈ {1, . . . , n}, la trace de Eil est∑

1⩽u⩽n

(Eil)uu =
∑

1⩽i⩽n

δiuδlu = δil

et donc trEijEkl = δjk trEil = δilδjk, expression symétrique en (i, j) et (k, l). On en déduit
l’égalité trAB = trBA par de la bilinéarité de l’application (A,B) 7→ trAB (provenant de la
bilinéarité du produit et de la linéarité de la trace).
Pour la réciproque, soit à présent φ ∈ E∗ telle que φ(In) = n et φ(AB) = φ(BA) pour
tout (A,B) ∈ E2. Soit M = (mij)1⩽i,j⩽n telle que φ = φM . Montrons que M = In.
Fixons i ̸= j. On remarque d’abord que EijEjj = Eij alors que EjjEij = 0. On en déduit que

mji = tr(MEij) = tr(MEijEjj) = tr(MEjjEij) = tr(0) = 0.

D’autre part, on a EijEji = Eii et EjiEij = Ejj donc

mii = tr(MEii) = tr(MEijEji) = tr(MEjiEij) = tr(MEjj) = mjj

donc M est un multiple de l’identité, disons M = λIn. Comme K est de caractéristique 0, de
l’égalité n = φ(In) = tr(M In) = nλ on tire λ = 1. Ainsi, M = In et φM = tr.
Remarque. Cette solution bien parachutée est hypocrite : pour la trouver j’ai utilisé les relations
de la question suivante...

4. On commence par vérifier que pour i ̸= j,

Eij = EiiEij − EijEii ;

Eii − Ejj = EijEji − EjiEij .

Cela démontre que les n2 − 1 matrices linéairement indépendantes suivantes sont des commuta-
teurs :

Eij (1 ⩽ i ̸= j ⩽ n), Eii − Enn (1 ⩽ i ⩽ n− 1).

[Il y en a n2 − n du premier type et n − 1 du deuxième type, soit n2 − 1 en tout. Elles sont
linéairement indépendantes car la matrice de la famille dans la base canonique convenablement
ordonnée 7 est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.] Ainsi, l’espace engendré par
les commutateurs est de dimension au moins n2 − 1.
Bien sûr, l’identité n’est pas un commutateur puisque sa trace n’est pas nulle alors que la trace
d’un commutateur l’est. Cela montre que l’espace engendré par les commutateurs est de dimension
au plus n2 − 1.
Au bilan, l’espace engendré par les commutateurs est exactement le noyau de la trace.

7. Mettre d’abord les Eij avec i ̸= j dans un ordre arbitraire, puis (E11, . . . , En−1,n−1, Enn).
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