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Chapitre II: Espaces euclidiens

Por celles et ceux qui étaient en L2 ici, ce chapitre ester condensé de
révions du programme d'Algèbre 4 (Chapites I à Il du cous de A. Tchoudyen
en 25-26). Je vais allu un peu plus vite que dans les chapitres précédents, en

passent certaines demonstrations, afin d'avori plus de temps pour traiter le

chapitre suivant, sur les espaces hermitiens. (su C au lieu de R).

Dors tout ce chapitre, on considère des PR-espaces vectories de dimension finie.

Produit scalaué, norme euclidionne

Définition: un pesduit scalaué sue un R-ev (de dimenson finie) est

une forme bilinéaie symétrique telle que la ferme quadiatique associée

soit définie positive. dorsqu'il n'y a pas d'am'biguité, en notera <.,.>

ce produit scalaie : por tont x, y EE, (x,y>= flx, y), où fest

bilinéaie symétique su E et pan tent x € E130}, <x,x> = f(x, x) > 0 .

• à tout pisduit scalarié <.,.> en associé la norme définiè par

||x|l=V<x,x> poui tont x €E. On dit que c'est une norme euclidienne

Rappel: une norme sur E est une application N: E -￫ Rt telleque

1x N(OE)=0 et N(x) > 0 portont xE EXO€}.

27 pantout sEE, tout > ER, N(Ix) = 12|N(x). (repasoublei |.1!)

3* poutont (2,y) EExE, N(x+y) ≤ N(x) + Ny) : inégalité triangulave.

La "définition" de la norme euclidionne assoiré à un produit scalarie

nécessite de dementiel que des bres une norme. Les pispiétés 1 et 2 découlent

Ju fait que x f(x,») est définie positive et que f est lilinéaire. C'ésc

l'inégalité targulaie qui demande un peu de travail. On peut la vavicomme

une conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz: |<x, y>|≤ |1x1| l'11,

pourtout (ziy) € ExE. En effet, on a Naty||'=||«||'+|| ||'+ 2 <xiy >

(par linéaité + symétrie de f), d'où 11x+y2 ≤ 11x1'+ | 1'7 2 11x1|1y11 =
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Orthogonalité

a) Vecteus orthogonarex

Définition Dans un espace encliden (E, <.,.>), deux vecteus s, y sont duts
orhogonaux si <x, y>= 0. On note x 1y.

Pan tonte partie A de E, At = {oEE; Vy€A, x1 y }.

Chérème (Pythagore) Pour tont (x, y) CEXE, E espace euclidien,

Ceci est une conséquence inimédiate de l'identité de polausation. (n°1).

Proposition: soit (E,c.,.>) un empace cuchidien. Abors
• Et = {E] • Pou ACE, At = (rectA). SiF<E, 1=|1., up) base de F,

#= {xEE; HiELPD, <x, Mi>= 0}, et E = FOFt • F ⼩ F .

ceci est une application d'un resulat m au chapitre IL, le pioduit scalarié

étant, par définition, non-dégénéré (sen noyau est inclus dans le cône isotrope = {°€}) +
,F,C(Ft) - et dimensions égales.

b) Familles orthogonales / orthonormees

Definition: Dans un espace euclidien (E, <.;:>), une famille 11= (u1..,1p)

est dite orthogonale si ‹ui, Uj>=O pur tout (ij) avec it j,

et athonorméé si <Mi, uj>= dij pour tout (ij) (ci ||Mill=1 pontouti).

Une base orthogonale / erthonormeé de E est une base et une famille ortegonale/orthonormed.

Exercice: m.q. tante farnille orthogonale de verteus non nuls est libre.

c) Projections orthogonales

Proposition: si (E, <.;>) es un espace euclidien et F<E escmuni d'une
base orthogorale 11= (M...., 1p), alors portant x € E, 0= E<x, uiz uit 4

aver y E Ft Les applastiosto￫ ={x, 4i> ui et xx-N=(x) sont les

profections orthogonales respectivernent sur Fet. Ft

Exercice: véifier que Tr et d-Ip sont des projecteus, ié TpOTTp=T=

ram pom ide-Tr, et ker Tp = Ft,> im "p=F.
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En particulei, si e(e...Em) est une base erthogonale de E,

pourtout x € E, x= <x, ei> ei.
i ⼆ 1 Meille

Si de plus e est orthonormee, == Fese et pan tout eFI
<xy>= = «x, ei><y, >, ce qui s'écit du part de me matiail.

く ｽ ､ ﾋﾟ ﾍﾞ ﾝ

<x, y>= avec X =
く y , e ̂  〉

≤ 2 , E m > ) <y, en>

2) Orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Chérème : Soit (E, <.,.>) un espace euclidien et 11= (u.,., u,) une farmille

libre de E. Pontont BE [1, pI m note U = vect (Us.., 18).

Alrs il existe une famille orthornarmée 2= (e1,.., ep) telle que porn tout l€ [1 p],

vect (en..., en) = Uk.

preuse: on définit = par recumence (finis) en posant:

e n i = -11UI ' et si (en,.., ¼) a déjà été constrint pour kE[1, p-1],

on pose Ek+1 = . (Mkr, li> Ei, quiest dâ tous

les ei, i€ II1, kJ.

En particulie, on peut toujons muni un espace euclidien d'une base orthonormeé.
Et Si F<E, si (e..., ep) est une base enthonorée de F, on peut la compléter

en une base orthonorméé (er..., en) de E et (ept..., en) est alors une
basenthonormee de F- (exercice)

e) Point de rue analytique

Proposition: soit F<E, empoce euclidien. Pom tant se EE,

preuve: Sat xEE, z=Пр(x), y EF. ||х-у|1'=||з-у||'+||x-з||2
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Endomorphisines d'un espace euclidien (E, <.,.>) ALBAM IV - S

a) Adjoint

Proposition: si u ELLE) il existe un uniqué u* € LIE) t.g. porbout (r,y) EEXE,

<ux), y > = <x, u*(y)> Si e=(e1... en) esture bose arthonormée,

mate u*= (mate u). On dit que ut est l'adjovat de u.

kewe: Pardefinition de u*, pom tont j'€ [1, nI, ‹Ei, ut (ej) > = {ulei), ej> .

J'on, puisque la base est orthornormée, bii = Oji, por A (ij).
< ei, ej> = Sij. - (faux sinon).

b) Endomorphesvres symétijeus.

Définiton: si u EL(€), ondet que u est symétique si u=1*, ié
pomtout (x, y) € ExE, <Mx, y >=<x, My)>.

Proposition: si u est symétique, sa matice dans toute base orthonormée est

symetique. Tante matuce symétique est la matice dans ure base orthonormée

d'endomorphisme symétique.

Proposition: si u est symétrique, si F<E cor stable par u alors Ft'aussi.

Proposition: toute projection ethogonale est symétrique.

• Si u € LIE) est symétiere et idempotente, ié uau=u, alors c'ést une

projedion arthogonale (su son image, E = im u ker u, somme ducte orhozonale).

ехечисе..
(si y = u(x) € keru alors (usu) (x) = ulx) = 0, donc y =0.

demE = demi emi + dimber u.)

Théorème spectral: . Tout endomorphisme est diagonalisable dans une base er thonormée

et de valeurs propres réelles. symétrique
• Pour toute matrice symétiere réellé, il este une matuca diagonale réelle et une

matrica de passage P telle que PT =P1; A=PTDP

d'énoncé maticiel repose sur le fait que la matuce de passage l'are deux BON
vérifie . Prewe: e ere' deux BON. <ei, ej>=Sij =<éi, éj >

matice orthogonale (déf.)
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lom tont vij, <éie'j> = [
★ 1 1 ﾒ ﾆ 1

Thi Pli [Ee, ek> = 2Bes PhiPkj = (PTP)i;.
бек

c) Endomorphisnes orthogonaux

Proposition: sout u €L(E). Les deux propuétés suivorntes sont équivalentes '

(i) 1l présene le produit scalane: por tout (x,y) € EXE, < 11x), uly) > =<x, y >.

(i) u presérve la norme euclidienne: por tout x €E, lu(x)||= |/x||.

A (i) semble + forte que (ii); mais en a bien lil =￫ (i) car: si (i) es: varé,

pom tout (x, y) CÈXE, Nulzty)||= ||xty1? En développanteten simplifinat,

en deduit (ulx), uly) >=<», y>.

Delinition: un endomorphisme reifiank (1) (i) est appelé orthogonal.

Remarque: Un endomorphionie orthegonal préseve l'antogonalité: si x 1 y alors

u (x) 1 uly), si u est ortogonal.

Attention: une profection erthogonale sur un sev "propie" F $E, F${0€}

n'est pas un endomorphisie ortogonal.

(si Fest de dimension &€[1, n-1I, soit x $ (FUF): x=I=(2) + z
の ﾏ 

､

Done lall > Il yll: T me présewe pas la norme, )
id_I= non plus

Chéorème: Dans un espacé de dimension n>, 1, les propriétés suivantes sont equivalentes,

(i) u est un endomorphisme orthogonal;

(i) u est un isomorphesme de E et e*=U;
(i) Il existe une base orthornormcé de E où la matuce de u est ertogonale.
(is) Porn toute base
(>) Il existe une
(i) Pon tonte base

- telle que con image par u soit une BON.
-, l'image par u esteme BON.

Carollave: Une matice cancé est artogonale soi c'est la matuce de parosage
entre deux bases or thonormées

Exemples: les reflexions s

sont des endomorphesmes orthagonaux.

», les symétries centiales , les rotations
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Remarque: si Mes une mature ortegonale, ié MM=MM=In,

(détM) = 1, donc détM = 1 ou =1.
Définition: si u €: O (E), l'ensemble des endomorphismes orthogonaux,

si detu = 1, en dit que c'est une isométué duède,

si detu=- 1; _indirecte .

Exemples: = dans 1R}, rotations: isométres directes,
réflexions ￫ symétués axiales: - indirectes,

symétries centrale (= rotation d'angle 1/2!) :isométie directe.

• dans 1R}, rotations âun axe: issméties durectes,
symétuis à un plan (réflexions) induectes,
suprétie centrale (=-id): endirecte!

Proposition: si u est orthogonale, si F<E est stable par M, alors Ftaussi

(MIF est un isomorphesme de F : pan tout ZEF, ilexite x€F; Z=ux).

Porn tout y € Ft ; «Ly donc u(x) 1uly), ii 3 tuly). Donculy) EFt.)

Remaique: les seules valeurs poques néelles d'un endomorphismé orthogonal

sont 1 ou -1; ses valeu: propres complexes sont conjuguées deux à deux et de

module 1.

Proposition: L'ensemble O(E) des endomorphismes orthogonaux est en
sous-grape du groupe linéaie GLCE) (isomorphimes de E)

L'nsemble SOLE)= {uC O(E); detu=1] st un sons groupe destingué de OlE).
stable pou conj'ugauson.

{MEOCE); dét u=-1} n'éstpas un sous-gpe siME SOLE), VEO(E),

puisque ide n'y est pas. N'ouOV E SO(E).

Chérème: si u EOCE), il existe ume BON de E, (Ei) E {-1,1,
(Q) € (R/3)'' (sin=dien E) tel que la matrice de u dans cette base sout la
mattice diagonale par blocs

- Es Ror. (valems propres: e iOs!)
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