ALGEBRE 3 - FEUILLE 6 - CORRECTIONS Exercice 1

Rappels de cours Enoncé Pour chacun des endomorphismes f: E — E suivants et cha-

o . . cune des valeurs de A listées, donner une base de Ex(f) = ker(f—AIde),
Soit E, F deux espaces vectoriels et soit f € £(E, F). .
et dire si A est valeur propre de f ou non :

1. Un vecteur v € E est un vecteur propre de fsiv # Og et §'il existe A € K
o2 2 X 3x + 2y
. f:R* =R tq f =
Y

tel que f(v) = Av. );)\:O, puis A=1;
—2x —y

/’\[’l‘(’”[l.()ﬂ, [C /dll que v 75 0 est I.IHIDOI'lUIl[‘. Le vecteur Ill([ ne p(’lll' pd.\‘ (4’[‘)'(’ un

vecteur propre. X 5x — 3y — 3z
2. f:R3 2R3 tq. f =|3x—y—3z |;A=—1, puis A =2.

2. On dit que A € K est une valeur propre de f §'il existe v € E non-nul tel q E 3X g “ P

que f(v) = Av, cest-a-dire si : z TR

ker (f — AId) # {0g}.

3. Soient B = (vq,,vn) et B = (v}, ..., Vi) deux bases de E. La matrice de

passage de B a B’ est la matrice carrée de taille n dont la j-¢me colonne .

, , .\ , Correction
est donnee par les coordonnées du j-eme vecteur de B dans la base B, ie.
Pi=Paca = ([Vi] g Vi) - 1. Soit f: (x,y) € R? = (3x +2y,—2x —y).
Cas A =0 : Déterminons Ey = ker(f — 0ld) = ker(f).
4. Sive Eona g =Pz s Ve et donc On pose x,y € R. On a
Pl g Vg = Mg (x,y) € ker(f) & f(x,y) = (0,0), (Par def. du noyau d'une :1pp]i. linéaire)
3x+2y =0 X . .
5. Soient Bg, Bt deux bases de E et B, B} deux bases de F. Alors < 5 0 (Par definition de ),
—2x — y e
Matgl B (f) =PI , Matg B (f)P'B B/ —x =0
tyBt Bre—BL e, B ECDE VAN Ly « Ly + 2Ly,
\ . . —2x — -
En particulier, si E =F, c'est-a-dire si f € £(E), alors Y
SEx=0=y

1\/[813/E = P%L_B/E Math (f)-PBg—'B%
Ainsi Eg = {(0,0)} = {0g}. Il n'existe donc pas de vecteur v non-nul el

que f(v) = 0-v, donc |0 n'est pas valeur propre de f|.
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Cas A =1: Déterminons E; = ker(f —1-1d) = ker(f — Id).
On pose x,y € R.Ona

(x,y) € ker(f—1d) & —Id(x,y) = (0,0), (Par déf. du ker)

3x+2y—x

(Par définition de f et Id),
—2x—y—y =0

2x—2y =0

x+y =0 L[+« 1/214
=0 L« L,+1L,4

f(x

2 =0 .
{ Xty (en simplifiant le calcul)
S x=

) ( ) _y (—11> (en 1‘cmplzlgnnt X par —}')
B = {y <]1> Y€ [R} :Vect{<11)}.

Une base de E; est donc ((—1,1)) ‘ De plus |1 est bien valeur propre

(car Ey #{(0,0)}).

2. Soit f: (x,y,z) € R3 — (5x — 3y — 3z,3x —y — 3z,3x — 3y — z).
Cas A = —1: Déterminons E_; = ker(f — (=1)Id) = ker(f + Id).
Soient x,y,z € R. On a

(x,y,2) € ker(f +1d) & f(x,y,z) + (x,y,z) = (0,0,0), (Par déf. du ker)

5x—3y—3z+x =0
S3x—y—3z+y =0 (Pardef deferld),
3x—-3y—z+z =0

S (3x—3z =0 (ensimplifiant le calcul),

0 =0 L1« L—L—1;

&<z =x (enexprimant z en fonction de x)
Yy =x (en cxprim;mt v en fonction de x)

SyYy=x=z,
X X 1

Slyl=[x]=x]|1 (en rcmplug:mt y,z par X)
z X 1

Ainsi
1 1
E1=<{x]|1] : xeR} =Vect 1

1 1

’ Une base de Ey est done ((1,1,1)) | De plus | =1 est valeur propre de f
(car E_y #{(0,0)}).

Cas A =2 : Déterminons E, = ker(f — 2Id).
Soient x,y,z € R. On a

(x,y,2) € ker(f —2Id) & f(x,y,z) — 2(x,y,z) = (0,0,0), (Par déf. du ker)
5x—3y—3z—2x =0

S{3x—y—3z—2y =0 (Pardefideferld)
x—-3y—z—2z =0

3x—-3y—3z =0

&<3x—3y—3z =0 (ensimplifiant le calcul)
3x—3y—3z =0
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3x—3y—3z =0 Remarque Pour répondre a la premicre question il faut montrer deux

PR —0 L, L,—1; choses : d’une part que B est une base, d’autre part que les vecteurs de B sont
0 0 Lo TLaL des vecteurs propres pour A.
= 3 Ls—1L.
= 'n exprimant x en fonction de y,z .
&x=y+z, (enexprimantx en fonction de y,z) Correction
X y+z 1 1
syl = y —yl1]|+z]o0 1. Montrons que Uy et U, sont des vecteurs propres de A.
. . 0 1 Il faut donc montrer qu'il existe A, N € R tel que AUy = AUy et AU, = N'U,.

Pour cela, on commence par calculer AUy er AU, On a:
(en remplacant x par y+z)

(D06 = D60

1 1 1
B=dyl1]zfo]:wzer =veeed [1], [0 Or, on remarque que (4,2) = 2(2,1) = 2U;, donc AU; = 2U;. Comme
0 : 0 : U; # (0,0) on a donc | Uy vecteur propre de A | pour la valeur propre 2.

De méme on note (3,3) = 3(1,1) = 3U, donc | U, vecteur propre de A

Ainsi la famille {(1,1,0),(1,0,1)} engendre E. Clest de plus une fa-
mille libre (on a ici une famille de 2 vecteurs qui ne sont pas mul-
tiples 'un de Pautre). ‘Une base de E; est donc ((1,0,1),(1,1,0)) | Enfin

pour 121 Valeur propre 3.

Montrons maintenant que B est une base.
— Méthode 1 (avec le déterminant) On a

—1 est bien valeur propre | (car E_y # {(0,0)}).

2 1

=211 1=140

Exercice

3 Le déterminant de la matrice dont les vecteurs colonnes sont
Uy, Uy est donc non-nul. Ainsi (dapres le Th 321 du cours)
(Uq,U;,) est une base de R? ‘

— Methode 2 (en revenant a la definition) Soient A1,A; € R. On a

1 2
—1 4)

2 1
Soient u; = <1> ,UZ = <1> et soit B = (uth).

1. Montrer que B est une base d€ [Rz COﬂStitUée de vecteurs

Enoncé Soit A =

2M+A =0

MU +AU; =0k &
A+ AL =0

propres de A.

2. Soit U =2U; — U,. Résoudre AX = U.

—}\2 =0 L] — L] *ZLZ
AM+A =0
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S A =0=A,.

La famille {Uy,U;} est donc libre. Comme elle comporte 2 vecteurs
clle engendre donc un sous-espace vectoriel de dimension 2 dans
R2. Or dim(R?) = 2. Donc {U;,U,} est aussi genératrice de R2.

‘ Cette famille forme donc une base. ‘

. Résolvons AX = U ot U := 2U; — U. On note [X]p, = (x,y) les coordon-
nées de X dans la base canonique de R2.

Meéthode 1 : Avec un Changement de base On va utiliser ici le fait que (Uy, Uy)
est une base de vecteurs propres de A pour résoudre Péquation dans cette
base-ci avant de revenir a B..

Soit f: R? — R? lapplication linéaire dont la matrice dans la base cano-

nique B, est A. Autrement dit, f est telle que
MathC (f) =A.

Dapres la question precedente, Uy est un vecteur propre de A (et done
de f) pour la valeur propre 2 et U, est un vecteur propre de A (et donc
de ) pour la valeur propre 3. Autrement dit

f(Uy) =2U,; =2U; +0U,  f(Uy) = 3U, =0Uq + 3U»

Ainsi, d’apres la definition de la macrice d'une application lincaire dans

une base donnée, la matrice de f dans la base B = (U;, U,) est:

MHE'B (f) = ((2) ?) .

(Remarque : On pouvait aussi calculer la matrice de passage, son inverse et
appliquer la formule de changement de base, mais c’¢tait plus long.) De plus
comme U =2U; —U, =2-U; + —1- Uy, ses coordonnées dans la base B
sont [Ulg = (2,—1). Notons (a,b) les coordonnées de X dans la base B,
ie. [Xls = (a,b) et notons P = Pg .5 la matrice de passage de la base

canonique a la base B. On rappelle (voir Rappels, item 5) que Matg (f) =
P~ TAP. Alors

AXlg =UWg & P TAX]lg =P '[Ulg  (Mult. par P
&P TAX]g = [Ulg/ (R:lppc]s‘ item 4)

Mais P'A[X]z =P TAPP ' [X]g = (PTTAP) P [X]s.
Or P~ '"X]s = [X]s: = (a,b) (voir Rappels, item 4) et de plus P7TAP =
Mats (). En appliquant ces ¢galites aux ¢quivalences precedentes on ob-

tient done que

AlXls = [Ulg & Matg (f) [X]g = [Ul g

o 2 0 a\

0 3/\v) \-1
S 2a=2ct3b=-1,
Sa=Tletb=-1/3.

Ainsi les coordonnées de X dans la base B sont (1,—1/3). Pour obtenir

ses coordonnées dans la base canonique on peut, ou bien

— Appliquer la matrice de passage en utilisant la formule [X]3 = P[X]5;

— Ou bien utiliser la définition des « coordonnées d’un vecteur dans
une base » : Le fait que les coordonnées de X dans la base B soient
(1,—1/3) signifie que X =1 Uy + (—1/3) - U,. Cest-a-dire que

Xlg, =1-[Wils, +(=1/3) - U]g, =1 (i) +(=1/3) C) .

Dans les deux cas on obtient [Xls, = (5/3,2/3). Et donc le systeme admet

une unique solution qui est :

le vecteur ayant pour coordonnées dans la base canonique (5/3,2/3) |
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Meéthode 2 : Avec une équation sur les coordonnées On a U = 2U; — U,. Donc Exercice 5
les coordonnées de U dans la base canonique sont 2(2,1) — (1,1) = (3,1).

On cherche a déterminer les valeurs de x,y telles que AX =U. Or

2 2 Enoncé Soit f I'endomorphisme de R* représenté dans la base cano-

-1 4) \y 1 —x + 4y 1 nique (eq, ez, e3,es4) par la matrice
o {X t2y = 111 1
’ A=l 00
6y =4 L] — L] + LZ
= 1 1 1 1
—x+4y =1
y —4/6=2/3 1. Déterminer le rang de f et la dimension de son noyau. En
- - )
A x iy 1-8/3_3/3-53. deduire que 0 est valeur propre de f.
2. Verifier que le vecteur ey + e + e3 + eq est vecteur propre de f.
Ainsi le systeme admet une unique solution : le vecteur ayant pour co- 3. Construire une base B constituée de vecteurs propres de f,
ordonnces dans la base canonique (5/3,2/3). donner la matrice de f dans cette base et déterminer toutes les

Valeurs propres de f.

Rappels

1. Le rang de f est la dimension de son image, ie. rg(f) = dimim(f).

2. Pour determiner le rang de f:

— Methode 1 (en échelonnant la matrice) écrire la matrice de f dans une base
donnée (ici ce sera la base canonique) puis 'échelonner avec la me-
thode du pivot de Gauss. Le rang de la matrice sera ¢gal au nombre de
lignes non-identiquement nulles de la matrice ¢chelonnee obtenue.

— Methode 2 (calcul explicite) Déterminer une base de 'image de f.
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Correction

1. Déterminons le rang de f.

Meéthode 1 Echelonnons la matrice A. On a :

LiFL‘lfL], L:2‘3‘4

— — — —
S O o =
o O O© —=
o O O© —=
oS O o =

1
1
1
1

i G—

1
1
1
1

La matrice sous forme ¢chelonnee a une seule ligne non-nulle, elle est
donc de rang 1. Ainsi | rg(f) = 1|

En utilisant la méthode 2 : on va montrer que im(f) = Vect{(1,1,1,1)} Soit

vi=(x,y,z,t) € R* alors

T 1 11 X x+yt+z+t 1
11 11 +y+z+t 1
Av = e (x+y+z+1)
T 1 11 z x+yt+z+t 1
T 1 11 t x+ytz+t 1

Ainsi Av € Vect{(1,1,1,1)} pour tout v € R*. Autrement dit im(f) C
Vect{(1,1,1,1)}. Mais A # 0, la matrice est donc de rang au moins 1, c’est

a dire que dim(im(f)) > 1. En combinant avec ce qui précede on obtient

donc im(f) = Vect{(1,1,1,1)} et ainsi | f est de rang 1|,

Déterminons la dimension du noyau de f.

Dapres le theoreme du rang, on a dimker(f) = dim(R*) —rg(f) =4—1=

3. Ainsi | dimker(f) = 3| Le noyau de f ¢tant de dimension 3, il existe

donc un vecteur non-nul dans ker(f), c’est-a-dire un vecteur v # 0 tel
que f(v) = (0,0,0,0). Mais (0,0,0,0) = Ov. Donc v est vecteur propre pour
la valeur propre 0.

2. Soitv = ey + e, + ez + eq. Alors v a pour coordonnées (1,1,1,1) dans la

base canonique. Mais

_— =
>~ ~ &~ B
_— o

Donc f(v) = 4v. Comme v # (0,0,0,0), on a donc v vecteur propre de f
pour la valeur propre 4.

. On va construire une base B composée de u := (1,1,1,1) et d’une base

du noyau de f.
Soit v = (x,y,z,t) € R*. On a

veker(f) @ Av=0rs & x+y+z+t=0,
Sx=—y—z—t,

X —-y—z—t
oVl y
z z
t t
X —1 -1 —1
=Y = 1 +z 0 +t 0
2 7Y o 1 0
t 0 0 1

On pose vi(-1,1,0,0), v = (-1,0,1,0), v3 = (=1,0,0,1). On a ainsi
ker(f) = Vect{vi,v2,v3}. De plus la famille {vi,v2,v3} est libre, donc elle
forme une base de ker(f).

De plus, les sous-espaces propres ¢tant en somme directe (cf. cours Co-
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rollaire 4.22) on a donc (u,v1,v2,v3) qui est une base de im(f) & ker(f).

Or
dim (im(f) @ ker(f)) = dim (im(f)) dim (ker(f)) =1+ 3 =4 = dim(R*).

Ainsi  im(f) et ker(f) sont supplémentaires dans R?. Donc

‘3 := (u,v1,v2,v3) est une base de R*|

Comme f(u) = 4u et que f(vi) = Ov; pour tout i € {1,2,3}, on a (en

utilisant la définition de matrice d’'un endomorphisme dans une base)

Matg (f) =

S O o b
S © © O
o © O O
o O O O

On a donc montré qu’i] existait une base, notée B, de vecteurs propres de

f. Les valeurs propres de f sont les coefficients diagonnaux de Mats(f).

Les valeurs propres de f sont donc 0 et 4.

A retenir

0 est valeur propre de f & ker(f) # {0},
&S dve E\{OE} : f(\)) = Of,

& f nlest pas injective.
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