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Chapitre 1

Nombres
reels

1 Ensembles de nombres

Les entiers naturels
L’ensemble N défini par
N=1{0,1,2,3,...),

est ensemble des entiers naturels. Si 'on enleve le 0 on
définitN* = {1,2, 3, ...} Uensemble des entiers naturels
non nuls.
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Les entiers relatifs

En ajoutant les entiers négatifs on définit 'ensemble
des entiers relatifs par

Z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

De méme, si Uon enléve le 0, on définit
zt={...,-3,-2,-1,1,2,3, ...} 'ensemble des entiers
relatifs non nuls.

Remarque 1.1.

1. Onremarque que 'ensemble N est inclus dans
'ensemble Z, ce que 'on peut écrire de la
maniére suivante :

NcZ,

ol le symbole c se lit « estinclus dans ». En
effet, tout élément de N est également élément
de Z, ce que 'on peut écrire de la maniere
suivante :

si neN, alors nez,

ol le symbole € se lit « appartient a ».

2. On voit immédiatement que Uinclusion
réciproque est fausse, c’est-a-dire Z ¢ N,
puisque par exemple -1 € Z alors que -1 ¢ N.

3. Attention a ne pas confondre les symboles c et
el
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Les nombres rationnels

On définit 'ensemble des nombres rationnels Q
comme 'ensemble des fractions d’entiers relatifs :

Q:{%: an,beZ*}.

Remarque 1.2.

1. Puisque tout entier relatif n peut étre écrit sous
la forme
po
=7

onazcaQ.
2. Un nombre rationnel peut étre représenté par
2 _4

différentes fractions, par exemple % =4=35=

Plus précisément, pour a,a’ € Z et b, b’ € Z*, on

a a’ . . ’ ’

= — sietseulementsi ab’ =ab.

b b

Attention, 'expression « P si et seulement si Q
», que l'on peut abrégeren « PssiQ» ou« P &
Q » (voir le cours d’Algebre 1), signifie deux
choses : « si P est vraie alors Q est vraie » et

« si Q est vraie alors P est vraie ».
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Les nhombres décimaux

On définit 'ensemble des nombres décimaux D de la
maniere suivante :

D:{ -aez,neN}.

g
107 -
Il s’agit des nombres ayant une suite finie de chiffres a
droite de la virgule.

Remarque 1.3.

1. Tous les éléments de D peuvent étre écrit sous
forme de fraction, et donc D c Q.

2. L’inclusion réciproque est fausse, puisque
certaines fractions ne peuvent étre écrites
qu’avec une infinité de chiffres aprés la virgule,
comme par exemple

% =0.333333333333333333333333...

L’ensemble D donne un réle privilégié au nombre 10
(les dix doigts des mains). Du point de vue des
mathématiciens, les ensembles Q et R sont plus importants.

Les nombres réels

L’ensemble R des nombres réels est 'ensemble des
nombres dont l’écriture décimale est composée de

> un signe + ou — (généralement omis lorsque c’est le
+),
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> une suite finie de chiffres entre 0 et 9, ne commencant
pas par 0 ou étant réduite a 0,

> une virgule,

> une suite infinie de chiffres entre 0 et 9.

Exemples 1.1

Par exemple 0, 4, -10.3, %, V2, = sont des nombres
réels.

Remarque 1.4.

1. Attention avec cette définition un réel ne s’écrit
pas de maniéere unique, par exemple 1 = 1.0,
0=0.0=-0=-0.00, 1 =0.99999999999...

2. On a linclusion Q c R, mais Uinclusion
réciproque est fausse, on ne peut par exemple
pas écrire V2 comme s avecaeZetbeZ (voir
le cours d’Algebre 1).

2 Opérations et relation d’ordre
dans 'ensemble des réels

Dans l’enfance on apprend a additionner, multiplier et
comparer les entiers. Ceci s’étend aux nombres réels
(résultat admis, fastidieux a démontrer).



Chapitre 1. Nombres réels 10

Proposition 1.2

On peut définir sur R une addition + et une
multiplication - (ou x) qui prolongent l’addition et la
multiplication de N et ont les propriétés suivantes :

1. commutativité : pour tous a, b dans R on a
a+b=b+a et a-b=>b-a,
2. associativité : pour tous a, b, cdansR on a
a+(b+c)=(a+b)+c et a-(b-c)=(a-b)-c,

3. distributivité : pour tous a, b, cdansR on a
(a+b)y-c=a-c+b-c,

4. éléments neutres : pourtoutaeRon a
a+0=a et a-1=a,

5. élément absorbant : pourtoutaeRon a

a-0=0.
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Proposition 1.3

On peut définir sur R une relation d’ordre < qui
prolonge la relation d’ordre sur N et qui vérifie les
propriétés suivantes :

1. réflexivité : pour tout a dans Ron a
a<a,

2. antisymétrie : pour tous a, b dans R,

si a<b et b<a, alors a=b,
3. transitivité : pour tous a, b, c dans R,

si a<b et b<c, alors ac<c,
4. ordre total : pour tous a, b dans R,

a<b ou b<a,

5. compatibilité avec U'addition : pour tous a, b,
c dans R,

si a<b alors a+c<b+c,

6. compatibilité avec la multiplication : pour
tous a, b, c dans R,

si a<b et c>0, alors a-c<b-c.
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Remarque 1.5. En mathématiques le « ou » est
inclusif : « A ou B » signifie soit A, soit B, soit les

deux.

a < bse lit « ginférieur ou égal a b ». On écrit de plus, pour
a, bdans R

> a> b (qui se lit « a supérieur ou égala b ») si b<a,

> a< b (qui se lit « g strictement inférieura b»)sia<b
eta#b,

> a> b (qui se lit « g strictement supérieur a b ») si
b<a.

On remarque que le contraire de a < b est a > b.

Remarque 1.6.

1. On ne peut pas soustraire des inégalités : on a
2<3etl<4mais2-1=1n’estpas inférieur ou
égala3-4=-1!

2. La multiplication par un réel négatif change le
sens de l'inégalité : si a, b, c sont des réels,

si a<b et c<0, alors a-c>b-c.
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3 Valeur absolue

Définition 1.4

Pour tout x € R, on définit la valeur absolue de x,
notée |x|, de la maniére suivante :

X Ssi x>0
x| = .
-X Si x<©0

Proposition 1.5

La valeur absolue vérifie les propriétés suivantes :

1. pour tout adansRona
lal = | - a| = Va2 = max(-a, a),
2. pour tout adansRon a
la| =0 sietseulementsi a=0,
3. pour tous a, bdans Ron a
la- bl =|al-|bl,

4. inégalité triangulaire : pour tous a, b dans R
ona
la+ bl <|a| +|bl,

5. inégalité triangulaire inverse : pour tous a, b
dansRon a

ja- bl > ial- |bl|.
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Démonstration. Les trois premiers points sont des
conséquences directes de la définition de la valeur absolue.

Démontrons le point 4. Considérons deux réels a et b.
D’aprés 1) on a |a+ b| = max(a+ b,—a - b). Mais comme
a<max(-a,a)=|aletb<|blonaa+b<|al+|bl. De méme,
comme —g < |alet-b<|blona-a-b<|al+|b|. Ainsi

la+ b| = max(a+ b,-a-b) <|a|+|b|.

Finalement démontrons le point 5). Considérons a
nouveaux deux réels g et b. D’une part d’apres 4) on a
la|=|a-b+b|<|a-b|+|b| etdonc |a- b|>]|al-|b|. D’autre
partonal|b|=|b-a+a|<|b-a|+]a|etdonc
|a-b|>|b|-|al =-(la| - |b]). On en déduit bien

|a- bl > max(jal - |bl, ~(lal - b)) = |lal - |bl|.

4 IntervallesdeR

Intuitivement, un intervalle de R est une partie de R
« sans trou ».

Définition 1.6: Intervalles de R

Soit I un sous—-ensemble de R. On dit que I est un
intervalle de R si, pour tous x, y éléments de I, tout
réel z vérifiant x < z < y est également un élément de
I.
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Proposition 1.7

Les intervalles I de R ont 'une des formes suivantes :

1. R,

2. 0, 'ensemble vide, qui ne contient aucun
élément,

3. {a}, un singleton, avec g € R,

4. [a,b]={xeR: a<x<b}, un segment, avec a,
b réels vérifiant a < b,

5. [a,b[={xeR: a<x< b},
la,b] ={xeR: a<x<b}ou
la,b[={xeR: a< x < b}, avec a, b réels
vérifiant a < b,

6. [a,+o[={x€eR: x>a}, ]a,+o[={Xx€R: x> a},
]—o0,a]l=={xeR: x<a}ou
]-o00,a[={xeR: x < a}, avec a réel.

Remarque 1.7. Dans les points 4., 5. et 6. de la
proposition précédente les réels a et b sont appelés
les bords de Uintervalle.
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5 Majorant, minorant, borne
inférieure, borne supérieure

Définition 1.8
Soit A une partie de R et g un élément de A.

1. Ondit que g est le plus grand élément de A (ou
maximum de A) si et seulement sitout be A
vérifie b < a,

2. On dit que g est le plus petit élément de A (ou
minimum de A) si et seulement sitoutbe A
vérifie b > a.

S’il existe, le plus grand élément de A est unique, on
le note max(A). De méme, s’il existe, le plus petit
élément de A est unique, on le note min(A) .

Exemples 1.9

1. Une partie finie A de R (c’est-a-dire un
sous—ensemble de R formé d’un nombre fini
d’éléments) a toujours un plus grand élément.

2. 1l estle plus grand élément de [0, 1].

3. Net[0,1[ n"admettent pas de plus grand
élément.
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Définition 1.10

Soit A une partie de R et m un réel.

1. On dit que m est un majorant de A si tout
élément a de A vérifie m > a.

2. On dit que m est un minorant de A si tout
élément a de A vérifie m< a.

Exemples 1.11

1. 1 et4 sont des majorants de [0, 1] et [0, 1],
2. N n’a pas de majorant.

Définition 1.12
On dit qu’une partie A de R est

1. majorée si elle admet un majorant,

2. minorée si elle admet un minorant,

3. bornée si elle admet un majorant et un
minorant.

Exemples 1.13

[0,1] et [0, 1] sont bornés,

1.
2. [0, +o[ est minoré mais n’est pas borné.

On admet le théoréme suivant.
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Théoréeme 1.14: (Théoréme de la borne supérieure)

Toute partie A de R non-vide et majorée admet un
plus petit majorant, appelé la borne supérieure de A
et noté sup(A).

Exemple 1.15

On a sup([0,1]) =sup([0,1]) =1.

Remarque 1.8. Ce théoréme n’est pas vrai dans Q :
ensemble {x € Q : x < V2} est majoré mais n’admet
pas de plus petit majorant dans Q.

De méme, si A est une partie de R non vide et minorée,
alors elle admet un plus grand minorant, appelée borne
inférieure de A et noté inf(A).

Par convention, si A n’est pas majorée on note
sup(A) = +oo et si An’est pas minorée on note inf(A) = —co.

La proposition suivante permet de caractériser la borne
supérieure dans R.
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Proposition 1.16: (Caractérisation de la borne su-

périeure)

Soit A une partie non vide et majorée de R et M un
majorant de A. Alors M =sup(A) si et seulement si
pour tout £ > 0 'ensemble AN]M - ¢, M] ? est non vide.

a. Pourdeux ensembles Aet B, AnB est 'ensemble
formé des éléments qui sont a la fois dans A et B.

Démonstration. Supposons tout d’abord que M = sup(A) et
considérons £ > 0. Alors, comme M—-g< M, M-¢ n’est pas
un majorant de A, puisque M est le plus petit des majorants.
Il existe donc un élément a de Atel que a> M —&. Puisque
M est un majoranton a a <M, et donc g e]M -¢, M n A.
L’ensemble |M - &, M]n A est donc non vide.

Supposons maintenant que pour tout £ > 0 'ensemble
AN]M — g, M] est non vide. On veut montrer que sim< M
alors m n’est pas un majorant de A, puisque dans ce cas M
est bien le plus petit majorant de A. Fixons m < M et posons
g=M-m> 0. Par hypothése ’ensemble
AN|M — g, M] = An]lm, M] est non vide, et il existe donc un
élément g de A qui vérifie m < a. m n’est donc pas un
majorant de A. O



Chapitre 2

Fonctions
reelles

1 Fonctions et graphes

Définition 2.1

Une application f d’'un ensemble de départ E dans un
espace d’arrivée F est un procédé qui associe a
chaque élément x de E un unique élément f(x) de F.
Une telle application est notée

f: E - F
x - f(x)

On appelle parfois E le domaine de f et F le
codomaine de f.

20
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Définition 2.2

On appelle fonction réelle d’une variable réelle
toute application f ayant pour ensemble de départ une
partie A de R, et ensemble d’arrivée une partie B de

R:
f: A - B

x - f(x)

On appelle 'ensemble A le domaine de définition de
f.

Remarque 2.1. Pour simplifier, dans la suite de ce
cours, on parlera simplement de fonction pour
désigner une fonction réelle d’'une variable réelle (les
fonctions de plusieurs variables réelles seront par
exemple abordées dans des cours ultérieurs).

Exemples 2.3

On peut considérer les fonctions suivantes :

h: R - R HL: R* - R
X - x X - 17
| -] R — R

X Ssi x>0
X B .
-X si x<8©
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Définition 2.4

Si E et F sont deux ensembles, on note E x F le
produit cartésien de E et F, défini par

ExF={(x,y): xe E, yeF}.

Remarque 2.2. Pour un ensemble E on écrit E? plutdt
que ExE.

Définition 2.5

Si f: E— F estune fonction on appelle graphe de f
Uensemble

Gr(f)={(x,f(x)): xe E} c ExF.

FIGURE 2.1 - Exemple de tracé du graphe d’une fonction
réelle.
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Remarque 2.3.

1. Le graphe d’une fonction réelle est une partie
de R?, on peut le représenter par un dessin (voir
la figure 2.1).

2. Une partie de A de R? est le graphe d’une
fonction f : R —» R si et seulement si toute droite
verticale intersecte A en un unique point.

2 Fonctions injectives,
surjectives, bijectives

Image, antécédent.

Définition 2.6

Soit f : E — F une fonction. Si x € E et y € F vérifient
y = f(x), on dit que y est 'image de x par f, et que x
est un antécédent de y par f.

Remarque 2.4. Si f: E — F, alors chaque x € E
admet une et une seule image par f, alors que y € F
peut avoir un, plusieurs ou aucun antécédent par f.
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Si f: R — R est définie par f(x) = x? pour tout x e R, -1
a pour image 1, 2 a pour antécédents —V2 et V2, alors
que -3 n’a pas d’antécédent par f.

Surjectivité.

Définition 2.8

Une fonction f : E — F est dite surjective (ou une
surjection) si tout élément de F admet au moins un
antécédent, autrement dit? :

fsurjective o (Vy € F,3xec Etelque y= f(x)).

a. Le symbole V signifie se lit « pour tout », le sym-
bole 3 se lit « il existe ».

Remarque 2.5. Lorsque f: E — F, f est surjective si
et seulement si pour tout y € F la droite horizontale
passant par (0, y) intersecte Gr(f).
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(a) La fonction f : R — R définie pour tout
x € R par f(x) = x3 - 5x est surjective.

(b) La fonction f : R — R définie pour tout
X € R par f(x) = x% n’est pas surjective.

FIGURE 2.2 - Exemples de fonctions surjective/non sur-
jective.
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Injectivite.

Définition 2.9

Une fonction f : E — F est dite injective (ou une
injection) si tout élément de F admet au plus un
antécédent, autrement dit? :

finjective o (Vx, X eE, f(x)=f(X)=>x= x’).

a. Le symbole = est le symbole de Uimplication :
P = Q signifie « si P est vraie, alors Q est vraie ».

Remarque 2.6. De maniere équivalente, puisque
P = Q équivaut a (non Q) = (non P) (voir le cours
d’algébre 1), on a

finjective < (VX, X' e E, x#x = f(x) + f(x’)).

Remarque 2.7. Lorsque f: E — F, f est injective si et
seulement si toute droite horizontale intersecte Gr(f)
au plus une fois.
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— f(z) = exp(x)

(a) La fonction f : R — R définie pour tout
x € R par f(x) = exp(x) est injective.

(b) La fonction f : R — R définie pour tout
x e R par f(x) = x? n’est pas injective.

FIGURE 2.3 - Exemples de fonctions injective/non injec-
tive.
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Bijectivite.

Définition 2.10

Une fonction f : E — F est dite bijective (ou une
bijection) si tout élément de F admet un unique
antécédent, autrement dit? :

fbijective o (\/y € F,3!xe Etelque y = f(x)).

a. Le symbole 3! se lit « il existe un unique ».

Remarque 2.8. Lorsque f: E — F, f est bijective si et
seulement si pour tout y € F la droite horizontale
passant par (0, y) intersecte Gr(f) une et une seule
fois.

Définition 2.11

Supposons la fonction f : E — F bijective. En

associant a tout élément y € F son unique antécédent
par f on définit une fonction de F dans E. Cette
fonction est appelée fonction réciproque de la
fonction f, et est notée f~1. Elle est caractérisée par
la relation suivante :

Vxe E,Vy e F, y="f(x) o x=Ff"y).

Remarque 2.9. Si f: E — F est bijective de bijection
réciproque f~1, alors f-1: F - E est elle-méme
bijective de bijection réciproque (f"1)"1 = f. On a de
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FIGURE 2.4 - La fonction f : R — R définie pour tout x e R
par f(x) = x3 est bijective.

plus les formules

Vxe E,VyeF, fLX(f(x)=xetf(fl(y)=y.

Remarque 2.10. Sif: E — F est bijective de
réciproque f~1, alors Gr(f) est le symétrique de Gr(f)
par rapport a la droite d’équation y = x. En effet,

x, ) eGr(f)e(xcEety=f(x)etyeF)

s(yeFetx=fYy etxeE)e (y,x) € G|](f’1).
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666 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

FIGURE 2.5 - La fonction f : R, — R, définie pour tout
x € R, par f(x) = x2 a pour fonction réciproque
f-1:R, — R, définie pour tout x € R, par f~1(x) = Vx.

3 Image directe, image
réciproque.

Définition 2.12

Sif: E — F estune fonction et A est une partie de E,
l’image directe de A par f, notée f(A), est la partie de
F définie par

f(A) = {f(x): x € A}.

En particulier, pour A= E, on appelle image de f
lensemble Im(f) = f(E).
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— Gr(f)

- f(4)

FIGURE 2.6 - Image directe d’une partie A de R par une
fonction réelle.

Exemple 2.13

Si f: R — R est définie pour tout x € R par f(x) = x2,
alors ([0, 1]) = [0, 1], f([-2, 1]) = [0, 4], Im(f) = R,.

Définition 2.14

Sif: E — F estune fonction et B est une partie de F,
Uimage réciproque de B par f, notée f~1(B), est la
partie de B définie par

f~1(B) = {x e E: f(x) € B}.
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— Gr(f)

= [7(B)

FIGURE 2.7 - Image réciproque d’une partie B de R par
une fonction réelle.

Remarque 2.11.
1. Attention, cette définition ne suppose pas que f
soit bijective!
2. Si f est bijective, f~1(B) est 'image directe de B
par f~1.

Exemples 2.15

Si f:R — R est définie pour tout x € R par f(x) = x?,
alors f—l([@’ 1]) = [_11 1]1 f_l([_214]) = [_21 2]
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4 Opérations sur les fonctions.

Somme, produit, quotient.

Soientf: I - Retg:I— R deux fonctions ayant le
méme ensemble de départ. On définit

1. leur somme :

f+g: — R
x > fxX)+gx) "’
2. leur produit :
f-g: I — R

X - f(x)-gx)
3. et, si g ne s’annule pas sur I, leur quotient :

é:I—>R
X B

Composition.

Définition 2.16

Si E, F, G sont des partiesdeRetf: E — F et
g : F — G des fonctions, on définit la composition de
f et g, notée gof, par?

gof: E — G
X = g(f(x)

a. gofselit«grondf»
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Exemple 2.17

Sif:R—Retg:R— Rsont définies pour tout x eR
par f(x) =sin(x) et g(x) =x+2, alors gof :R >R et
fog:R—R, avec pour tout xeR:

gof(x)=sin(x)+2 et fog(x)=sin(x+2).

Remarque 2.12.

4. Pour pouvoir définir go f il faut que 'ensemble
d’arrivée de f soit inclus dans 'ensemble de
départ de g.

5. Sif: E— F estune bijection, de bijection
réciproque f~1, alors flof=idgetfof1l=idg,
ol si A estune partiedeRids: A— Aestla
fonction identité de 'ensemble A, définie pour
tout x € A par ida(x) = x.
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5 Propriétés des fonctions et
de leur graphe.

Fonction majorée, minorée, bornée.

Définition 2.18

Soit f : E - R une fonction.

4. On dit que f est majorée si f(E) est majoré,
c’est-a-dire

fmajorée o dIMeR,¥xeE,f(x)<M.

5. On dit que f est minorée si f(E) est minoré,
C’est-a-dire

fminorée < dmeR,VxeE,f(x)>m.

6. On dit que f est bornée si elle est majorée et
minorée, c’est-a-dire

fbornée

© dAmeR,IMeR,Vx e E, m< f(x) < M.

Remarque 2.13. Une fonction f : E —» R est majorée si
et seulement si son graphe se situe au-dessous d’une
droite horizontale, et est minorée si et seulement si
son graphe si situe au-dessus d’une droite
horizontale.




Chapitre 2. Fonctions réelles 36

Monotonie.

Définition 2.19

Soit I un intervalle deR et f: I — R une fonction.

4. On dit que f est croissante sur I si
Vxel,Vyel, x<y= f(x)<f(y).

5. On dit que f est décroissante sur I si
Vxel,Vyel, x<y= f(x)>f(y).

6. On dit que f est strictement croissante sur I si
Vxel, Vyel, x<y= f(x)<f(y).

7. On dit que f est strictement décroissante sur [
si
Vxel, Vyel, x<y= f(x)> f(y).

8. On dit que f est monotone sur I si elle est
croissante sur I ou décroissante sur I.

9. On dit que f est strictement monotone sur I si
elle est strictement croissante sur I ou
strictement décroissante sur I.

Remarque 2.14. Si f : I — R est une fonction, on a les
équivalences suivantes :

4. f est croissante si et seulement si toute droite
passant par deux point de Gr(f) est de pente
positive.
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5. f est décroissante si et seulement si toute
droite passant par deux point de Gr(f) est de
pente négative.

6. f est strictement croissante si et seulement si
toute droite passant par deux point de Gr(f) est
de pente strictement positive.

7. f est strictement décroissante si et seulement si
toute droite passant par deux point de Gr(f) est
de pente strictement négative.

Parité et périodicité.

Proposition 2.20

Soit f : R — R une fonction.

4. Sil'on définit la fonction f; : R — R pour tout
x € R par f1(x) = -f(x), alors le graphe de f; est
obtenu a partir de celui de f par symétrie axiale
par rapport a [’axe horizontale (Ox).

5. Sil'on définit la fonction , : R — R pour tout
x € R par KH(x) = f(-x), alors le graphe de f; est
obtenu a partir de celui de f par symétrie axiale
par rapport a l’axe verticale (Oy).

6. Sil'on définit la fonction f; : R — R pour tout
Xx € R par f5(x) = —f(-x), alors le graphe de f5 est
obtenu a partir de celui de f par symétrie
centrale par rapport a Uorigine O.
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Définition 2.21

Soit I un intervalle de R symétrique par rapporta O
(c’est-a-dire tel que x € I si et seulement si —x € I),
et f : I — R une fonction.

4. On dit que f est paire si pourtout x € I on a

f(=x) = f(x).
5. On dit que f est impaire si pour tout xe I on a
f(=x) = -f(x).

Corollaire 2.22

Si I un intervalle de R symétrique par rapport a O et
f: I — Restune fonction, alors

4. f est paire si et seulement si le graphe de f est
symétrique par rapport a Uaxe verticale (Oy),

5. f estimpaire si et seulement si le graphe de f
est symétrique par rapport a Uorigine O.

Définition 2.23

Soit f : R — R une fonction et T un réel strictement
positif. On dit que f est périodique de période T si

Vx eR, f(x+T) = f(x).
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Proposition 2.24

Soit f : R — R une fonction et T un réel strictement
positif. f est périodique de période T si et seulement
si le graphe de f est invariant par translation de
vecteur T7, ol 7 est un vecteur unitaire engendrant
axe horizontale (Ox).

6 Limite en un point, continuite,
dérivabilité.
Les notions de limite et continuité de fonctions seront
abordées plus en détails dans le chapitre 5, celle de

dérivabilité sera abordée plus en détails dans le cours
d’Analyse 2.
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Limite en un point.

Définition 2.25

Soient I un intervalle de R ou une union d’intervalles
deRY, f: I — Rune fonction, xp € R un élément de I
ou d’un bord de I et £ € R. On dit que f admet une
limite £ au point xp, et on note Xli_)rgef(x) =, si

Ve>0,30>0,Yxel, |x-X9|<6=|f(x)-¢{|<e.

a. Pour deux ensembles A et B, 'union de A et B,
notée AuB, est 'ensemble des éléments qui sont dans
A ou dans B.

Exemple 2.26

Si f : R — R est définie pour tout x € R par f(x) = 1 + x?2,
limf(x) = 1.
X—0

Continuité.
Définition 2.27

Soit I un intervalle de R, f : I — R une fonction et
Xp € I.
4. Pour xp € I, on dit que f est continue en xp si
lim f(x) = f(xp).
X—Xp
5. On dit que f est continue sur I si elle est
continue en tout point de I.
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Exemple 2.28

Si f:R — R est définie pour tout x € R par f(x) = x?, f
est continue sur R.

Dérivabilité.
Définition 2.29
Soient I'in intervalle de R, f : I — R une fonction et
Xp € I qui n’est pas un bord de I. On dit que f est
dérivable au point xy si la fonction taux
d’accroissement x — f("))(:—;(a"@)
admet une limite au point x,. Cette limite est appelée
dérivée de f au point xy et est notée f'(xp).

définie sur I\ {xp}

Remarque 2.15. Si une fonction f est dérivable en xp,
alors f’(xp) est la pente de la droite tangente a Gr(f)
au point (xg, f(Xxp)).

Les résultats suivants seront démontrés dans le cours
d’Analyse 2.
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Proposition 2.30

Soient I un intervalle de R et f: I — R une fonction
dérivable en tout point de I.

4. f est croissante sur I si et seulementsi f(x) >0
pour tout x € I.

5. f est décroissante sur I si et seulement si
f’(x) <0 pour tout x € I.

6. Si f/(x) > 0@ pour tout x € I, alors f est
strictement croissante sur I.

7. Sif'(x) <0 pour tout x € I, alors f est
strictement décroissante sur I.

Proposition 2.31

Soient I estunintervalledeRetf:I -Retg:I—R
deux fonctions dérivables en x € I.

4. f+ gestdérivable en x et
(f+9)(x) = (x)+g'(x).
5. fg est dérivable en x et
(fg)'(x) = F'(x)g(x) + f(x) g’ (x).

6. Si gne s’annule pas en x, g est dérivable en x
et

(f) ) = f'(x)g(x) - f(ZX)g’(X)_
g (9(x))
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Proposition 2.32

Soient I, J des intervallesdeR,f: I — J,g: J—R
des fonctions et x € I tel que f est dérivable en x et g
est dérivable en f(x). Alors go f est dérivable en x et

(go ) (x) =Ff(x)g (f(x)).




Chapitre 3

Fonctions
usuelles

1 Fonctions polynomiales

Soient neN et gy, ..., a, des réels avec a, # 0. La

fonction

f: R — R
X — dg+aiX+aX2+ ...+ apx"

est une fonction polynomiale de degré n. Cette fonction
est dérivable sur R, de dérivée satisfaisant, pour tout x € R,

f'(xX)=a; +2a;x +3a3x% ... + napx" 1.

Cas particuliers :

44
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1. lorsque n=0 on obtient les fonctions constantes

(pour aeR):
f: R - R

X - a
Le graphe de f défini ainsi est une droite horizontale.
2. lorsque n=1 on obtient les fonction affines (pour
a,beRaveca+0):
f: R — R
X — ax+b’
Le graphe de f défini ainsi est une droite, et f est
strictement croissante sur R si et seulement si a > 0.
3. lorsque n =2 on obtient les fonctions trinome (pour
a,b,ceRaveca+0):
f: R — R
X — ax?+bx+c

Le graphe de f défini ainsi est une parabole.

2 Fonction partie entiere

Pour tout x e R il existe un unique entier, noté E(x) et
appelé partie entiére de x, vérifiant

E(x) < x < E(x) + 1.

E(x) est le plus grand entier inférieur ou égal a x, E(x) +1
est le plus petit entier strictement supérieur a x.

OnaE(l)=1, E(n) = 3, E(-n) = 4.
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On définit la fonction partie entiére comme suit :

E: R — R
x — Ex)

E est croissante sur R mais pas strictement, est discontinue
en tout point de Z, et dérivable de dérivée nulle surR\ Z.

Remarque 3.1. La fonction

f: R — R
X - E(x)—x'

est périodique de période 1 sur R.

2.0 4

1.04

T T 66 T T T T T T
-1.0 —0.5 0j0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

FIGURE 3.1 - Graphe de la fonction partie entiére.
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3 Fonctions trigonométriques

cos‘(ﬂ)

FIGURE 3.2 - Définition géométrique des fonctions cos,
sin ettan a l'aide d’un cercle de rayon 1.

Proposition 3.2

Les fonctions cos, sin et tan ont les propriétés
suivantes.
cos sin tan
Domaine de
R R R\ {(2k+1)Z : ke Z}
définition :
Parité : paire | impaire impaire
Période : 2n 2n P g
Dérivée : sin - cos 1+tan? = L
cos
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— f(z) =cos(z) [

— f(x) =sin(x)

T

[ n
— [f(z) = tan(x)

—7.54

—10.0 4

FIGURE 3.3 - Graphes des fonctions cos, sin et tan.
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Les formules suivantes (et d’autres) sont démontrées
dans le cours d’Algébre 1.

Proposition 3.3

Pour tout x e Ron a

cos? x +sin®x =1,

Cos(—x) = cos x, sin(-x) = —sin x,
cos(m— Xx) =-cosx, Ssin(xr—x)=sinx,
cos(mr+ X) =-cosx, sin(x+x)=-sinx,
cos (%—x):sinx, sin(%—x) = COS X,

cos (g +x) =-sinx, sin (g +x) = COS X.

Proposition 3.4

Pour tous a,beRon a

cos(a+b)=cosacosb-sinasinb,

sin(a + b) = sinacos b+sinbcosa.
En particulier, pour a=b on a

cos(2a) =cos?a-sinPa=2cos’a-1=1-2sin’aq,

sin(2a) = 2 cos asina.

Remarque 3.2. Les fonctions cos et sin prennent les
valeurs remarquables suivantes.
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o Jolgls]s] 3
cos(@) || 1| B | L]} 0
sing) |0 | 1 | 2|8 1
tan(9) || 0 @ 1 | V3 | N on défini

On remarque que pour la fonction cos on pourrait
écrire dans Uordre Y& Y3 ¥2 V1 Vo

270202020 2°

4 Fonctions trigonométriques
réciproques

On remarque que les fonctions suivantes sont
bijectives :

sin : [_% g] [-1,1], cos:[0,x] — [-1,1],
tan :]—%,%[—MR.

On peut définir leur bijection réciproque.



