Université Claude Bernard Lyon 1 UE Algébre 1
Semestre d’automne

i Feuille 5 : Ensembles
Eléments de correction — Parties B et C

B. Exercices supplémentaires (plus difficiles)

Exercice 6 — Ensemble de tous les ensembles
1. A est I’ensemble de tous les éléments de E, qui n’appartiennent pas a eux-meémes.

2. Supposons que A € A. Par définition de A, A€ Eet A¢ A.
Supposons que A ¢ A. Comme on a supposé que P(E) C E, tous les sous-ensembles de E sont
dans F Donc A C E et A € E. Par définition de A, on a donc A € A.
Conclusion : Ac A= A¢ A

3. L’ensemble A conduit 4 A € A & A ¢ A ce qui est une contradiction. L’hypothése faite est donc
fausse : P(E) ¢ E.

4. S’ existait un ensemble E de tous les ensembles, alors P(E) C E. Or, on vient de démontrer que ce
n’était pas possible. Il n’existe donc pas d’ensemble de tous les ensembles.

Exercice 7 — Produit cartésien

1.[C]Soit (z,y) € (Ax B)N(C x D). Alors (z,y) € (Ax B) et (z,y) € (Cx D). Donz € A, ye B,z eC,
yeDsoitze ANC ety e BND. Donc (z,y) € (ANC) x (BN D).

Donc : (Ax B)N(C xD)C (AnC)x (BND)

[D] Soit (z,y) € (ANC) x (BND). Alorsz € ANCetye BNDdoncz € Aetz € C,y€ Bety e D
soit (z,y) € (A x B)N(C x D).

Donc: (ANC)x (BND)C (AxB)N(C x D)

Conclusion : (Ax B)N(C x D)= (ANC) x (BND)

2. Remarquons que D est le disque de centre (0,0) de rayon 1.

Supposons qu’il existe A et B des parties de R telles que D = A x B.

Par exemples, Q,ﬁ €D et ﬁ,l € D. Ainsi, ﬁeAet QEBd’oﬁ é,ﬁ e Ax B
27 2 272 2 2 27 2
2 2
Mais (?) + <\f> = Z > 1 donc (?, ?) ¢ D : absurde!

Conclusion : D ne peut pas s’écrire comme produit cartésien de deux ensembles.

Exercice 8 — Différence symétrique

1. Voici le diagramme de Venn correspondant.

2. On a AAB =|0,3]\[2,3[= [0, 2].

3. On détermine les ensembles suivants :
o AAA=A\A =10, puisque AUA=Aet ANA=A.
o AAD = A\ = A, puisque AUD=Aet AND=0.



o AAE = E\A = A°, puisque AUE=Fet ANE = A.
o AAA°=FE\( = F, puisque AUA°=FE et AN A°=1).
4. On a
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C. Exercices d’entrainement (a faire en autonomie)

Exercice 9 — Vocabulaire et intervalles

1. a) Vrai
b) Faux. Il faut écrire 0 € G ou {0} C G.
c) Vrai.
d) Faux. Il faut écrire F' C R.

2. 0na

e ENF ={-1},

e FNG =] —-2,1],

o FUG =[-3,+00],

e G\F =GnNF°=]1,+o0],

e G\E =] —2,—1[U] — 1,2[U]2,6[U]6, 400,

R\G = G =| — 00, —2],

QNE=Fcar E CQ,

NNE ={2,6}.

Voici les représentations graphiques de E' X F' (a gauche) et F' x G (& droite)
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-2




Exercice 10 — Démontrer des propriétés sur les ensembles

1. Soit x € B, alors x € AUB. Comme AUB C AUC, alors x € AUC. On a deux cas :

e soit x € C, alors on a donc montré que B C C,
e soit x € A, alorsz € ANB, et comme ANB C ANC,onax € ANC, donc x € C et on a montré
que B C C.
2. Ona (A\C)N(B\C)=ANC°NBNC°=(ANnB)NC° = (AnB)\C.
On a aussi (A\C)U(B\C)=(ANC)U(BNC)=(AuB)NC° = (AUB)\C.

Exercice 11 — Parties d’un ensemble
o P(E)={0,{1},{2},{1,2}} (il contient 2°™4(F) = 22 — 4 parties).
e Ex E=1{(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)} (il contient Card(FE)?* = 2% = 4 parties).
e P(E x E) est constitué de :

- T’ensemble vide §) (1 partie),

4

- toutes les parties a 1 éléments, {(0,0)},{(1,1)},{(0,1)},{(1,0)} (il y a ( > = 4 parties),

1
- toutes les parties a 2 éléments, {(0,0), (1,1)}, {(0,0), (0,1)}, {(0,0),(1,0)}, {(1,1),(0,1)}, {(1,1),(1,0)},
{(1,0),(0,1)} (ily a (3) = 6 parties),
- toutes les parties a 3 éléments, {(0,0),(1,1),(0,1)}, {(1,1),(0,1),(1,0)}, {(0,0),(0,1),(1,0)},
{(0,0),(1,1),(1,0)} (il y a <§> = 4 parties),

4
- la partie a 4 éléments, {(0,0), (1,1),(0,1),(1,0)} (ily a (4) = 1 parties).

Exercice 12 — Inclusions d’ensembles
1. Comme 0 € Z, mais que 0 € {x € R: |z| > 1 et x € Q} puisque [0 < 1,onabien Z ¢ {z € R: |z]| >
1 et xz € Q}.
2. Soit (z,y) € {(z,y) ER*:y >3z +5etx >0}, alorsy > x+2x+5>xcar 2z > 0et 5> 0, donc
(z,y) € {(x,y) € R? : y > z}, d’on I'inclusion demandée.
3. Soit (z,y) € {(t,6t —9) : t € R}, alors 22 —y =t> — (6t —9) = > — 6t +9 = (t — 3)2 > 0, donc 2% > 9,
d’ou I'inclusion demandée.



