Université Claude Bernard Lyon 1 UE Algébre 1
Semestre d’automne

Feuille 10 : Nombres Complexes - Géométrie et équations

A. Exercices standards

Exercice 1 — Vecteurs du plan complexe

1. Représenter les points d’affizes suivantes dans le plan R = (O, 7, 7)

a) z=1—1, b) z, c) z+ 2z, d) z—Zz.
J

)
a) W daffize 2 + i, b) @ daffite —3+2i, ¢) W+ d, d) 2w — .

. —-
2. Représenter les vecteurs suivants dans le plan R = (O, 1,

Exercice 2 — Ensembles de points du plan complexe
Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que :

a) |1 -2l < b) Re(l—2) <

N | —
N | —

Exercice 3 — Transformations du plan et nombres complexes

1. Donner les applications de C qui représentent les transformations du plan suivantes.

a) La translation du vecteur d’affize —2 + i.
b) L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 + 2i.
¢) La rotation d’angle 7/6 et de centre 1.

d) La symétrie centrale du centre i.
2. Identifier les transformations suivantes dans le plan compleze .

a) fr:z— z+3—2i. b)fg:zHei%ﬂz. c)f3:21—>ei%ﬂz—1. d) fa:z+—3z—-5+1.

71'
3. Déterminer par le calcul I"image de 2 + i par la rotation de centre i et d’angle 5 puis retrouver ce

résultat avec un dessin.

Exercice 4 — Racines n-iémes
1. Déterminer les racines carrées de 1 + 1.

2. Déterminer les racines carrées de 9 + 40i.

3
8. Déterminer les racines 5-iémes de 3 + 1\2[
4. Déterminer les solutions dans C de ’équation z3 = —i.
n—1
5. Soit n > 2 un entier. Déterminer les solutions de l’équation Z & =0.
k=0

Exercice 5 — Equations dans C
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z, dans C :

a) 222 —2—-1=0; b) 224 2+1=0; ¢) iz 4+ (1—=5i)z—2+6i=0;
d) 2* 4102 + 169 = 0.



B. Exercices supplémentaires (plus difficiles)

Exercice 6 — Equations dans C
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z, dans C :

1
a) 22 +32—2i=0, b) 25— (3+2i)23 +2+2i =0, c)z7:2—2

d) 2> —2=0, e) 27(z—1)° + (z +1)0 = 0.
Exercice 7 — Racines n-iéme et rotation
—4
1. Donner les formes algébrique et exponentielle du nombre complere w = ———.
1+iV3
2. Déterminer ’ensemble Sy, des racines 6-iéme du nombre complexe w.

™
8. Donner Uexpression de la rotation f centrée en 0 et d’angle -9

4. Montrer que f(Sy) est 'ensemble des racines 6-iémes d’un réel que l'on déterminera.

Exercice 8 — Transformation complexe

Soit f: P — C lapplication définie par .
z—1
241

f(z) =

ot, on pose P={z€C;Imz>0}
1. Montrer que, pour tout z € P, on a |f(z)| < 1.
(Indication : on pourra montrer que |z —i|> < |z +i]*> <= Imz >0)

A partir de maintenant, on considére l'application F' : P — D définie par F(z) = f(z), ot on pose
D={z€C;|z|<1}.
2. Soient z1,z9 € P. Montrer que F(z1) = F(z2) = 21 = 2.
8. Soit w e D.
i) Déterminer z € C (en fonction de w) tel que w = F(z).
ii) Soit z € C donné par la question précédente. Im z est-elle strictement positive ¢ Justifier votre
réponse.
ii1) L’application F est-elle bijective ¢ Justifier votre réponse.

C. Exercices d’entrainement (a faire en autonomie)

Exercice 9 — Ensembles de points du plan
Déterminer l’ensemble des nombres complexes z tels que :

1
a) |1 +i—2*>2 b) Re(iz)§§ c)

Exercice 10 — Transformations du plan
Soit h : C — C l’homothétie de rapport 2 et de centre 1 — i et r : C — C la rotation de centre —2 et d’angle

T . . .
3 Déterminer Pexpression de h or, puis de r o h.

Exercice 11 — Racines n-iémes

1. Déterminer les racines carrées de © — 1, puis de 7 + 24i.

2. Déterminer les racines 4-iemes de 161, puis de

1
V3—i

Exercice 12 — Equations dans C

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z, dans C :
a) 322 —V824+1=0 b) (142i)22 = (9+3i)z+10-5i=0
¢) 2P+ +1=0.



