Exercices supplémentaires - Nombres Complexes

Exercice 1. Racines cubiques de 1
1. Déterminer les racines cubiques de 1 et les représenter dans le plan complexe.

-1+iv3
2. Onnote j = T\/_ Montrer que 1+ j + j2 = 0.

3. Exprimer les racines cubiques de 1 en fonction de j.

Exercice 2. Racines carrées de nombres complexes Résoudre dans C les équations suivantes:
1. 22 =-2V3+2i,

2. z2=3-4i.

Exercice 3. Equations dans C
Résoudre dans C les équations suivantes:

1. 1+2)z°=(9+3i)z+10-5i =0,
2. z23+43z-2i=0,

3. 25—3+20)Z3+2+2i=0,



CORRECTION
Exercice 1. Racines cubiques de 1

2i 4i
1. D’apresle cours, les racines cubiques de 1 sont, comme 113 =1,11, e%, e%}. Les représen-
ter sur le cercle unité est facile grace aux angles (elles forment un triangle équilatéral).
2i -3
2. Onnote que j = e3 estune racine cubique de 1 distincte de 1, donc 1 + j + j? = 11T]] =0.

3. Onal=j3ete’s = j2. Les racines cubiques de 1 sont donc {1, j, j2}.

Exercice 2. Racines carrées de nombres complexes

1. Comme |-2v3+2i|=V12+4=+16=4et

3 i .z
—2V3+2i=4 —£+— =4¢7'5,
2 2
alors, en notant z = re'? avec # € R et r > 0, on obtient que r’=4et20 = —% + 2k,

k € {0,1}. Finalement, on trouve

b4
r=2 et 9:—E+kn,k€{0,1},

- 117

,2e' 12},

N

donc les solutions sont S = {2e~ i1

2. On pose z = x+ iy avec (x, y) € R? et on obtient, comme z? = (x +iy)? = x> — y* + 2ixy =

3-4i,
x2+y?=3-4i|=V32+42=5
xz—y2:3
2xy=-4

En ajoutant les deux premieres équations, on trouve 2x2 =8 donc x2 = 4 donc x € {-2,2}
et en les soustrayant, 2 y2 = 2 donc y2 =1 donc y € {-1,1}. La derniere équation nous
donne que x et y sont de signes opposés, donc les solutions sont

S={2-i,-2+1}.

Exercice 3. Equations dans C

1. Pour (1 +2i)z%2—(9+3i)z+10—5i = 0, on calcule le discriminant puis on applique les
formules. S=1{1-2i,2—i}.

2. Pour z3+3z—-2i =0, on commence par remarque que z = i est solution, puis on factorise
par z—i eton trouve z3+3z-2i = (z—1) (2% +iz+2) = (z— 1) (z+2i)(z—i) donc S = {i, - 2i}.

3. Pour 28— (3+2i)z3 +2+2i = 0, on pose Z = z3, on résout Z? — (3+2i)Z+2+2i=0et
on trouve Z € {1,2+2i}. Puis on cherche les racines cubiques de chacun de ces nombres
complexes. On trouve S = {1, j, j2,—1+1, %(1 —V3)+ 3(=1— V3), %(1 +v3)+ %(\/§— 1}.
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. Pour z

7= Z—lz, on pose z = re'? etonadonc r’e 70 = r2¢721 et donc re=°% = 1, donc

r=1 et -50=2km,ke{0,1,2,3,4}.

s _e2n _:3m 4w
1 4 ls,e 15}.

Les solutions sontdonc S={1,e '5,e7 !5 ,e

. Pour z°—z =0, on factorise z(z*—1) = 0 et donc on trouve z = 0 ou z* = 1 donc les solutions
sont 0 et les quatre racines 4iemes de 1.



